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分数阶微分方程组边值问题解的存在性与唯一性

郭莉莉，    刘锡平，    贾    梅，    蹇星月
（上海理工大学 理学院，上海 200093）

摘要：研究了一类高阶 Riemann-Liouville 分数阶微分方程组边值问题。通过 Laplace 变换的方法

得到边值问题解的积分表达形式，建立了边值问题解的存在性定理和存在唯一性定理，利用

Leray-Schauder 抉择证明了解的存在性定理，运用 Banach 压缩映射原理证明了解的存在唯一性定

理。最后给出 2 个例子说明所得结论的适用性。
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Existence and Uniqueness of Solutions of Boundary Value Problems
for Fractional Differential Equation Systems

GUO Lili，      LIU Xiping，      JIA Mei，      JIAN Xingyue
(College of Science, University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 200093, China)

Abstract: A class of boundary value problems for high order Riemann-Liouville fractional differential

equation systems was studied. By the Laplace transform method, the integral expression of the boundary

value problems was obtained. The existence theorem and the existence and uniqueness theorem for the

solutions  of  the  boundary  value  problems  were  established  and  proved  by  using  the  Leray-Schauder

alternative  and  the  Banach  contraction  mapping  principle,  respectively.  Two  examples  were  given  to

illustrate the main results.
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1    问题的提出

在工程技术和科学研究中，有许多现象是由

微分方程来描述的。随着科学技术的发展，人们

对分数阶微分方程的研究越来越多，取得了很多

成果[1-13]。

微分方程组通常用来描述涉及到多个状态变

量的运动系统，文献[14-15]研究了具有 Caputo导
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数的分数阶微分方程组边值问题解的存在性。

本文研究一类高阶 Riemann-Liouville分数阶微

分方程组边值问题。
DαU(t)+ΛDα−1U(t) = F(t,U(t)), 0 < t < 1

u1(η1) = u2(η2) = u3(η3) = · · · = un(ηn) = 0

u1(1) = u2(1) = u3(1) = · · · = un(1) = 0

（1）

其中，

U(t) =


u1(t)
u2(t)
...

un(t)

 , DαU(t) =


Dαu1(t)
Dαu2(t)
...

Dαun(t)



F =


f1
f2
...
fn

 , Λ =


λ1 0 0 · · · 0
0 λ2 0 · · · 0
0 0 λ3 · · · 0
...
...
...

...
0 0 0 · · · λn


Dα 1 < α < 2,0 < λi <

1,0 < ηi < 1, fi ∈C(I×Rn,R) t ∈ [0,1], i = 1,2, · · · ,n
表 示 Riemann-Liouville导 数 ，

，   。

2    预备知识与引理

为了后面证明的需要，现给出一些定义和引理。

f (t) t ⩾ 0w +∞
0

f (t)e−st dt s

F(s) =
w +∞

0
f (t)e−stdt

f (t) F(s) =L ( f (t)) ,

f (t)

定义 1[16]　设函数 当 时有定义，且积分

（ 是一个复变量）在 s的某一个域内

收敛，则由此积分所确定的函数

称 为 函 数 的 Laplace变 换 ， 记

F(s)称为 的像函数. 在相同条件下，称

f (t) =L−1 (F(s)) =
1

2πi

w s+i∞

s−i∞
F(p)eptdp

F(s)为 的 Laplace逆变换。

L ( f1(t)) = F1(s),L ( f2(t)) = F2(s),引理 1[16]　若 则
L ( f1(t)∗ f2(t)) = F1(s)F2(s)

L−1 (F1(s)∗F2(s)) = f1(t) f2(t)

u : R+→ R α定 义 2[16]　 函 数 的 阶 Riemann-
Liouville分数阶积分定义为

Iαu(t) =
1
Γ(α)

w t

0
(t−τ)α−1u(τ)dτ

α > 0 R+ Γ(·)对任意的 ，右端积分在 上逐点可积， 是

Gamma函数。

u : R+→ R α定 义 3[17]　 函 数 的 阶 Riemann-
Liouville分数阶导数定义为

Dαu(t) = DnIn−αu(t) =
1

Γ(n−α)

(
d

dtn

)n w t

0

u(τ)
(t−τ)α+1−n dτ

α > 0 R+对任意的 ，右端积分在 上逐点可积，n为大

α于或等于 的最小整数。

α > 0, u : R+→ R
α

引理 2[17]　对任意的  函数 的

阶 Laplace变换公式为

L(Dαu)(s) = sαL(u)(s)−
l∑

j=1

d js j−1, l−1 ⩽ α ⩽ l, l ∈ N

d j = (Dα− ju)(0+), j = 1,2, · · · , l

α,β > 0 Eα,β定义 4[17]　令 ，函数 的定义为

Eα,β(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(αk+β)

α,β当级数收敛时，称级数是关于参数 的二元

Mittag-Leffler函数。

引理 3[17]　Mittag-Leffler函数的 Laplace变换

公式为

L
(
tαk+β−1E(k)

α,β(±atα)
)
=

w ∞
0

e−sttαk+β−1E(k)
α,β(±atα)dt =

k!sα−β

(sαma)k+1 , Re(s) > |a| 1α

引理 4[17]　广义Mittag-Leffler导数定义为

E(n)
α,β(z) =

(
d
dz

)n (
En+1
α,β (z)

)
= n!En+1

α,β+αn(z),

z ∈ C, α,β,ρ ∈ C, R(α) > 0

其中，

Eρα,β(z) =
∞∑

k=0

(ρ)k

Γ(αk+β)
zk

k!

(ρ)k = ρ(ρ+1) · · · (ρ+ k−1)

0 < λ1 < 1引理 5　设 , 则级数
∞∑

n=0

(1−λ1)n

n!
tn+α−1E(n)

1,α(−t) =

∞∑
n=0

(1−λ1)n

n!
tn+α−1

∞∑
k=0

Γ(n+ k+1)
Γ(n+ k+α)

(−t)k

k!
∆
= g11(t)

∞∑
n=0

(1+λ1)(1−λ1)n

n!
tn+α−1E(n)

1,α(−t) =

∞∑
n=0

(1+λ1)(1−λ1)n

n!
tn+α−1

∞∑
k=0

Γ(n+ k+1)
Γ(n+ k+α)

(−t)k

k!
∆
= g12(t)

t2−α
∞∑

n=0

(1−λ1)n

n!
tn+α−2E(n)

1,α−1(−t) =

∞∑
n=0

(1−λ1)n

n!
tn
∞∑

k=0

Γ(n+ k+1)
Γ(n+ k+α−1)

(−t)k

k!
∆
= t2−αg13(t)

[0,1]在 上一致收敛。证明从略。

因为，
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lim
t→0+

t2−αg13(t) =

lim
t→0+

 ∞∑
n=0

(1−λ1)n

n!
tn
∞∑

k=0

Γ(n+ k+1)
Γ(n+ k+α−1)

(−t)k

k!

 =
1

Γ(α−1)

t2−αg13(t)|t=0 =
1

Γ(α−1)
t2−αg13(t)

t

所以， ，即函数 在

= 0时连续。

g11(t),g12(t),g13(t)引理 6　函数 的性质：

0 < g11(t) <
1
Γ(α)

+ e(1−λ1);a. 

g11(t),g12(t), t2−αg13(t)b. 函数 在[0, 1]上连续。

g11(t) > 0证明　a. 由引理 5可知， 显然成立。

g11(t) =
∞∑

n=0

(1−λ1)n

n!
tn+α−1

∞∑
k=0

Γ(n+ k+1)
Γ(n+ k+α)

(−t)k

k!
=

∞∑
k=0

(−1)k tk+α−1

Γ(k+α)
+

∞∑
n=1

(1−λ1)n

n!
tn+α−1

∞∑
k=0

Γ(n+ k+1)
Γ(n+ k+α)

(−t)k

k!

∞∑
k=0

(−1)k tk+α−1

Γ(k+α)
[0,1]

由引理 5可知，级数 关于 t在

上一致收敛，

因为，

tk+α

Γ(k+α+1)
Γ(k+α)
tk+α−1 =

t
k+α

< 1{
tk+α−1

Γ(k+α)

}
所以，函数列 关于 k单调递减。

结合 Leibniz判别法可知，

0 <
∞∑

k=0

(−1)k tk+α−1

Γ(k+α)
<

tα−1

Γ(α)
<

1
Γ(α)

由引理 5可知，级数
∞∑

n=1

(1−λ1)
n!

tn+α−1
∞∑

k=0

Γ(n+ k+1)
Γ(n+ k+α)

(−t)k

k!
<

∞∑
n=0

(t(1−λ1))n

n!
= et(1−λ1) < e(1−λ1)

0 < g11(t) <
1
Γ(α)

+ e(1−λ1)即证  。

g11(t),g12(t), t2−αg13(t)b. 函数 在[0, 1]上连续，显

然成立。

证毕。

1<α<2,∆1=g12(η1)g13(1)−g12(1)g13(η1),

h1 ∈C(I,R)

引理7　设 

0，则对任意 ，边值问题

Dαu1(t)+λ1Dα−1u1(t) = h1(t), 0 < t < 1

u1(η1) = 0, u1(1) = 0
（2）

存在唯一解

u1(t) =
w t

0
g11(t−τ)h1(τ)dτ+

g12(1)g13(t)−g13(1)g12(t)
∆1

w η1
0

g11(η1−τ)h1(τ)dτ+

g13(η1)g12(t)−g12(η1)g13(t)
∆1

w 1

0
g11(1−τ)h1(τ)dτ（3）

证明　由引理 2可知，

L(Dαu1(t))(s) = sαL(u(t))(s)−d11−d12s

L(Dα−1u1(t))(s) = sα−1L(u(t))(s)−d11

Dαu1(t)+λ1Dα−1u1(t) = h1(t)所以，对 进行 Laplace变

换，可得

(sα+λ1sα−1)L(u1(t))(s)− (1+λ1)d11−d12s =L(h1(t))(s)

整理得到

L(u1(t))(s) =
1

sα+λ1sα−1L(h1(t))(s)+

1+λ1

sα+λ1sα−1 d11+
s

sα+λ1sα−1 d12

又因为，

1
sα+λ1sα−1 =

s1−α

s+λ1+1−1
=

s1−α

1+ s
1

1+
λ1−1
1+ s

=

s1−α

1+ s

∞∑
n=0

(1−λ1)n

(1+ s)n =

∞∑
n=0

(1−λ1)ns1−α

(1+ s)n+1

s
sα+λ1sα−1 =

s2−α

s+λ1+1−1
=

s2−α

1+ s
1

1+
λ1−1
1+ s

=

s2−α

1+ s

∞∑
n=0

(1−λ1)n

(1+ s)n =

∞∑
n=0

(1−λ1)ns2−α

(1+ s)n+1

所以，

L(u1(t))(s) =
∞∑

n=0

(1−λ1)ns1−α

(1+ s)n+1 L(h1(t))(s)+

∞∑
n=0

(1+λ1)(1−λ1)ns1−α

(1+ s)n+1 d11+

∞∑
n=0

(1−λ1)ns2−α

(1+ s)n+1 d12 （4）

由引理 3可知，
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s1−α

(1+ s)n+1 =
1
n!
L

(
tn+α−1E(n)

1,α(−t)
)
(s)

s2−α

(1+ s)n+1 =
1
n!
L

(
tn+α−2E(n)

1,α−1(−t)
)
(s) （5）

将式（5）代入式（4）并整理，得到

L(u1(t))(s)=L
 ∞∑

n=0

(1−λ1)n

n!
tn+α−1E(n)

1,α(−t)

 (s)L(h1(t))(s)+

d11L
 ∞∑

n=0

(1+λ1)(1−λ1)n

n!
tn+α−1E(n)

1,α(−t)

 (s)+

d12L
 ∞∑

n=0

(1−λ1)n

n!
tn+α−2E(n)

1,α−1(−t)

 (s) =

L(g11(t))(s)L(h1(t))(s)+d11L(g12(t))(s)+

d12L(g13(t))(s) =L (g11(t)∗h1(t)) (s)+

d11L(g12(t))(s)+d12L(g13(t))(s) =

L
(w t

0
g11(t−τ)h1(τ)dτ

)
(s)+

d11L(g12(t))(s)+d12L(g13(t))(s) （6）

对式（6）两边进行 Laplace逆变换，得到

u1(t) =
w t

0
g11(t−τ)h1(τ)dτ+d11g12(t)+d12g13(t) （7）

u1(1) = 0,u1(η1) = 0将边界条件 代入式（7），得到
w η1

0
g11(η1−τ)h1(τ)dτ+d11g12(η1)+d12g13(η1) = 0

w 1

0
g11(1−τ)h1(τ)dτ+d11g12(1)+d12g13(1) = 0

∆1 , 0设 时，解得

d11 =
1
∆1

(
g13(η1)

w 1

0
g11(1−τ)h1(τ)dτ−

g13(1)
w η1

0
g11(η1−τ)h1(τ)dτ

)

d12 =
1
∆1

(
g12(1)

w η1
0

g11(η1−τ)h1(τ)dτ−

g12(η1)
w 1

0
g11(1−τ)h1(τ)dτ

)
将 d1，d2 带入式（7），可得式（3）成立。

证毕。

由引理 7即可得到引理 8。

引理 8　边值问题（1）等价于积分方程

ui(t) =
w t

0
gi1(t−τ) fi(τ,u1(τ), · · · ,un(τ))dτ+

gi2(1)gi3(t)−gi3(1)gi2(t)
∆i

·

w ηi
0

gi1(ηi−τ) fi(τ,u1(τ), · · · ,un(τ))dτ+

gi3(ηi)gi2(t)−gi2(ηi)gi3(t)
∆i

·

w 1

0
gi1(1−τ) fi(τ,u1(τ), · · · ,un(τ))dτ

其中，

i = 1,2, · · · ,n, ∆i = gi2(ηi)gi3(1)−gi2(1)gi3(ηi) , 0

gi1(t) =
∞∑

n=0

(1−λi)n

n!
tn+α−1E(n)

1,α(−t)

gi2(t) =
∞∑

n=0

(1+λi)(1−λi)n

n!
tn+α−1E(n)

1,α(−t)

gi3(t) =
∞∑

n=0

(1−λi)n

n!
tn+α−2E(n)

1,α−1(−t)

E

T : E→ E V(T ) = {x ∈ E :

µ ∈ (0,1), x = µT (x)} V(T )

引理 9[18]（Leray-Shauder抉择）　令 是 Banach

空间，假设 是全连续算子，令

存在  使得 ，则集合 是无界集

或者算子 T至少存在 1个不动点。

3    解的存在性与唯一性

E1 =C0
2−α[0,1] = {u ∈C(0,1] : lim

t→0+
t2−αu(t)

} ||u|| = sup
t∈(0,1]

t2−α|u(t)|

E = E1×E1× · · ·×E1︸                ︷︷                ︸
n

||U||E= ||u1||+

||u2||+ · · ·+ ||un||

空间 存

在 ，以范数 构成了 Banach空

间。所以， 以范数

构成了 Banach空间。

∆i , 0, i = 1,2, · · · ,n设 ，为了方便，给出记号：

li1 = sup
t∈(0,1]

∣∣∣∣∣t2−α gi2(1)gi3(t)−gi3(1)gi2(t)
∆i

∣∣∣∣∣
li2 = sup

t∈(0,1]

∣∣∣∣∣t2−α gi3(ηi)gi2(t)−gi2(ηi)gi3(t)
∆i

∣∣∣∣∣
U(t) = (u1(t),u2(t), · · · ,

un(t))T ∈ E,

由引理 8可知，对任意的

 定义算子

T (U)(t) = (T1(U)(t), · · · ,Tn(U)(t))T

即
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Ti(U(t)) =
w t

0
gi1(t−τ) fi(τ,U(τ))dτ+

gi2(1)gi3(t)−gi3(1)gi2(t)
∆i

·

w ηi
0

gi1(ηi−τ) fi(τ,U(τ))dτ+

gi3(ηi)gi2(t)−gi2(ηi)gi3(t)
∆i

·

w 1

0
gi1(1−τ) fi(τ,U(τ))dτ （8）

i = 1,2, · · · ,n T : E→ E其中， 。所以，算子 。

为了证明的方便，给出记号：

γi =
1
Γ(α)

+ e(1−λi), θi = 1+ηili1+ li2 （9）

Φ0 = γ1θ1k10+γ2θ2k20+ · · ·+γnθnkn0

Φi =
1
α−1

(γ1θ1k1i+γ2θ2k2i+ · · ·+γnθnkni) （10）

∆i , 0 ki j(i, j = 1,2, · · · ,n)
ki0 > 0

定理 1　设 , 存在实数 且

，使得
| fi(t,u1, · · · ,un)| ⩽ ki0+ ki1|u1|+ · · ·+ kin|un|
max {Φ1,Φ2, · · · ,Φn} < 1 Φi并且设 , 其中， 是由式（10）

给出的，则边值问题（1）在[0, 1]上至少存在 1个解。

证明　由假设条件可知，任意

U(t) = (u1(t),u2(t), · · · ,un(t))T ∈ E,

| fi(t,u1(t),u2(t), · · · ,un(t))| ⩽ ki0+ ki1|u1(t)|+

ki2|u2(t)|+ · · ·+ kin|un(t)| = ki0+ tα−2(ki1t2−α|u1(t)|+
ki2t2−α|u2(t)|+· · ·+kint2−α|un(t)|)=
ki0+ tα−2(ki1||u1||+ ki2||u2||+ · · ·+ kin||un||) （11）

a. 证明算子 T是全连续。

T（a）  是连续算子。

{Um} ⊂ E,U ∈ E m→∞ ||Um−U||E →
0 σ > 0 ||Um||E ⩽ σ, ||U||E ⩽

设 ，当 时，

，则存在一个常数 ，使得

σ t ∈ [0,1] |t2−αuim| ⩽ σ |t2−αui| ⩽
σ t ∈ [0,1]

，即对任意的 ，有 , 
。因此，对几乎处处的 ，有

lim
m→∞

fi(t,Um(t)) = lim
m→∞

fi(t, tα−2t2−αUm(t)) =

fi(t, tα−2t2−αU(t)) = fi(t,U(t))

由引理 6和式（11）可知，

|gi1(t−τ) ( fi(t,Um(t))− fi(t,U(t))) | ⩽

2
(

1
Γ(α)

+ e(1−λi)
) (

ki0+ tα−2(ki1||u1||+ · · ·+ kin||un||)
)

由 Lebesgue控制收敛定理可得

lim
m→∞

||TiUm−TiU|| = lim
m→∞

sup
t∈(0,1]

t2−α|TiUm−TiU| =

lim
m→∞

sup
t∈(0,1]

t2−α
(w t

0
gi1(t−τ)| fi(τ,Um(τ))− fi(τ,U(τ))|dτ+

gi2(1)gi3(t)−gi3(1)gi2(t)
∆i

w ηi
0

gi1(ηi−τ)| fi(τ,Um(τ))−

fi(τ,U(τ))|dτ+ gi3(ηi)gi2(t)−gi2(ηi)gi3(t)
∆i

·

w 1

0
gi1(1−τ)| fi(τ,Um(τ))− fi(τ,U(τ))|dτ

)
= 0

lim
m→∞

||TUm−TU||E → 0 T故 ，则算子 是连续算子。

T（b）  是相对列紧。

T Ω ⊂ E

U ∈ Ω M > 0 ||U||Ω ⩽ M

首先证明算子 在 E上一致有界。令 有界，

对任意 ，存在 ，使得 。由引

理 6可知，

|g11(t)| < 1
Γ(α)

+ e(1−λ1)

由式（11）可得
| fi(t,U(t))| ⩽

ki0+ tα−2(ki1||u1||+ ki2||u2||+ · · ·+ kin||un||) ⩽

ki0+Mtα−2 max {ki1,ki2, · · · ,kin} （12）

U ∈ Ω, t ∈ [0,1]对任意 ，结合式（12），有

|t2−αTi(U(t))| ⩽
w t

0
|gi1(t−τ) fi(τ,U(τ))|dτ+

∣∣∣∣∣t2−α gi2(1)gi3(t)−gi3(1)gi2(t)
∆i

∣∣∣∣∣w ηi0
|gi1(ηi−τ) fi(τ,U(τ))|dτ+∣∣∣∣∣t2−α gi3(ηi)gi2(t)−gi2(ηi)gi3(t)

∆i

∣∣∣∣∣w 1

0
|gi1(1−τ) fi(τ,U(τ))|dτ ⩽(

1
Γ(α)

+ e(1−λi)
)(w 1

0
(ki0+Mτα−2 max {ki1,ki2, · · · ,kin})dτ + li1

w ηi
0

(ki0+Mτα−2 max {ki1,ki2, · · · ,kin})dτ+

li2
w 1

0
(ki0+Mτα−2 max {ki1,ki2, · · · ,kin})dτ

)
⩽ (1+ηili1+ li2)

(
1
Γ(α)

+ e(1−λi)
)(

ki0+
M
α−1

max {ki1,ki2, · · · ,kin}
)

U ∈ Ω, t ∈ [0,1]所以，对任意 ，有

||Ti(U)|| ⩽ (1+ηili1+ li2)
(

1
Γ(α)

+ e(1−λi)
)
·(

ki0+
M
α−1

max {ki1,ki2, · · · ,kin}
)

（13）

由不等式（13）可得

||T (U)||E =
n∑

i=1

||Ti(U)|| ⩽

n∑
i=1

(1+ηili1+ li2)
(

1
Γ(α)

+ e(1−λi)
)
·(

ki0+
M
α−1

max {ki1,ki2, · · · ,kin}
)
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T因此, 算子 一致有界。

T Ti然后再证算子 等度连续。只需证明算子 等

度连续。

gi1(t), t2−αgi2(t), t2−αgi3(t)函 数 在 [0,1]上 连 续 ，

gi1(t), t2−αgi2(t), t2−αgi3(t)

ε > 0 δ > 0 t1, t2 ∈

[0,1] t1 < t2 |t2− t1| <δ

所以，函数 在 [0,1]上一致

连续，即对任意 ，存在常数 ，当

， ， 时，都有

|gi1(t2−τ)−gi1(t1−τ)| <
ε

5(ki0+M(α−1)−1 max {ki1, · · · ,kin})

|tα−1
2 − tα−1

1 | < (α−1)ε
5(Γ−1(α)+ e(1−λi))M max {ki1, · · · ,kin}

|t2−α
2 gi2(t2)− t2−α

1 gi2(t1)| < |∆i|(ηi|gi3(1)|+ |gi3(ηi)|)−1ε

5(Γ−1(α)+ e(1−λi))(ki0+M(α−1)−1 max {ki1, · · · ,kin})

|t2−α
2 gi3(t2)− t2−α

1 gi3(t1)| < |∆i|(ηi|gi2(1)|+ |gi2(ηi)|)−1ε

5(Γ−1(α)+ e(1−λi))(ki0+M(α−1)−1 max {ki1, · · · ,kin})

ε > 0 δ ∈ (0, ε(5ki0(Γ−1(α)+e(1−λi)))−1) t1, t2 ∈ [0,1] t1 < t2 |t2− t1| <δ所以，对上述的 ，存在常数 , 当 ,  ,  ，则有

|t2−α
2 Ti(U)(t2)− t2−α

1 Ti(U)(t1)| ⩽
w t1

0
| (gi1(t2−τ)−gi1(t1−τ)) fi(τ,U(τ))|dτ+w t2

t1
|gi1(t2−τ) fi(τ,U(τ))|dτ+ |gi2(1)(t2−α

2 gi3(t2)−t2−α
1 gi3(t1))−gi3(1)(t2−α

2 gi2(t2)− t2−α
1 gi2(t1))|·

1
|∆i|

w ηi
0
|gi1(ηi−τ) fi(τ,U(τ))|dτ+ |gi3(ηi)(t2−α

2 gi2(t2)− t2−α
1 gi2(t1))−gi2(ηi)(t2−α

2 gi3(t2)− t2−α
1 gi3(t1))|·

1
|∆i|

w 1

0
|gi1(1−τ) fi(τ,U(τ))|dτ ⩽

w 1

0
|gi1(t2−τ)−gi1(t1−τ)|(ki0+Mτα−1 max {ki1, · · · ,kin})dτ+w t2

t1
|gi1(t2−τ)|(ki0+Mτα−1 max {ki1, · · · ,kin})dτ+(

|gi2(1)(t2−α
2 gi3(t2)− t2−α

1 gi3(t1))|+ |gi3(1)(t2−α
2 gi2(t2)− t2−α

1 gi2(t1))|
)
·

1
|∆i|

w ηi
0

(
1
Γ(α)

+ e(1−λi)
)
(ki0+Mτα−1 max {ki1, · · · ,kin})dτ+(

|gi3(ηi)(t2−α
2 gi2(t2)− t2−α

1 gi2(t1))|+ |gi2(ηi)(t2−α
2 gi3(t2)− t2−α

1 gi3(t1))|
)
·

1
|∆i|

w 1

0

(
1
Γ(α)

+ e(1−λi)
)
(ki0+Mτα−1 max {ki1, · · · ,kin})dτ ⩽

1
5
ε+

1
5
ε+

1
5
ε+

1
5
ε+

1
5
ε = ε

T

T T

T

因此，算子 等度连续。由 Arzela-Ascoli定理可

知，算子 相对列紧。又因为算子 是连续算子，

所以，算子 是全连续的。

V(T )={U∈E : U=µTU,0<µ<1} U∈V(T )
U = µTU t ∈ [0,1] ui(t) =µTi(U(t))

b. 记 ，令 ，

则 。对任意 ，有 。

由式（8）和式（11）可知，

|t2−αui(t)| = |t2−αµTi(U(t))| ⩽
w t

0
|gi1(t−τ) fi(τ,U(τ))|dτ+∣∣∣∣∣t2−α gi2(1)gi3(t)−gi3(1)g12(t)

∆i

∣∣∣∣∣w ηi0
|gi1(ηi−τ) fi(τ,U(τ))|dτ+∣∣∣∣∣t2−α gi3(ηi)gi2(t)−gi2(ηi)gi3(t)

∆i

∣∣∣∣∣w 1

0
|gi1(1−τ) fi(τ,U(τ))|dτ ⩽

w 1

0

(
1
Γ(α)

+ e(1−λi)
) (

ki0+τ
α−2(ki1||u1||+ ki2||u2||+ · · ·+ kin||un||)

)
dτ+

li1
w ηi

0

(
1
Γ(α)

+ e(1−λi)
) (

ki0+τ
α−2(ki1||u1||+ ki2||u2||+ · · ·+ kin||un||)

)
dτ+

li2
w 1

0

(
1
Γ(α)

+ e(1−λi)
) (

ki0+τ
α−2(ki1||u1||+ ki2||u2||+ · · ·+ kin||un||)

)
dτ =(

1
Γ(α)

+ e(1−λi)
)(

ki0(1+ηili1+ li2)+
ki1

α−1
(1+ηili1+ li2)||u1||+ · · ·+

kin

α−1
(1+ηili1+ li2)||un||

)
=

γiθi

(
ki0+

ki1

α−1
||u1||+ · · ·+

kin

α−1
||un||

)
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因此

||ui|| ⩽ γiθi

(
ki0+

ki1

α−1
||u1||+ · · ·+

kin

α−1
||un||

)
（14）

由式（14）可得
||u1||+ ||u2||+ · · ·+ ||un|| ⩽

(γ1θ1k10+γ2θ2k20+ · · ·+γnθnkn0)+
1
α−1

(γ1θ1k11+γ2θ2k21+ · · ·+γnθnkn1)||u1||+ · · ·+
1
α−1

(γ1θ1k1n+γ2θ2k2n+ · · ·+γnθnknn)||un|| =
Φ0+max {Φ1,Φ2, · · · ,Φn}(||u1||+ · · ·+ ||un||)

所以，

||U||E = ||u1||+ · · ·+ ||un|| ⩽
Φ0

1−max {Φ1,Φ2, · · · ,Φn}
V

T

即证得集合 是有界集。因此，由引理 9可知，算

子 至少存在 1个不动点。所以，边值问题（1）至
少存在 1个解。

证毕。

接下来证明边值问题（1）解的唯一性，采用

Banach压缩映射原理。

为了证明的方便，引入一些记号：

ωi =
1
α−1

(γ1θ1N1i+γ2θ2N2i+ · · ·+γnθnNni) （15）

ξi =
γiθi
α−1

(Ni1+Ni2+ · · ·+Nin) （16）

fi : [0,1]×Rn→ R
∆i , 0 Ni j ⩾ 0 i, j = 1,2, · · · ,n
t ∈ [0,1],ui(t), νi(t) ∈ E

定理 2　令 是连续函数，设

，存在实数 ， , 对任意

，使得

| fi(t,u1, · · · ,un)− fi(t, ν1, · · · , νn)| ⩽
n∑

j=1

Ni j|u j− v j|

ω1+ω2+ · · ·+ωn < 1 ωi设 ，其中， 是由式（15）定义

的，则有：

U∗(t)a. 边值问题（1）在[0, 1]上有唯一解 ；

U0 ∈ Eb. 对任意初始点 ，令
U1 = TU0,U2 = TU1 =

T 2U0, · · · ,Um = TUm−1 = T mU0 （17）

U∗(t) = lim
m→∞

Um(t)边值问题（1）的解 , 有误差估计

||U∗−Um||E ⩽
(ω1+ω2+ · · ·+ωn)m

1− (ω1+ω2+ · · ·+ωn)
||U1−U0||E

sup
t∈(0,1]

| fi(t,0,0, · · · ,0)| = ρi证明　设 ，使得

r ⩾max
{

nγ1θ1ρ1

1−nξ1
,
nγ2θ2ρ2

1−nξ2
, · · · , nγnθnρn

1−nξn

}
T Br ⊂ Br Br = {U ∈ E : ||U ||E ⩽ r}

U(t) ∈ Br

先证 ，其中， 。

对任意 ，则有
|t2−αTi(u1(t), · · · ,un(t))| ⩽

w t

0
|gi1(t−τ)| (| fi(τ,u1(τ), · · · ,un(τ))− fi(τ,0, · · · ,0)|+ | fi(τ,0, · · · ,0)|)dτ+∣∣∣∣∣t2−α gi2(1)gi3(t)−gi3(1)gi2(t)

∆i

∣∣∣∣∣w ηi0
|gi1(ηi−τ) ( fi(τ,u1(τ), · · · ,un(τ))− fi(τ,0, · · · ,0)) |dτ+∣∣∣∣∣t2−α gi2(1)gi3(t)−gi3(1)gi2(t)

∆i

∣∣∣∣∣w ηi0
|gi1(ηi−τ) fi(τ,0, · · · ,0)|dτ+∣∣∣∣∣t2−α gi3(ηi)gi2(t)−gi2(ηi)gi3(t)

∆i

∣∣∣∣∣w 1

0
|gi1(1−τ) ( fi(τ,u1(τ), · · · ,un(τ))− fi(τ,0, · · · ,0)) |dτ+∣∣∣∣∣t2−α gi3(ηi)gi2(t)−gi2(ηi)gi3(t)

∆i

∣∣∣∣∣w 1

0
|gi1(1−τ) fi(τ,0, · · · ,0)|dτ ⩽ ρi

(
1
Γ(α)

+ e(1−λi)
)
(1+ηili1+ li2)+

w t

0

(
1
Γ(α)
+e(1−λi)

) n∑
j=1

Ni j|u j(τ)|

dτ+li1
w ηi

0

(
1
Γ(α)
+e(1−λi)

) n∑
j=1

Ni j|u j(τ)|

dτ+li2
w 1

0

(
1
Γ(α)
+e(1−λi)

) n∑
j=1

Ni j|u j(τ)|

dτ ⩽
ρi

(
1
Γ(α)

+ e(1−λi)
)
(1+ηili1+ li2)+

w 1

0

(
1
Γ(α)

+ e(1−λi)
)
τα−2

 n∑
j=1

Ni jτ
2−α|u j(τ)|

dτ+

li1
w ηi

0

(
1
Γ(α)

+ e(1−λi)
)
τα−2

 n∑
j=1

Ni jτ
2−α|u j(τ)|

dτ+ li2
w 1

0

(
1
Γ(α)

+ e(1−λi)
)
τα−2

 n∑
j=1

Ni jτ
2−α|u j(τ)|

dτ ⩽
ρi

(
1
Γ(α)

+ e(1−λi)
)
(1+ηili1+ li2)+

1
α−1

(
1
Γ(α)

+ e(1−λi)
) n∑

j=1

Ni j||u j||

+
ηili1
α−1

(
1
Γ(α)

+ e(1−λi)
) n∑

j=1

Ni j||u j||

+ li2
α−1

(
1
Γ(α)

+ e(1−λi)
) n∑

j=1

Ni j||u j||

 ⩽(
1
Γ(α)

+ e(1−λi)
)
(1+ηili1+ li2)

(
1
α−1

(Ni1+Ni2+ · · ·+Nin)r+ρi

)
= γiθi

(
1
α−1

(Ni1+Ni2+ · · ·+Nin)r+ρi

)
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因此,
||Ti(U)|| ⩽ γiθi

(
1
α−1

(Ni1+Ni2+ · · ·+Nin)r+ρi

)
⩽

r
n

即

||T (U)||E =
∣∣∣∣∣∣∣

n∑
i=1

Ti(U)

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽
n∑

i=1

γiθi

(
1
α−1

(Ni1+Ni2+ · · ·+Nin)r+ρi

)
⩽

r
n
+ · · ·+ r

n
= r

T Br ⊂ Br所以， 。

T t ∈ [0,1],接下来证明算子 是压缩的。对任意

U(t) = (u1(t), · · · ,un(t))T ∈ E,V(t) = (ν1(t), · · · , νn(t))T ∈E，

则有
|t2−αTi(U)(t)− t2−αTi(V)(t)| ⩽

w t

0
|gi1(t−τ) ( fi(τ,U(τ))− fi(τ,V(τ))) |dτ+∣∣∣∣∣t2−α gi2(1)gi3(t)−gi3(1)gi2(t)

∆i

∣∣∣∣∣w ηi0
|gi1(ηi−τ) ( fi(τ,U(τ))− fi(τ,V(τ))) |dτ+

∣∣∣∣∣t2−α gi3(ηi)gi2(t)−gi2(ηi)gi3(t)
∆i

∣∣∣∣∣w 1

0
|gi1(1−τ) ( fi(τ,U(τ))− fi(τ,V(τ))) |dτ ⩽

w 1

0

(
1
Γ(α)
+e(1−λi)

)
τα−2

 n∑
j=1

Ni jτ
2−α|u j−v j|

dτ+ li1
w ηi

0

(
1
Γ(α)
+e(1−λi)

)
τα−2

 n∑
j=1

Ni jτ
2−α|u j−v j|

dτ+

li2
w 1

0

(
1
Γ(α)

+ e(1−λi)
)
τα−2

 n∑
j=1

Ni jτ
2−α|u j− v j|

dτ ⩽

1
α−1

(
1
Γ(α)

+ e(1−λi)
)
(Ni1||u1− ν1||+Ni2||u2− ν2||+ · · ·+Nin||un− νn||)+

ηili1
α−1

(
1
Γ(α)

+ e(1−λi)
)
(Ni1||u1− ν1||+Ni2||u2− ν2||+ · · ·+Nin||un− νn||)+

li2
α−1

(
1
Γ(α)

+ e(1−λi)
)
(Ni1||u1− ν1||+Ni2||u2− ν2||+ · · ·+Nin||un− νn||) =

γiθi
α−1

(Ni1||u1− ν1||+Ni2||u2− ν2||+ · · ·+Nin||un− νn||)

t ∈ [0,1],U(t) = (u1(t), · · · ,un(t))T,V(t) = (ν1(t), · · · , νn(t))T ∈ E因此，对任意 ，则有

|t2−αTi(U)(t)− t2−αTi(V)(t)| ⩽ γiθi
α−1

(Ni1||u1− ν1||+Ni2||u2− ν2||+ · · ·+Nin||un− νn||) （18）

由式（18）可知，

||T (U)−T (V)||E ⩽
1
α−1

(γ1θ1N11+γ2θ2N21+ · · ·+γnθnNn1)||u1−u1||+ · · ·+

1
α−1

(γ1θ1N1n+γ2θ2N2n+ · · ·+γnθnNnn)||un− νn|| ⩽ (ω1+ · · ·+ωn)(||u1− ν1||+ · · ·+ ||un− νn||) （19）

ω1+ω2+· · ·+ωn<1 T

T

因为， ，所以，算子 是压缩算子。

由 Banach压缩映射定理可知，算子 有唯一的不动

t ∈ [0,1] U∗(t)点，所以，边值问题（1）在 上有唯一解 。

k > m对任意的 ，有
||Um−Uk ||E ⩽ ||Um−Um+1||E + ||Um+1−Um+2||E + · · ·+ ||Uk−1−Uk ||E =
||TUm−1−TUm||E + ||TUm−TUm+1||E + · · ·+ ||TUk−2−TUk−1||E ⩽(
(ω1+ω2+ · · ·+ωn)m+ (ω1+ω2+ · · ·+ωn)m+1+ · · ·+ (ω1+ω2+ · · ·+ωn)k−1

)
||U1−U0||E =

(ω1+ω2+ · · ·+ωn)m
(
1+ (ω1+ω2+ · · ·+ωn)+ · · ·+ (ω1+ω2+ · · ·+ωn)k−m−1

)
||U1−U0||E =

(ω1+ω2+ · · ·+ωn)m 1− (ω1+ω2+ · · ·+ωn)k−m

1− (ω1+ω2+ · · ·+ωn)
||U1−U0||E ⩽

(ω1+ω2+ · · ·+ωn)m

1− (ω1+ω2+ · · ·+ωn)
||U1−U0||E
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ω1+ω2+ · · ·+ωn < 1 {Um}
−
U(t) = lim

m→∞
Um(t)

又因为， ，得到迭代序列

收敛，所以，存在极限 。

由三角不等式和式（19）可得

||
−
U−T

−
U ||E ⩽ ||

−
U−Um||E + ||Um−T

−
U ||E ⩽

||
−
U−Um||E + (ω1+ω2+ · · ·+ωn)||Um−1−

−
U ||E

−
U(t) = lim

m→∞
Um m→∞因为， ，所以，当 时，

||
−
U−Um||E + (ω1+ω2+ · · ·+ωn)||Um−1−

−
U ||E → 0

||
−
U−T

−
U ||E=0

−
U=T

−
U

U∗
得到 ，即 。由定理 2可知，边

值问题（1）存在唯一解 ，所以，

U∗=
−
U

U0 ∈ E

U∗
迭代序列式（17）对任意的 都收敛到 T的

唯一不动点 ，且有误差估计

||U∗−Um||E ⩽
(ω1+ω2+ · · ·+ωn)m

1− (ω1+ω2+ · · ·+ωn)
||U1−U0||E

证毕。

4    例　题

为了说明所得结论具有较好的适用性，考虑

几个具体的问题。

例 1　考虑分数阶微分方程组边值问题

Dαu1(t)+0.99Dα−1u1(t) = f1(t,u1(t),v1(t)),
0 < t < 1

Dαu2(t)+0.98Dα−1u2(t) = f2(t,u1(t),v1(t)),
0 < t < 1

u1(η1) = u1(1) = 0
u2(η2) = u2(1) = 0

（20）

α=
3
2
λ1=0.99,λ2 = 0.98

η1=
1
2
,η2=

1
4

其中， ,  是（0, 1）上的 2个正实

数，取 。

通过计算。得到

∆1 ≈ −0.321 394 , 0, ∆2 ≈ −0.235 721 , 0
γ1 ≈ 2.138 429,γ2 ≈ 2.148 581
l11 ≈ 2.133 16, l12 ≈ 0.572 013
l21 ≈ 2.026 437, l22 ≈ 2.276 976
θ1 ≈ 4.093 02, θ2 ≈ 3.419 979

（21）

令

f1(t,u1,u2) =
t2

900

(
1+

1
789

u1+
1

596
sin u2

)
,

t ∈ [0,1],u1,u2 ∈ R

f2(t,u1,u2) =
t

999

(
2+

1
900

sin u1+
1

127
cos2 u2

)
,

t ∈ [0,1],u1,u2 ∈ R

即

| f1(t,u1,u2)| =
∣∣∣∣∣∣ t2

900

(
1+

1
789

u1+
1

596
sin u2

)∣∣∣∣∣∣ ⩽
1+

1
789
|u1|+

1
1 200

|u2|

| f2(t,u1,u2)| =
∣∣∣∣∣∣ t
999

(
2+

1
900

sin u1+
1

127
cos2 u2

)∣∣∣∣∣∣ ⩽
2+

1
900
|u1|+

1
137
|u2|

k11 =
1

789
, k12 =

1
1 200

, k21 =
1

900
, k22 =

1
137

并且,  。

所以，
1
α−1

(γ1θ1k11+γ1θ1k21) ≈ 0.041 636 9 < 1

1
α−1

(γ2θ2k12+γ2θ2k22) ≈ 0.140 376 < 1

因此，所有的条件都满足定理 1，所以，由定理

1可知，微分方程组（20）至少存在 1个解。

f1, f2
∆i, l1i, l2i,γi, θi(i = 1,2)

α=
3
2

例 2　在例 1的基础上，只改变函数 ，其

他的条件保持不变， 是式（20）

中的，其中， 。令

f1(t,u1,u2) = 1+
t2

790
u1+

1
960

arctan u2,

t ∈ [0,1],u1,u2 ∈ R

f2(t,u1,u2) = 2+
t

460
sin u1+

5
239

cos u2, t ∈ [0,1],

u1,u2 ∈ R （22）

即

| f1(t,u1,u2)− f1(t,v1,v2)| ⩽ 1
790
|u1− v1|+

1
960
|u2− ν2|

| f2(t,u1,u2)− f2(t,v1,v2)| ⩽ 1
460
|u1− v1|+

5
239
|u2− ν2|

N11 =
1

790
,N12 =

1
960
,N21 =

1
460
,N22 =

5
239

并且， 。

所以，
1
α−1

[(γ1θ1N11+γ2θ2N21)+

(γ1θ1N12+γ2θ2N22)] ≈ 0.379 794

f1, f2

所有的条件满足定理 2，因此，微分方程组（20）有
唯一解 ( 是式（21）中给定的)。

U0=(0,0)T U1=(0.041 565, 0.043 789)T对任意 ，则   ，

且有误差估计

||U∗−U200|| ⩽ 1.272 61×10−84||U1−U0||
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