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;
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;

3

/

'

/

3

/

;
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2B

设
3

/

;

$

'

/

;

&
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!

"

"

0

$则

3

/

;

'

/

;

C
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/
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'

/

0

C
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/
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/

;

'
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/
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/
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/
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;

C

3
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;

'

/

3

/

'
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;

C

0

'

/

3

/

;

0

!!

另一方面

3

/

;

'

/

;

C

03

/

0

'

/

0

C

03

/

!

'

3

/

3

'

/

'

3

/

3

'

/

"

'

/

;

0

C

03

/

!

3

'

/

'

3

/

"

'

/

'

/

;

0

C

03

/

!

3

'

/

'

3

/

"

'

/

0

C

03

/

'

/

!

'

/

;

3

/

;

"

3

/

'

/

0

C

03

/

'

/

03

/

'

/

03

/

'

/

0

C

!

03

/

'

/

0

"

!

C

!

03

/

'

/

0

"

"

C

03

/

'

/

0

所以$

3

/

;

'

/

;

]03

/

'

/

0]0

'

/

3

/

0%

类似地$

'

/

;

3

/

;

]0

'

/

3

/

0]

03

/

'

/

0%

故
'

/

;

3

/

;

]3

/

;

'

/

;

$即
0]5

!

"

"

0

是一个半格
%

类似于文献(

E

)$有引理
!%

引理
&

!

设
"

是
Q

/=

半群$则下面的条件是等

价的%

6B

!

0

3

$

'

&

]5

!

"

""

3

'

&

]Y3

6

!

"

"#

8B]5

!

"

"是
"

的一个序正则
Q

/=

子半群#

;B

若
]Y3

6

!

"

"是
"

的一个
Q

/=

子半群$则
3

$

";#



!

第
#

期 高振林$等%富足
Q

/0=

半群
!

O

成立
%

证明
!

因为$

]5

!

"

"

E

]5

!

"

"

E

]Y3

6

!

"

"$所

以$有
5

D

3

$

5

D

O

与
3

F

O

成立
%

"

!

满足序正则条件的富足
9

4()

半群

的总体结构

现用前面的结论来刻画满足序正则条件的富足

Q

/0=

半群
"

的总体结构
%

为此$假定
]5

是一个序

幂等元生成的序正则
Q

/0=

半群
%

由命题
F

的
3=*

知$

0]5

与
]50

是带$

0]50

是一个半格$记作

]5

;

%

设
"

为充足
Q

/=

半群$它的幂等元半格为

]5

;

$

"

上的格林
%

=

关系
!

%与
"

%是正则的
%

另一方面$若
"

是富足
Q

/0=

半群$满足序正

则条件$则由命题
F

的
O

与
*

知$

0

是
"

的一个正规

中间幂等元
%

因此$由文献(

!

$

<;

)可知$

"

与

_

C

_

!

]5

!

"

"$

0"0

"

C

,!

3

$

+

$

'

"

&

]5

!

"

"

0

U

0"0

U

0]5

!

"

"

3"K

D

$

'

!K

%

-

代数同构$其中$

_

上的乘法定义为

!

3

$

+

$

'

"!

6

$

*

$

$

"

C

!

3

!

+

'6

"

D

$

+

'6

*

$!

'6

*

"

%

$

"

!!

现根据以上的结论给出总体结构定理
%

定理
!

!

令
_

;

]_

;

!

]5

$

"

"表示集合

_

;

C

_

;

!

]5

$

"

"

C

,!

3

$

+

$

'

"

&

]50

U

"

U

0]5 3"+

D

$

'

!+

%

-

!!

在集合
_

;

上定义乘法

!

3

$

+

$

'

"!

6

$

*

$

$

"

C

!

3

!

+

'6

"

D

$

+

'6

*

$!

'6

*

"

%

$

"

则
_

;

]_

;

!

]5

$

"

"关于笛卡尔序构成一个
Q

/=

半

群$且满足条件%

6B0

/

]

!

0

$

0

$

0

"是
_

;

的最大元$

0

是
_

;

的

一个幂等元#

8B]5

!

_

;

"与
]5

序同构#

;B0

/

_

;

0

/

与
"

序同构#

.B_

;

上的格林
%

=

关系
!

%与
"

%是正则的
%

证明
!

首先证明
_

;

是
Q

/=

半群
%

显然$

_

;

是

半群
%

假定!

3

$

+

$

'

"$!

6

$

*

$

$

"$!

?

$

#

$

>

"

&

_

;

$并

且!

3

$

+

$

'

"

/

!

6

$

*

$

$

"$则
3

/

6

$

+

/

*

$

'

/

$

$所

以$

+

'

?#

/

*$?#!

由
"

上
!

%与
"

% 的正则性得$

!

+

'

?#

"

f

/

!

*$?#

"

f与!

+

'

?#

"

%

/

!

*$?#

"

%

$可推出

3

!

+

'

?

"

f

/

6

!

*$?

"

f 与!

'

?#

"

%

>

/

!

$?#

"

%

>

$

因此$

!

3

$

+

$

'
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?

$

#

$
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!
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!

+
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?

"

D

$

+

'
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'
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"

%

>

"

/
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!

6

!
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"
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$
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"

%

>

"
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!

6

$

*

$

$
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?

$

#

$

>

"
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类似地$有!

?

$

#

$

>
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3

$

+

$

'
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/

!

?

$

#

$

>

"!

6

$

*

$

$

"

!

故
_

;

是
Q

/=

半群
%

显然$

_

;

也是一个富足

Q

/0=

半群
%

现分别证明
3=6%

6B

证明略
%

8B

已知
]5

!

_

;

"

]

,!

3

$

+

$

'

"

&

_

;

J

+

&

]5

;

-

%

定义映射
.

%

]5

.

]5

!

_

;

"$

+

=

.

+

.

]

!

+0

$

0+0

$

0+

"

!

则
.

是代数同构映射$且
.

=<

%!

3

$

+

$

'

"

.

=<

]3+

'

!

显然$

.

与
.

=<是保序的
!

故
.

是
Q

/=

半

群的一个序同构映射
%

;B

由推论
B

'引理
"

'命题
?

和命题
F

知$

0

/

_

;

0

/

]

!

0

$

0

$

0

"

_

;

!

0

$

0

$

0
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+
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$

+

$

+

%

"

&

_
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-$映射
7

%

"

.

0

/

_

;

0

/

$

+

=

.

+

7

]

!

+

f

$

+

$

+

%

"是代数同构映射$且
7

=<

%!

+

f

$

+

$

+

%

"

7

=<

]

+%

显然$

7

=<是保序的
%

对于
7

$若
"

中
+

/

*

$则由

"

上
!
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"

%的正则性$有
+

f

/

*

f与
+

%

/

*

%

$所
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$

+

$

+

%

"

/

!

*

f

$

*

$

*

%

"

]*

7

$则
7

也

是保序的
%

故
7

是
Q

/=

半群的一个序同构映射
%

.B

假设!

3

$

+

$

'

"$!

6

$

*

$

$

"

&
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_

;

"$则

3

!

3

$

+
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'

"
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!

3
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+

D
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+

D
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3

!

6

$

*
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+
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*
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%
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若!
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$

+

$

'

"

/

!

6

$

*

$

$

"$则
3

/

6

$

+

/

*

$

'

/

$

$由
"

上
!

%与
"

%的正则性可推出
3

/

6

$

+

f

/

*

f

$

+

%

/

*

%

$

'

/

$%

故
3

!

3

$

+

$

'

"

/

3

!

6

$

*

$

$

"

且
'

!

3

$

+

$

'

"

/

'

!

6

$

*

$

$

"

$

即
_

;

上的格林
%

=

关系
!

%与
"

%是正则的
%

现证明满足序正则条件并且格林
%

=

关系是正

则的任何富足
Q

/0=

半群都可以用这种方法构造
%

定理
(

!

设
"

是富足
Q

/0=

半群$满足序正则

条件$

"

上的格林
%

=

关系
!

%与
"

%是正则的
%

则

映射

.

%

.

_

;

!

]5

!

"

"$

0"0

"$定义为
+

.C

!

3

+

$

0+0

$

'

+

"

是一个序同构映射$即
"

与
_

;

!

]5

!

"

"$

0"0

"序

同构
%

证明
!

只需验证
.

是同构映射$且
.

是保序

的$这里略去这些验证
%

#

!

序拟充足
9

4()

半群

称富足
Q

/0=

半群
"

是序拟充足的$如果

5

!

"

"构成一个序交换
Q
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半群$即!

0

3

$

'

&

5

!

"
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I

.

&

"

<

"

3

'

/

'

.3

$

3

'

&

5

!

"

"$且
5

!

"

"有最

大元
0%

引理
)

!

序拟充足
Q

/0=

半群满足序正则

条件
%

证明
!

设
"

是序拟充足
Q

/0=

半群
%

对
+

$

*

&
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!

"

"

%

设
"

是序拟充足
Q

/0=

半群$则最大元
0

一定

是正规中间的
%

这种情形下这类半群的构造在上部

分已经确定
%

然而$这种构造对这类半群可以得到一

系列的简化
%

现描述序拟充足
Q

/0=

半群的结构
%

设
5

是一个序交换!

Q

/0=

"带
%

则由命题
F

知$

0

是正规中间的
%

令
5

;

]050

$

050

是一个半格
%

则
5

与
_

!

5

$

5

;

"代数同构$其中

_

!

5

$

5
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"
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$

+
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%
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$
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若规定

!

3

$

0

$

'

"

/

!

6

$

4

$

$
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3

/
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/
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$
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/
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则
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5

$
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"是一个!

Q
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"带$并且映射
.

%

5

.

_

!

5

$
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"$定义为
+

.

]
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+0

$

0+0

$

0+

"是从
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到
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$
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;

$
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;

S

0

是矩形

!

Q

/0=

"带
S

0

的一个半格
%

事实上$

_

是矩形

!
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"带
S

0

!
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5

;

"的一个强半格
%

对
0

$
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$给出结构映射
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$
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$
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$
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$
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$
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$
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$
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任意!
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$
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$

$

"
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4

%

易见$每一个矩形带
S

0

有一个

极大元!
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"$并且

!
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$
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$

4

$

$
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.

4

$

0

将这些结果归结为定理
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定理
&

!

设
5

是一个序交换!

Q

/0=

"带$

5

;

]

050%

则
5]"

!

5

;

$

S

0

$

.

4

$

0

"是矩形!

Q

/0=

"带
S

0

的一个强半格$并且满足条件%

6B5

;有最大元#

8B

每一个
S

0

有最大元#
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;

$

0/4

"$

4.
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$
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&
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4
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K

/

4
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$

K

/

4

.

4

$

0

%

特别地$有定理
B

成立
%

定理
)

!

设
V

是一个序交换!

Q

/0=

"带$

0

是

它的一个右单位元$

5

;

]0V%

则
V]V

!

5

;

$

V

0

$

.

4

$

0

"是左零!

Q

/0=

"半群
V

0

的一个强半格$并且

满足条件%

6B5

;有最大元#

8B

每一个
V

0

有最大元$它也是
V

0

的一个右

单位元#
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0

#
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!

0
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0

$
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&

V

4
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K

/

4

F0/4

$

K

/

4

.

4

$

0

%

现假定
5

是一个序交换!

Q

/0=

"带$

5

;

]

050%

设
"

是充足
Q

/0=

半群$其幂等元子半群为

5

;

$

"

上的格林
%

=

关系
!

%与
"

%是正则的
%

则有

定理
#

成立
%

定理
'

!

设
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现给定
4

&

"

$对

任意
/

&

V

4

f

$有
/

%

K

]

!

K0/

"

f

]

!

K

4

f

"

f

]

!

K

4

"

f

$所以$

%

K

满足条件!

X

"

%

假定
.

%

"

.

R

!

V

$

5

;

"是一个反单同态$使得
.

K

也满足条件!

X

"$则对

任意
/

&

V

4

f

$有
/

.

K

]

!

K

4

"

f

]/

%

K

%

故
%

]

.

$唯一

性得证
%

因为
%

是单映射$设
K

$

4

&

"%

则对任意
/

&

V

K

f

$有
/

%

4

%

K

]

!!

4

0/

"

f

"

%

K

]

!

K0

!

4

0/

"

f

"

f

]

!

K

4

0/

"

f

]/

%

K

4

%

所以$

%

K

4

]

%

4

+

%

K

$即
%

是一个反单
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/
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+
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