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进一步根据相图中解轨
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最后%根据齐次化原理的思

想建立了反映所求衰减振荡近似解和精确解间关系的积分方程%从而得到了所求衰减振荡近似解
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+

,

-

;

!
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"

其解为

D

"

#

:

P

!

Y

"

^

槡!"

/

"

8

"

#

:

P

!

Y

"

5

槡!"

/

+

,

-

"

!

""

"

!!

显然#式!

>

"有不满足
<:/

"

'

8

'

;

或
;

'

D

'

e

f

的实解式!

""

"

$

因此#由文献+

N

,中定理
=

及其

附注知#系统!

L

"在!

/

#

#

"平面上不存在闭轨线和具

有有限个奇点的奇异闭轨线
$

进而#由方程!

"

"与系

统!

L

"间的关系#可知方程!

"

"在
%

&

;

的情况下不

存在周期行波解和钟状孤波解
$

由命题
"

和系统!

L

"奇点的性质#可得系统!

L

"

在
%

&

;

情况下的全局相图#如图
:

和图
!

所示
$

图
(

!

系统"

#

#在
(

&

"

)

"&

"

情形下的全局相图

)/

9

G(

!

U4*1-4

5

I-72

5

*+.+-/.*67

=

7.2,

"

#

#

/0

8*72*6(

&

"

)

"&

"

图
&

!

系统"

#

#在
(

&

"

)

"'

"

情形下的全面相图

)/

9

G&

!

U4*;-4

5

I-72

5

*+.+-/.*67

=

7.2,

"

#

#

/08-72*6(

&

"

)

"'

"

!!

由全局相图
"

"

!

#可得下面命题成立
$

命题
)

!

设
7

:

e:

6

&

;$

"!

当
%b;

时#除去奇点
@

"

#

@

:

及轨线
$

!

@

:

#

@

:

"外#系统!

L

"的非周期轨线都是无界的#且

这些轨线上点的
/

#

#

坐标值也均是无界的
$

#!

当
%

&

;

时#除去奇点
@

"

#

@

:

及轨线
$

!

@

"

#

@

:

"外#系统!

L

"的其他轨线都是无界的#且这

些轨线上点的
/

#

#

坐标值也均是无界的
$

证明
!

"!

当
7

:

e:

6

&

;

#

%b;

时#除去奇点

@

"

#

@

:

及轨线
$

!

@

:

#

@

:

"外#系统!

L

"的所有非周

期轨线都是无界的#它们在
1"1"f

时或趋于
9

"

或

趋于
9

:

$

因此#这些非周期轨线上点的
#

坐标值一

定是无界的
$

现用反证法证明这些非周期轨线上点的
/

坐

标值也是无界的
$

假设这些非周期轨线上点的
/

坐

标值都是有界的
$

一方面#由于轨线上任意点处的

切线斜率满足

5

#

5/

PY

"

:&

#

!

/

:

Y

7

:

Y

:

6

"

故当
#

"f

时#有
5

#

5/

"

;$

另一方面#由微分中值定

理可以断定当
#

"f

时#

5

#

5/

不可能保持有界
$

这个

矛盾表明这些非周期轨线上点的
/

坐标值都是无

界的
$

#!

命题
:

的
H

可类似证明
$

记号
$

!

@

#

[

"表示一条轨线#其
#

极限点是
@

#

&

极限点是
[

$

命题
*

!

设
7

:

e:

6

&

;$

"!

当
%b;

时#系统!

L

"存在一条同宿轨
$

!

@

:

#

@

:

"和无穷多条闭轨线!图
"

"

$

#!

当
%

&

;

时#系统!

L

"只存在一条异宿轨

$

!

@

"

#

@

:

"!图
:

和图
!

"

$

因系统!

L

"的有界轨线对应方程!

"

"的有界行波

解#故可得定理
"$

定理
(

!

设波速
7

和积分常数
6

满足
7

:

e:

6

&

;$

"!

当
%b;

时#方程!

"

"存在一个钟状孤波解

!对应图
"

中同宿轨
$

!

@

:

#

@

:

""和无穷多个周期行

波解
$

#!

当
%

&

;

时#方程!

"

"只存在一个有界行波解

!对应图
:

和图
!

中异宿轨
$

!

@

"

#

@

:

""

$

该有界行

波解可表现为振荡行波解或其他形式的解
$

!!
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方程"

!

#振荡行波解的衰减性及其

近似解

由前面的定性分析可知#方程!

"

"在
7

:

e:

6

&

;

时存在有界行波解
$

这一结论与文献+

"

,通过运用数

值分析方法得到的结论一致
$

此外#文献+

"

,指出在

耗散占优的情况下#即
%

(

: & 7

:

e:槡槡
6

7

:

e:槡
6

时#方程

!

"

"存在拟单调行波解(在色散占优的情况下#即
;

'

%

'

: & 7

:

e:槡槡
6

7

:

e:槡
6

时#方程!

"

"存在振荡行波解
$

本文将首先证明方程!

"

"对应图
!

中焦
@

鞍轨线

$

!

@

"

#

@

:

"的振荡行波解具有衰减性#更重要的是

要给出这种衰减振荡解的近似解
$

#!!

!

方程"

!

#振荡解的衰减性

定理
"

!

设波速
7

和积分常数
6

满足
7

:

e:

6

&

;$

当
;

'

%

'

: & 7

:

e:槡槡
6

7

:

e:槡
6

时#方程!

"

"对应图
!

中

的焦
@

鞍轨线
$

!

@

"

#

@

:

"的振荡行波解
8

!

"

"在
"

h

"

处

取最大值
$

该解在
"

h

"

的右侧具有单调递减性#在
"

h

"

的左侧具有衰减性#即在
"

轴上存在无穷可数个极

大值点
"

h

5

!

5b"

#

:

#1#

e

f

"和极小值点
"

i

5

!

5b"

#

:

#

1#

e

f

"#使得

Yf

'

1

'

"

i

2

'

"

h

2

'

1

'

"

i

"

'

"

h

"

'

Xf

7'A

2

"

f

"

h

2

P

7'A

2

"

f

"

i

2

PYf

+

,

-

!

":

"

8

!

Xf

"

'

8

!

"

i

"

"

'

1

'

8

!

"

h

2

"

'

1

'

!!

8

!

Yf

"

'

1

'

8

!

"

h

2

"

'

1

'

8

!

"

h

"

"

7'A

2

"

f

8

!

"

h

2

"

P

7'A

2

"

f

8

!

"

i

2

"

P

8

!

Yf

+

,

-

"

!

"!

"

7'A

2

"

f

!

"

h

2

Y"

h

2

X

"

"

P

7'A

2

"

f

!

"

i

2

Y"

i

2

X

"

"

P !!

D

$

&

D& 7

:

X

:槡
6

Y

%

:

!

7

:

X

:

6

槡 "

!

"D

"

!!

证明
!

因方程!

"

"的有界行波解与方程!

N

"的有

界解间存在关系
8

-

!

"

"

b8

!

"

"

<7

#故可以通过讨论

方程!

N

"有界解的性质来得到方程!

"

"有界行波解的

性质
$

由平面动力系统理论知#

@

"

和
@

:

分别为不稳

定焦点和鞍点#且当
""

<

f

时#轨线
$

!

@

"

#

@

:

"将

螺旋地趋于
@

"

$

轨线
$

!

@

"

#

@

:

"在
@

"

的右侧与
/

轴的交点对应于
8

-

!

"

"的极大值点#在
@

"

的左侧与

/

轴的交点对应于
8

-

!

"

"的极小值点
$

因此#式!

":

"

和式!

"!

"成立
$

当轨线
$

!

@

"

#

@

:

"充分接近
@

"

时#其性质趋于

系统!

L

"在
@

"

的线性近似解的性质#绕
@

"

旋转的

频率趋于
D& 7

:

e:槡
6

<%

:

!

7

:

e:

6

槡 "

D

$

&

$

因此#式

!

"D

"成立
$

因行波解
8

!

"

"在
"

轴上做平行移动不改变波

的形状和速度#不失一般性#设
"

h

"

b;

#于是定理
:

中所描述的振荡波可由图
D

表示
$

将这种具有衰减

性质的振荡解称为衰减振荡解
$

图
L

!

在
(

&

"

)

"'

"

情形下方程"

!

#解的相图

)/

9

GL

!

MI-72

5

*+.+-/.*67*4A./*0*62

S

A-./*0

"

!

#

/08*72*6(

&

"

)

"'

"

#!"

!

方程"

!

#衰减振荡解的近似解

由平面动力系统中的旋转向量场理论知#图
!

中的焦
<

鞍轨线
$

!

@

"

#

@

:

"是在耗散项
%

!

8

)

e

88

/

"

/

的作用下!即耗散系数
%

满足
;

'

%

'

: & 7

:

e:槡槡
6

7

:

e:槡
6

时"由图
"

中的同宿轨
$

!

@

:

#

@

:

"破

裂产生的
$

当
%b;

时#方程!

"

"化为
W58

方程

8

)

X

88

/

X

&8

///

P

;

!

"=

"

!!

众所周知#方程!

"=

"存在如下形式的钟状孤

波解+

L

#

P

,

8

!

"

"

P

! 7

:

X

:槡
6

+)41

!

:

"

:

7

:

X

:槡
6

槡 &

/

!

"Y"

;

"

"

X

7

Y

7

:

X

:槡
6

!

"N

"

式中#

"

;

为任意实数
$

易证该钟状孤波解对应图
"

中同宿轨
$

!

@

:

#

@

:

"

$

因此#图
!

中焦
@

鞍轨线
$

!

@

"

#

@

:

"所对应的衰

D!
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方程衰减振荡解的近似解及其误差估计
!

减振荡解的非振荡部分可用式!

"N

"表示#即

8

6

!

"

"

P

! 7

:

X

:槡
6

+)41

!

:

"

:

7

:

X

:槡
6

槡 &

/

!!

!

"Y"

;

"

"

X

7

Y

7

:

X

:槡
6

#

!"

0

+

"

;

#

Xf

"!

"L

"

!!

而衰减振荡解的振荡部分可用

8

!

"

"

P

)

#

!

"

Y

"

;

+

"

9

"

4.+

!

;

!

"Y"

;

""

Y

9

:

+'&

!

;

!

"Y

"

;

,
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X

+

#

!"

0

!

Yf

#

"

;

" !

"P

"

近似表示#其中#

9

"

#

9

:

#

;

#

+

#

#

待定
$

之所以选式!

"P

"形式的解#是因为该解既具有

衰减性也具有振荡性#其中#

)

#

!

"

<

"

;

"具有衰减性#

9

"

4.+

!

;

!

"

<

"

;

""

<9

:

+'&

!

;

!

"

<

"

;

""具有振

荡性
$

将式!

"P

"代入方程!

=

"#略去含
)

:

#

!

"

<

"

;

"的项#

可得

;

:

P
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!

+

Y

7

"

Y

%

:

!

+

Y

7

"

:
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:
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+

Y

7

"
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+

:
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:
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-

;

!
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"

!!

为了构造整个衰减振荡解的近似解#式!

"L

"和

式!

"P

"还需要满足对接条件
$

由于行波解的波形不

随平移而改变#故可选取
"

;

b;

作为对接点
$

对接

条件取为

5

5

5

"

5

8

!

;

"

P

5

5

5

"

5

8

6

!

;
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5

P

;

#

"

即
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"
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+

P

8
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!

;
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9

"
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:

;

P
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!
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"
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当
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<

f

时#式!
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N

"

b7e 7

:

e:槡
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"
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;

:
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:
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Y
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:
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:
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:
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"
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:
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"
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因无论
;

取正值还是负值#

9

"

4.+

!

;

"

"

<

9

:

+'&

!

;

"

"的值都相同#故不失一般性#始终假设

;

&

;$

进而#由式!
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"得

9

"

P

7

:

X
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!
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和
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:

P

%

!

7

:
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:
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"
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:
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6
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:
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:
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:

6

槡 "
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综上#可得定理
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定理
#

!

若
;

'

%

'

: & 7

:

e:槡槡
6

7

:

e:槡
6

#波速
7

和

积分常数
6

满足
7

:

e:

6

&

;

#则方程!

"

"有对应图
!

中焦
@

鞍轨线
$

!

@

"

#

@

:

"的衰减振荡解#其近似解为

8

!

"

"
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:

X
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+)41

:

"

:
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:

X

:槡
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"
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+
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#
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:
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"给出
$

取
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#
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#

6
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#
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#利用软件
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#即可画出式!
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"的波形如图
=

所示
$

图
'
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在
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)
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情形下方程"
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#近似解的相图
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方程"
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#衰减振荡近似解的误差

估计

研究图
!

中焦
@

鞍轨线
$

!

@

"

#

@

:

"对应的衰减

振荡解的精确解与上面所求近似解间的误差估计
$

对方程!

=

"先作变换
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"
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=
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