
上海理工大学学报
!

第
!!

卷
!

第
"

期
#$%&'()*+',

-

./012&

3

12'/.*04')&4)2&56)41&.7.

3-

8.7$!!

!

9.$"

!

:;<<

!

!!

文章编号!

!""#$%#&'

"

("!!

#

"'$")B'$")

!

收稿日期!

:;<;=;?=:<

!

作者简介!陈
!

萍!

<?H@=

"#女#硕士研究生
$

研究方向$组合优化
$ABC2'7

$

41)&

J

'&

3

@?<

!

<:@$4.C

何常香!联系人"#女#讲师
$

研究方向$组合优化
$ABC2'7

$

412&

3

L'2&

3

1)

!

1.,C2'7$4.C

控制数固定树的邻接谱半径

陈
!

萍!

!

何常香
!上海理工大学 理学院#上海

!

:;;;?!

"

摘要!研究定义在
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'中的树!借助夺邻"嫁接等移边定理!通过构造一种新的

移边运算
W
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中前两大谱半径!并证明了
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'是达到前两大谱

半径的图
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仅考虑简单连通图#设
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a

#

G

"是一个以
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B

:

#0#

B

&

7为顶点的集合#

G

为边集合的

简单连通图
$̀

的邻接矩阵
#
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"为一个
&r&

矩

阵#设
#
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"#其中当
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与
B
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相邻时#

.

$
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当
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与
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%

不相邻时#
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$
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的特征多项式定义

为
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#
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f5),
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$

""#简记为
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!

`

"
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由于

`

是一个简单图#

T
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`

"是一个实对称!
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#
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矩

阵#其所有特征值都为实数
$

不失一般性#可以假设

#
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#
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`

"
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#
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且称
#

S

!

`

"为
`

的第
S

大特征值
$

特别地#

#
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`

"

称为
`

的谱半径#记为
#

!

`

"

$

令
L

$

fL

!

B

$

"表示
`

中点
B

$

的度数#

=

&

表示

有
&

个点的路#

`

中度数为
<

的点叫悬挂点
$

悬挂

路是指内部顶点度数为
:

#端点度数为
<

的路
$

对

于图
`f

!

a

#

G

"#用
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`

!
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"或
H
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"来表示
`

中

与
,

相邻的点的集合
$

称
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为
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的一个控制

集#若
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#其中
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控制数是指
`

中所有控制集的最小基数#用
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表示
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没有孤立点#则
$

!

`

"

5

&

/

:$

恰有
$

个点 的 控 制 集 叫 做
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"表示阶数为
&

#控制数为
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的树的集合
$

文献+

<

,曾提出#在给定的一类图的集合
`

中#

寻找谱半径的上界与下界#并刻画达到了上界或下
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界的图
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此问题提出后#掀起了对特殊图类的谱半径

的研究的热潮
$

比如树#文献+

:

,研究了悬挂点数固

定的树的谱半径#所有阶数为
&

#有
S

个悬挂点的

树中#

M

&

#

S

是唯一具有最大谱的树#其中
M

&

#

S

是在

星图
@

<

#

S

的每个悬挂点处引出一条长度几乎相等的

悬挂路所得的图
!

文献+

!

,研究了割点数固定的树的

谱半径#证明了在所有阶数为
&

#有
S

条割边的连

通图中#

@

S

&

是唯一具有最大谱的图
!

其中
@

S

&

是在

完全图
@

&=S

的某个顶点上引出
S

条悬挂边而得到

的图#文献+
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,研究了割边数固定的图的谱半径#证

明了在所有阶数
&

#有
S

条割边的连通图中#

@

S

&

是

唯一具有最大谱的图#其中
@

S

&

是在完全图
@

&=S

的

某个顶点上引出
S

条悬挂边而得到的图
!

更多关于

树的谱半径的研究见文献+
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笔者主要研究在

控制数固定的条件下树的谱半径问题#并得到如下
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引理
!
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&

的连通二部图
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#
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点处加两条长

度分别为
S

%
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的悬挂路所得到的图
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!

设
B

为图
`

的一个悬挂点#

,

是
B

的邻点#则
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$

引理
$
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!

设
`

是一连通图#

!̀

是
`

的连通真

子图
$

则对任意
O

,#

!

`

"有
0

!

!̀

#

O

"

*0

!

`

#
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"
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记
$

!

`

"为
`

的最大度
$

由引理
>

#有
#

!

`

"

,

#

!

@

<

#

$

!

`

"

;
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$

!

`

"
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"
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$

!

`槡 "

$

"

!

定理
!

的证明

首先#给出如下两个图的控制数的关系$

引理
%

!

设
`

是一个连通图#

,

2

a

!

`

"#

?

是

由
`

通过
,

点加一条悬挂路
,,

<

,

:

,

!

得到的图#

J

是由
`

通过
,

点加一条悬挂边
,,

<

和一条悬挂

路
,,

:

,

!

得到的图!见图
:

"

$

则

$

!
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V$

!

`

"
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<

$

!
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"
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图
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和
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证明
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设
$

!

`

"

f

$

#

$

!

?

"

f

$

!

#

N

是
`

的一个

$

=3#-$

不难看出#

N

;

6

,

:

7是
?

的一个控制集#于

是
$

!

5$

p<$

由于
,

!

是一个悬挂点#

?

中一定存在

一个包含
,

:

的
$

!=3#-

#记为
N!

#于是
N!

=

6

,

:

7是

`

的一个控制集#则有
$

!=<

,$

$

综上#

$

!f

$

p<$

#"

不难看出#

J

中任意
$

个顶点都不能控制

J

#因此
$

!

J

"

,$

!

`

"

p<f

$

!

?

"

$

为了方便起见#把图
`

中度数不小于
!

的点

的个数用
4

!

`

"来表示
$

设
,

是
M

中度数不小于

!

的点#

,,

<

0

,

!/p$

!

/

,

;

#

;

5

$

5

:

"是
M

的一条

悬挂路
$

如果
M!

是将
M

中悬挂路
,,

<

0

,

!/p$

用

/

条
=

!

#

/

条悬挂边和一条悬挂路
=

$p<

代替得到

的新图#就说
M!

是由
M

经
W

J

)*2,'.&\

得到的!见

图
!

"

$

@H>
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为了说明
$

!

M

"和
$

!

M!

"的大小关系#设
?f

M=,

$p<

=

0

=,

$p!/

#不难看出
M

是由
?

通过在

,

$

点加一条长为
!/

的悬挂路
=

!/p<

所得的图
$

若记

M)

是由
?

经
,

点加
/

条悬挂路
=

>

所得的图
$

根据引

理
"

#

$

!

M

"

f

$

!

M)

"

f

$

!

?

"

p/

且
$

!
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"

,

$

!
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"

$

于是有
$

!
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"
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!

M

"

$

图
&
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到
5!

#
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综上及引理
<

#得到以下结论$

引理
&

!

如果
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是由树
M

经
W

J

)*2,'.&\

得到

的树#则

$

!
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$
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M

"
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M

"
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!
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#
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定义
!

!

设
,

#

B

是树
M

度数不小于
!

的顶点
$
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#其中
-f5
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"是分

别从
,

#

B

发出的两条悬挂路#且按以下规则对邻点

排序$

!"

包含
,

$p<

的悬挂路的长度大于等于包含
,

$

的悬挂路的长度#

$f<

#0#

3=<

&

#"

包含
B

%

p<

的悬挂路的长度大于等于包含
B

%

的悬挂路的长度#

%

f<

#0#
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定义
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<
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<

X

0

X
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<
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<
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<
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引理
(

!

设
M

2/

&

#

$

#

M

2/

&

#

$

B

是
M

中度数不

小于
!

的顶点#

=

是从
,

到
B

的路
$

若从
,

%

B

出发

的除
=

外的其它所有路都是长不超过
:

的悬挂

路#则
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$

!

M

,

!
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$

!

M

B
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!
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V

4

!

M
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#

!

M

,

!

<
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#

!

M

B

!

<

""7
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#

!

M

"
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证明

!"

先证
$

!

M

,

!

<

""

,$

$

设
3

%

-

分别为
M

中从

,

出发的长为
<

#

:

的悬挂路的条数#

3!

%

-!

分别为从

B

出发的长为
<

#

:

的悬挂路的条数
$

分别证明$

情形
!

!

-f;

由于
,

是
M

中度数不小于
!

的顶点#故有
3

,

:

#

此时
,

属于
M

的任一
$

=3#-$

因此
$

!

M

,

!

<

""

,$

&

情形
"

!

-

9

;

若
3!

,

:

时#

,

从
B

处所夺边包含有悬挂边#所

以
$

!

M

,

!

<

""

,$

$

当
3!

5

<

时#则
-!

,

<

#

,

从
B

处

所夺边都是长为
:

的悬挂路#此时
$

!

M

,

!

<

""

f

$

$

综上有#

$

!

M

,

!

<

""

,$

$

同理可证#

$

!

M

B

!

<

""

,$

$

#"

从定义
<

#容易得出
4

!

M

,

!

<
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f4

!

M

B

!

<
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!

M

"
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&
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由引理
:

#有
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#

!

M

,

!

<

""#

#

!

M

B

!

<
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*

#

!

M

"

$

引理
)

!

设
M

2/

&

#

$

#如果
4

!

M

"

,

!

#则一定存

在一棵树
M!

满足

$

!

M!

"

,

$

!

M

"

4

!

M!

"

V

4

!

M

"

W

<

#
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