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摘要：引进弱拟充足半群的概念，这是介于富足半群类与充足半群类之间的一类半群．讨论无零元且

有乘充足断面的弱拟充足半群的性质，得到有乘充足断面的富足半群是弱拟充足半群的等价条件．
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１　乘充足断面的定义

半群犛上的格林 关系犔和犚定义为：

犪．犔犫 当且仅当狓，狔∈犛，犪狓＝犪狔犫狓

＝犫狔；

犫．犚犫 当且仅当狓，狔∈犛，狓犪＝狔犪狓犫

＝狔犫．

易知，犔犔，犚犚且犔 犚犲犵（犛）
＝犔，犚

犚犲犵（犛）

＝犚
［１］．

在半群犛中，每个犔 类和每个犚 类至少含

有一个幂等元，则称犛是富足的；若富足半群犛中

的幂等元集犈（犛）形成半格，则称犛是充足的，这时

对犪∈犛， 犪＋∈犈（犛），有犪＋∈犔犪，且 犪

∈犈（犛），使得犪∈犚
犪；若富足半群犛的每个犎

类有且仅有一个幂等元，则称犛是超富足的，这里

犎＝犔∧犚；若富足半群犛的幂等元集形成子带，

则称犛是拟充足的．

设犛是富足半群，它的幂等元集为犈（犛），犜

是犛的富足子半群．若对犜中所有的犪，犲∈犜∩

犈（犛），使得犪犔犲（犪犚犲），则称犜为犛的左（右）

 子半群．如果犜既是左 子半群，又是右 子
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半群，那么，称犜为犛的 子半群．

富足半群犛的充足 子半群犛
０ 称为充足断

面，若对于狓∈犛， 狓０∈犛０，犲，犳∈犈（犛），使得

狓＝犲狓０犳，其中，犲犔狓
０＋，犳犚狓

０ （狓０＋，狓０ ∈

犈（犛））．则满足条件的幂等元犲，犳 是由狓 和

犲犚狓犔犳唯一确定
［１］．用犲狓表示犲，用犳狓 表示犳，如

果对狓，狔∈犛，犳狓犲狔∈犈（犛
０），（犳狓犲狔）

０
∈犈（犛０），

则称充足断面犛０为乘的（弱乘的）．

由文献［２］可知，充足半群不一定是它自身的充

足断面．假如充足半群犜 是它自身的充足断面，那

么，犜称为断面充足半群．

许多学者关注一个重要的广义正则半群类———

富足半群类，并且也研究出带有不同充足断面的富

足半群．

本文引进弱拟充足半群类，给出其基本概念，讨

论其基本性质．同时证明出无零元且有乘充足断面

的富足半群是弱拟充足的充分必要条件，以此来研

究无零元且有乘充足断面的弱拟充足半群．

２　有充足断面的富足半群的性质

本文明确必要的记号，给出需要的结论．详见文

献［１－５］

设犛为富足半群，犛０是犛的一个充足断面，定

义集合

犐＝｛犲狓 狓∈犛｝，　Λ＝｛犳狓 狓∈犛｝

显然，犐和Λ的定义是对偶的．因此，对于犐的任何

结论，都有Λ的相应结论．现只讨论集合犐．由文献

［１－３，５］知引理１．

引理１　设犛为有充足断面犛０的富足半群，则

犪．犐＝｛犲∈犈（犛）｜犲＝犲犲０｝；

犫．狓∈犛，狓＝狓００，犲狓０＝犳
０
狓＝狓

０，犳狓０＝犲
０
狓

＝狓０＋；

犮．狓，狔∈犛，（狓
０
狔
０＋）＋＝（狓０狔

０）＋，（狓０狔
０）

＝（狓０狔
０）；

犱．如果犛０是乘的，有

（犪）犲∈犈（犛），有犲０∈犈（犛０）且犐是有乘逆

断面犈（犛０）的左正规带；

（犫）狓，狔∈犛，有（狓狔）
０＝狓０犳狓犲狔狔

０，犲狓狔＝

犲狓（狓狔）
０＋，犳狓狔＝（狓狔）

０
犳狔；

（犮）狓，狔∈犛，有（狓狔）
０＝狓０狔

０ 当且仅当犛

是拟充足；

（犱）若犛 是正则的，那么，犛０ 是犛 的乘逆

断面；

（犲）犛满足正则条件；

（犳）犛同构于犠，犛０同构于犜，犠，犜定义为

犠 ＝｛（犲，犪，犳）∈犐×犛
０
×∧ 犲φ＝

犪＋，犳ψ＝犪｝　　　　　　 （１）

（犲，犪，犳）（犵，犫，犺）＝（犲（犪（犳犵）犫）＋，

犪（犳犵）犫，（犪（犳犵）犫）犺） （２）

其中，狓＝犪（犳犵）犫∈犛
０，犜＝｛（犪＋，犪，犪）｜犪

∈犛
０｝，定义映射φ，ψ，

φ：犐→犈（犛
０），　φ 犈（犛

０）＝犻犱犈（犛０）

ψ：Λ犈（犛０），　ψ 犈（犛
０）＝犻犱犈（犛０）

：Λ×犐→犈（犛
０），　犳

０
犲＝犳犲

０
＝犳

０犲０

犪，犫∈犈（犛
０），犪（犳犲）犫＝（犪犳）（犲犫）

３　弱拟充足半群

由文献［６］知，半群同态映射φ：犛→犜称为

同态映射，若对于

犪，犫∈犛，犪犔（犛）犫犪φ犔（犜）犫φ，且

犪犚（犛）犫犪φ犚（犜）犫φ　　　

　　定义１　没有零元的富足半群犛称为弱拟充足

半群，如果存在断面充足半群犜 和一个满 同态

映射φ：犛→犜，使得对λ∈犈（犜），λφ－１是犛的完

全单子半群．

在上述定义中，若犛是正则的，那么，犛称为拟

纯正的；如果犜满足条件

α，β∈犜，若犲α＝犲β，犳α＝犳β，则α＝β

那么，犛称为自然富足半群；如果犜 是半格，那么，

犛称为完全富足半群．

如果犛有零元，那么，定义１中的完全单概念

则意味着完全０ 单．

若犛为拟充足（或拟纯正）半群，则由文献［７］

中的命题１．７和１．８可知，存在自然－同态映射：

φ：犛→犜＝犛／σ，其中，犜是断面充足半群，使得对

λ∈犈（犜），犛λ＝λφ
－１是犛的完全（０－）单子半群．

由定义１可知，犛是弱拟充足半群．这表明，弱拟充

足半群概念是拟充足半群概念的推广．

现假设半群犛是无零元且有充足断面犛０的富

足半群．

引理２　犪．狓，狔∈犛，有（狓
０
狔
０）＋＝狓０＋狔

０＋，

（狓０狔
０）＝狓０狔

０．

犫．如果犛是弱拟充足的，那么，定义１中的φ

是幂等可分的，即

３７２
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犲，犳∈犈（犛），有犲φ＝犳φ犲＝犳

　　证明　犪．对狓，狔∈犛，由引理１中的犮得，

（狓０狔
０）＋＝（狓０狔

０＋）＋．因为狓０犔狓０＋，犔是犛上

的右同余，故狓０狔
０＋犔狓０＋狔

０＋，狓０＋狔
０＋
∈犈（犛０）．由

犔 类犔（狓０狔０＋）幂等元的唯一性可知，（狓
０
狔
０）＋ ＝

（狓０狔
０＋）＋＝狓０＋狔

０＋．

犫．设犲，犳∈犈（犛），犲φ＝犳φ．因φ是 同态映

射，故由犲φ犔犳φ，犲φ犚犳φ推得犲犔犳，犲犚犳．因

为犔
犚犲犵（犛）

＝犔，犚
犚犲犵（犛）

＝犚，从而犲犔犳，犲犚犳 并推

得犲犎犳，由犎 类中若有幂等元，则唯一知，犲＝犳．

引理３　若犛０是乘的，那么，犛是完全单半群

当且仅当犛０是群．

证明　假设犛０是群，则由引理１的犪和犱知

犐＝｛犲∈犈（犛）犲
０
＝１，犲１＝犲｝

Λ＝｛犳∈犈（犛）犳
０
＝１，１犳＝犳｝

且犠＝犐×犛０×Λ．其中，１是群犛０的单位元．若犲，

犵∈犐，有

犲犵＝犲１犵１＝犲犵
０
犵犵
０
＝犲犵

０
＝犲１＝犲

故犐 是左零半群．同理，Λ 是右零半群，犠 ＝

犐×犛０×Λ的乘法运算为

（犲，狓，犳）（犵，狔，犺）＝（犲，狓（犳犵）狔，犺）

　　由上可知，犠 是犛０ 上关于正则矩阵犘＝

（犳犵）Λ×犐的犚犲犲狊矩阵半群，即 犠＝犕（犛
０，犐，Λ，

犘），因此，犛是完全单半群．

反之，假设犛是完全单半群，则知犛是犚犲犲狊矩

阵半群犕（犌；犐
—
，Λ
—
，犘）

［６］，因犛０ 是犛的乘充足断

面，由引理１中的犱得犛０是逆半群，它至少有一个

幂等元．若（犻，狆
－１
λ犻 ，λ），（犼，狆

－１
μ犼，μ）∈犈（犛

０），则它

们均是（λ，狆λ犻，犻）的正则逆元．因犛
０ 是犛的逆断

面，所以，（犻，狆
－１
λ犻 ，λ）＝（犼，狆

－１
μ犼，μ），即犛

０只有一个

幂等元，因而犛０是群．

引理４　若对狓，狔∈犛，有（狓狔）
０＋＝狓０＋狔

０＋，

（狓狔）
０＝狓０狔

０．令

μ＝｛（犪，犫）∈犛×犛 （犲∈

犈（犛０））犪０＋犲犪０ ＝犫０＋犲犫０｝ （３）

则

犪．μ是犛上的同余；

犫．μ∩（犛０×犛０）是犛０上的幂等可分同余．

证明　犪．显然，μ是等价关系．设（犪，犫）∈μ，犮

∈犛，由条件等式知，犪０＋犲犪０＝犫０＋犲犫０．于是，对犲

∈犈（犛０），有

（犪犮）０＋犲（犪犮）０ ＝　　　　　　　　　　　　

犪０＋犮０＋犲犪０犮０ ＝犮
０＋（犪０＋犲犪０）犮０ ＝

（犮０＋犫０＋）犲（犫０犮０）＝（犫犮）０＋犲（犫犮）０

故（犪犮，犫犮）∈μ．同理，（犮犪，犮犫）∈μ，进而μ是犛上

的同余．

犫．显然，μ∩（犛０×犛０）是犛０ 上的同余．如果

（犲，犳）∈μ∩（犈（犛
０）×犈（犛０）），则犲０＋＝犲＝犲０，

犳
０＋＝犳＝犳

０且对λ∈犈（犛０），犲λ犲＝犲λ＝犳λ犳＝犳λ．

特别取λ＝犲代入，有犲＝犲犲＝犳犲，同样，取λ＝犳代

入，有犳＝犳犳＝犲犳．因为，犈（犛
０）是半格，有犲犳＝犳犲，

故犲＝犳．

半群犛上的同余ρ称为充足半群同余，如果

犛／ρ是充足半群．

现证犛为弱拟充足半群的充分必要条件．

定理１　设犛０是乘的，则下列条件是等价的：

犪．犛是弱拟充足半群．

犫．狓，狔∈犛，有（狓狔）
０＋＝（狓０狔

０）＋，（狓狔）
０

＝（狓０狔
０）．

犮．引理４中的关系μ满足条件，

（犪）μ是犛０上的幂等可分同余；

（犫）μ是犛上的充足半群同余．

证明　犪犫．假设犛是弱拟充足半群，则存在

断面充足半群犜和满 同态映射φ：犛→犜，使得

对α∈犈（犜），αφ－１是犛的完全单半群．对λ∈犜，

用犛λ表示λφ
－１．设α∈犈（犜），狓＝犲狓狓０犳狓∈犛α，则

狓φ＝（犲狓狓０犳狓）φ＝（犲狓φ）（狓
０
φ）（犳狓φ）．因φ是满

 同态映射，由狓φ＝α，犲狓φ＝犲α＝αα
－１＝α，

犳狓φ＝犳α＝αα
－１＝α，得

α＝狓φ＝（犲狓φ）（狓０φ）（犳狓φ）＝α（狓
０
φ）α

即狓０φ∈犞（α）．

于是，狓０φ＝α－１＝α且狓０∈犛α，即对于α∈

犈（犜），犛α都包含犛
０的一个幂等元．这表明犛α∩犛

０

是犛α的乘充足断面．由引理３知，对α∈犈（犜），犛α

是群．

如果λ∈犜，犲狓狓０犳狓＝狓∈犛λ，因φ是满 同

态映射，故

λ＝狓φ＝（犲狓狓０犳狓）φ＝

（犲狓φ）（狓０φ）（犳狓φ）＝λ＋ （狓
０
φ）λ

　　因犜是断面充足半群，故对λ∈犜， λ∈犜，

使得λ＝λ
＋
λλ．所以狓

０
φ＝狓φ＝λ．即对λ∈犜，

有狓０∈犛λ．令狓
０
∈犛λ，狔∈犛狋（λ，狋∈犜），由引理１

中的犱知

犳狓φ＝λ
，犲狔φ＝狋

＋ 　　　

（狓狔）
０
＝狓

０
犳狓犲狔狔

０
∈犛λλ狋＋狋　　　

　　因λ＝λλ，狋＝狋＋狋，且φ是满 同态映射，故

４７２
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（狓狔）
０
∈犛λ狋，（狓狔）

０＋＝犲（狓狔）０∈犛犲λ狋＝犛（λ狋）＋．另外，

由（狓０狔
０）φ＝（狓０φ）（狔

０
φ）＝λ狋知，狓０狔

０
∈犛λ狋．故

（狓０狔
０）＋＝犲狓０狔０∈犛犲λ狋＝犛（λ狋）＋．因犛（λ狋）＋ ∩犛

０ 是

群，故（狓狔）
０＋ ＝（狓０狔

０）＋．由引理２中的犪知，

（狓狔）
０＋＝狓０＋狔

０＋成立．

同理，对狓，狔∈犛，（狓狔）
０ ＝（狓０狔

０） ＝

狓０狔
０成立．

犫犮．假设对狓，狔∈犛，（狓狔）
０＋ ＝狓０＋狔

０＋，

（狓狔）
０＝狓０狔

０成立，由引理４知，μ是犛上的同

余，且μ∩（犛０×犛０）是犛０上的幂等可分同余．可知

犛／μ是富足半群
［５］．于是，对狓∈犛，若犳＝狓

０＋狓０

∈犈（犛０），则有犳
０＋＝犳

＋＝犳＝犳
＝犳

０，并对犲∈

犈（犛０），有犳
＋犲犳

＋＝狓０＋犲狓０．于是，对狓∈犛，包

含狓的μ 类有一个幂等元犳∈犈（犛
０）．如果狓μ，狔μ

是犛／μ的幂等元，则犲，犳∈犈（犛
０），使得，事实上，

狓μ＝犲μ，狔μ＝犳μ，犲＝狓
０＋，犳＝狔

０＋，于是

（狓μ）（狔μ）＝（犲μ）（犳μ）＝（犲犳）μ＝　　　

（犳犲）μ＝（犳μ）（犲μ）＝（狔μ）（狓μ）

　　由此可知，犛／μ是充足半群．即关系μ是犛上

的充足半群同余，因此，μ满足条件（犪）和（犫）．

犮犪．假设μ满足条件（犪）和（犫），对于 狓∈犛，

用犛狓表示包含狓的μ 类．显然，对于狓∈犛，狓０∈

犛狓∩犛
０且犛狓是富足的，故犛狓∩犛０是犛狓的充足断

面．又犛０是犛的乘充足断面，故犛狓∩犛０也是犛狓的

乘充足断面．由引理４知，犛狓∩犛０上有幂等可分同余

μ∩（（犛狓∩犛０）×（犛狓∩犛０））．所以，对狓μ∈

犈（犛／μ），犛狓∩犛０有且只有一个幂等元狓０＋狓０，因

此，它是群．由引理３知，对狓μ∈犈（犛／μ），犛狓是完

全单半群．于是，由定义１得，犛是弱拟充足半群．

现说明弱拟充足半群类真包含拟充足半群类和

拟纯正半群类作为子类，它也说明了有乘充足断面

的弱拟充足半群的存在性．

例１　在文献［８］中，犜＝犕０（犌；犐，Λ，犘）是正

则幂等生成半群，它带有零元，且含有一个乘半格断

面犜０＝｛犪，犲｝，但犜不是纯正的，它的犆犪狔犾犲狔表为

犜 犪 犫 犮 犱 犲

犪 犪 犫 犪 犫 犲

犫 犪 犫 犲 犲 犲

犮 犮 犱 犮 犱 犲

犱 犮 犱 犲 犲 犲












犲 犲 犲 犲 犲 犲

　　犜中元的分解式

犪＝犪·犪·犪，犫＝犪·犪·犫

犮＝犮·犪·犪，犱＝犮·犪·犫

犲＝犲·犲·犲

　　考虑犜 上的犚犲犲狊矩阵半群犛＝犕（犜，犐，Λ，

犘），其中，矩阵犘＝
犫 犲（ ）犫 犪

．

犐＝Λ＝｛１，２｝，　犘＝（狆犻λ）Λ×犐，　狆犻λ＝狇犻狉λ

狇犻＝
犫 犻＝１

犪 犻＝｛ ２
，　狉λ＝

犫 λ＝１

犮 λ＝｛ ２

　　犛的乘法运算

（狓）犻λ，　（狔）犼μ ∈犛

（狓）犻λ（狔）犼μ ＝（狓狆λ犼狔）犻μ （４）

　　通过计算，有：

犪．犛是有幂等元集犈（犛）的半群，其中

犈（犛）＝｛（犲），（犪）１犻，（犫）１犻，（犮）１犻，

　　　（狓２２）犻∈Λ，狓∈犜，狓≠犲｝

　　（犲）＝（犲）犻λ是零元（犻∈犐，λ∈Λ）．因

　（犮）１２，（犫）２２∈犈（犛），（犮）１２（犫）２２＝（犱）１２犈（犛）　

故犈（犛）不是带，且元（犱）１１，（犱）１２，（犱）２１不是正则

的．因此，犛既不是正则的，也不是拟充足的．

犫．犛是富足的．对（狓）犻λ，（狔）犼μ∈犛，有

（狓）犻λ犔（狔）犼μλ＝μ

（狓）犻λ犚（狔）犼μ犻＝

烌

烎犼
（５）

因此，犛的犔 类和犚 类可表为

（犪）１１∈犔１ ∩犈（犛），有　　　　　　　　

犔１ ＝｛（狓）犻１ 狓∈犜，狓≠犲，犻∈犐｝

（犱）２２∈犔２ ∩犈（犛），有　　　　　　　　

犔２ ＝｛（狓）犻２ 狓∈犜，狓≠犲，犻∈犐｝

（犪）１λ∈犚
１ ∩犈（犛），有　　　　　　　　

犚
１ ＝｛（狓）１λ狓∈犜，狓≠犲，λ∈Λ｝

（犫）２２∈犚
２ ∩犈（犛），有　　　　　　　　

犚
２ ＝｛（狓）２λ狓∈犜，狓≠犲，λ∈Λ｝

　　由上可知，犛是富足的．

犮．犛是弱拟充足的．因对于（λ∈犐，犼∈Λ），有

狆λ犼＝狇λ狉犼，存在犛→犜的映射φ

　（狓）犻λ∈犛，有（狓）犻λφ＝
狉犻狓狇λ 狓≠犲

犲 狓＝
｛ 犲

（６）

　　由（犪）１２φ＝犪，（犫）１１φ＝犫，（犮）２２φ＝犮，

（犱）２１φ＝犱，（犲）φ＝犲知，φ是犛→犜 的满射．对

（狓）犻λ，（狔）犼μ∈犛，有

　　［（狓）犻λ（狔）犼μ］φ＝　　　　　　　　　　　　　

（狓狆λ犼狔）犻μφ＝狉犻（狓狆λ犼狔）狇μ ＝

　　　（狉犻狓狇λ）（狉犼狔狇μ）＝（狓）犻λφ·（狔）犼μφ

故φ是犛→犜的满同态映射．由式（５）知，（狓）犻λ犔（狔）

５７２
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λ＝μ，所以

（狓）犻λ犔（犫）１１犔（狔）犼λλ＝１

（狓）犻λ犔（犮）２２犔（狔）犼λλ＝２

　　当λ＝１时，

（狓）犻１φ＝
犫狓犫 犻＝１

犮狓犫 犻＝｛ ２

（狔）犼１φ＝
犫狔犫 犼＝１

犮狔犫 犼＝
｛ ２

　　（犫）１１φ＝犫，故

犮狓犫犔犫狓犫犔犫犔犮狔犫犔
犫狔犫

即（狓）犻１φ犔（狔）犼１φ（狓）犻１犔
（狔）犼１．剩余部分同

样可经计算核准．因此，φ是满 同态映射．若狓∈

犈（犜０）＝犜０，则犛狓＝狓φ－１如下：

犛犲＝｛（犲），（犮）１１，（犮）１２，（犱）１１，（犱）１２｝，

　　 （犛２犲 ＝｛（犲）｝）

犛犪 ＝｛（犪）１２，（犫）１２｝，（犛２犪 ＝犛犪）

　　又犛
２
犲＝｛（犲）｝和犛２犪＝犛犪，故犛犲，犛犪是完全０－

单的．由定义１知，犛是有零元的弱拟充足半群．

犱．犛０＝｛（犲），（犪）１２｝犜０，犛０是犛的乘充足

断面．

由前面可知，φ｜犛０是犛０→犜０的同构映射．现只

需证明对犛中的任何一个元都可以唯一地写成以

下符合要求的形式．

（犲）＝（犲）（犲）（犲），　（犲）＋＝（犲）＝（犲）

（犪）犻λ＝（犪）犻２（犪）１２（犪）１λ

犲（犪）犻λ ＝（犪）犻２，　犳（犪）犻λ ＝（犪）１λ

（犫）犻λ＝（犪）犻２（犪）１２（犫）１λ

犲（犫）犻λ ＝（犪）犻２，　犳（犫）犻λ ＝（犫）１λ

（犮）犻λ＝（犮）犻２（犪）１２（犪）１λ

犲（犮）犻λ ＝（犮）犻２，　犳（犮）犻λ ＝（犪）１λ

（犱）犻λ＝（犮）犻２（犪）１２（犫）１λ

犲（犱）犻λ ＝（犮）犻２，　犳（犱）犻λ ＝（犫）１λ

因此，对于（狓）犻λ，（狔）犼μ∈犛，有犳（狓）犻λ犲（狔）犼μ∈犈（犛
０）．

犲．犜是定义１意义下的拟纯正半群．

设犛犜＝｛（犲），（犪）１２，（犫）１１，（犮）２２，（犱）２１｝，显

然，φ是犛犜→犜 的同构映射，犛犜是弱拟充足的（因

对犛犜，犛犲＝｛（犲）｝，犛犪＝｛（犪）１２｝），故犜 也是弱拟

充足的．又犜是正则的，所以，犜是拟纯正的．
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