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摘要：引进广义Γ 环上模的犕狅狉犻狋犪结构概念，建立模的犕狅狉犻狋犪结构理论及其构造犕，应用它们
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　　文献［１］引进广义Γ 环，本文研究这种环上模

的犕狅狉犻狋犪结构及其应用．该问题迄今尚未有人讨论

过．本文中出现的广义Γ 环犚均有α 单位元，α

∈Γ．设犕 为犚 右模，犖为犚 左模，犎狅犿（犕，犖）

表示犕 到犖的模同态集，犈狀犱（犕）表示模犕 自同

态集．本文中出现的不加定义的概念和符号见文献

［１－２］．

１　广义Γ－环上模的犕狅狉犻狋犪结构定义

根据结合环上模的犕狅狉犻狋犪理论，可以定义广义

Γ 环犚上的模、α 自由投射模、投射生成模及α

张量积等概念．本文省略这些概念的定义过程，直接

利用这些概念，并不加证明地给出广义Γ 环犚 上

模的相应结果．

定理１　设犘为犚 模，则下列条件等价：

犪．犘为投射模；

犫．任一短正合列０→犕→犖→犘→０是点分

裂的；

犮．犘为α 自由模的直和因子，即存在α 自由

模犉与犚模犘′使犘犘′～犉．

定理２　犚 模犘为投射模的充分必要条件是

存在集

｛狓λ λ∈Λ｝犘

｛狓λ λ∈Λ｝犘＝犎狅犿（犘犚，犚犚）

使得对任意狓∈犘，几乎有狓λ （狓）＝０，且狓＝


λ∈Λ
狓λα狓


λ（狓），从而为有限和．
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　　定理１和定理２可由广义Γ 环上模的运算特

性，仿照文献［３－４］中结合环相应结果的证明即可

证得．本文省略它们的证明．

定义１　设犚′，犚 为广义Γ－环，犕＝犚′犕犚，

犕′＝犚犕′犚′，若有犚 犚 同态τ和犚′犚′同态μ为

τ：犕′
α
犚犕狘→犚，　犿′

α
犚犿狘→（犿，犿′）

μ：犕 
α
犚′犕′狘→犚′，犿 

α
犚′犿′狘→［犿，犿′］

它们满足：任意狓，狔∈犕，狓′，狔′∈犕′，

犪．［狓，狔′］α狔＝狓α（狔′，狔）；

犫．狓′α（狓，狔′）＝（狓′，狓）α狔′．

即下面的两个同态映射图１（犪）和图１（犫）可交

换，则称（犚，犚′，犕，犕′，τ，μ）为一个犕狅狉犻狋犪结构．

图１　同态映射交换图

犉犻犵．１　犎狅犿狅犿狅狉狆犺犻犮犳犻犵狌狉犲

２　构造犕

定理３　设犕＝犕犚为广义Γ 环犚 上的（右）

模，从犕 出发构造它的一个犕狅狉犻狋犪结构，并称之为

构造犕．

证明 　 令 犕 ＝犎狅犿（犕犚，犚犚），犚′＝

犈狀犱（犕犚），分别规定以下情形：

情形１　α∈Γ，１α∈犆
１（犚），设狉′１，狉′２∈

犚′，β∈Γ，犿∈犕，规定

（狉′１β狉′２）犿 狉′１（狉′２β１α）＝　　　　　

（狉′１狉′２犿）β１α，１′α：犿狘→犿（１α） （１）

则对任意ν∈Γ，狓∈犚

（狉′１β狉′２）（犿β狓）＝（狉′１狉′２犿）ν狓β１α＝

　（狉′１狉′２犿）α（１αν狓）β１α＝（狉′１狉′２犿）α１αβ１αν狓＝

　［（狉′１狉′２犿）β１α］ν狓＝［（狉′１β狉′２）犿］ν狓

　　显 然 狉′１β狉′２∈犈狀犱（犕），故 狉′１β狉′２∈

犈狀犱（犕犚）．易验证犚′关于这个结构构成广义Γ

环．１′α为犚′的α－的单位元，且１′α∈犆（犚′）．

为区别于环犈狀犱（犕犚），将这个广义Γ 环犚′记为

犈狀犱Γ（犕犚），即犚′＝犈狀犱Γ（犕犚）．特别地，若仅对

α－而言，即Γ＝｛α｝，就得到广义α－环犚′α

犈狀犱Γ（犕犚）．

情形２　若１α∈
—

犆（犚），α∈Γ，设狉′１，狉′２∈

犚′，β∈Γ，犿∈犕，规定

（狉′１β狉′２犿）（狉′１狉′２）犿β，１′α：犿狘→犿 （２）

则犚′也为广义Γ 环．

情形３　在情形１中，当狉′∈犚′，犿∈犕，β∈Γ

时，规定

狉′β犿 狉′（犿β１α） （３）

则犕犚为左犚′－模，即犕＝犚′犕犚．

情形４　在情形２中，当狉′∈犚′，犿∈犕，β∈Γ

时，规定

狉′β犿 狉′犿 （４）

则犕犚 为犚′模，即犕＝犚′犕犚．

情形５　在情形１中，当狔∈犕，狉′∈犚′，β

∈Γ时，规定

（狔β狉′）犿 狔（狉′犿β′１α）

　（狉β狔）犿 狉β（狔犿
烍
烌

烎）
（５）

则狔
β狉′∈犕且犕＝犚犕

犚′．

情形６　在情形２中，当狔∈犕，狉′∈犚′，β

∈Γ时，规定

（狔β狉′）犿（狔狉′）犿，（狉β狔）犿狉β（狔犿）　（６）

则犕＝犚犕
犚′．

对于情形１与情形２有下面的性质：

犪．（狔，犿１＋犿２）＝（狔，犿１）＋（狔，犿２），

（狔１ ＋狔２，犿）＝（狔１，犿）＋（狔２，犿）；

犫．（狔，犿）β狉＝（狔，犿β狉），（狉β狔，犿）＝

狉β（狔，犿）；

犮．（狔β狉
，，犿）＝（狔，β狉

，
犿）．

对于情形１，３，５，因１α∈犆（犚），１′α∈犆（犚′），

故α 张量积就是张量积，令

τ：犕
犚犕 →犚，　τ（狔 犿）＝（狔，犿）

μ：犕 犚′犕犚′，　μ（犿 狔）＝［犿，狔］

其中，［犿，狔］：犿１→犿α（狔，犿１）＝犿α（狔犿１），

则τ为犚 犚 模同态，而μ为犚′犚′模同态．因

［犿，狔］犿１＝犿α（狔犿１）

［犿，狔］α犿１＝［犿，狔］α１α犿１＝［犿，狔α犿１］

故［犿，狔］α犿１＝犿α（狔犿１）．同样，有狓α［犿，

狔］＝（狓，犿）α狔．故由定义１可知，（犚，犚′，

２８２
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犈狀犱Γ（犕犚），犕，犕，τ，μ）为一个犕狅狉犻狋犪结构．

对于情形２，４，６，可以取α 张量积作同态

映射：

τ：犕

α
犚犕 →犚，　τ（狔



α犿）＝（狔，犿）

μ：犕 
α
犚′犕

犚′，　μ（犿 α狔）＝［犿，狔］

其中，［犿，狔］：犿１→犿α（狔犿１）．同样，（犚，犚′，

犕，犕，τ，μ）为一个犕狅狉犻狋犪结构．

综合上述情形，从犕出发构造获得的犕狅狉犻狋犪结构

（犚，犚′，犕，犕，τ，μ），称为犕的构造，仍记为犕．

３　构造犕的性质和应用

先证明构造犕 有以下性质．

定理４　在构造犕 中，若τ，μ是单射，则

犪．犕犚，犚′犕，犕′犚，犚犕′均是投射模；

犫．τ，μ是同构映射；

犮．映射犾：狓′｜→犾（狓′），（犾′（狓′）：犕 →犚；

犵｜→（狓′，狔））是犚犕′犚′到犚犕′犚′的双模同构映射；

犱．犆（犚）与犆（犚′）同构．

证明　仿照文献［４］可证得结论犪－犱，本文省

略证明．

现应用定理４，给出左、右犃狉狋犻狀单广义Γ 环

结构定理的另一个证明．

定理５　设犚为广义Γ 环，则下列条件等价：

犪．犚为左、右犃狉狋犻狀单的
［１］；

犫．犚为单的且含极小右理想；

犮．犔α犇狀犚α，其中，犔α 为犚 的左α 算子

环，犚α为犚 的右α 算子环，α∈Γ，犇狀为除环犇

上的狀阶方阵环．

证明　犪犫．显然．

犫犮．设犚有极小右理想犐，仿照文献［３］的引

理１可得：存在犲１∈犚，ε∈Γ，使得犳＝犲１ε犚，

犲１ε１犲１＝犲１，且犚有极小右理想的直和分解，犚＝

犲１ε１犚＋犲２ε２犚＋…＋犲狀ε狀犚．其中，犲犻ε犻犲犻＝犲犻，

犲犻ε犻犚（犻＝１，２，…，狀）均为极小右理想．因此，作为

右犚 模，犚为既约右犚 模的直和，且犐为犚的直

和因子，又显然犐为有限生成的，而犚 为α 自由

模，于是，由定理１可知，犐为有限生成投射模，由定

理５可知，τ（１）≠０，由τ为单的，可知τ（犐）＝犚，即

犐为投射生成模．按前文构造犕，则有

（犚，犚′＝犈狀犱Γ犐犚，犐，犐 ＝犎狅犿（犐犚，犚犚），τ，μ）

是一个犕狅狉犻狋犪结构，现按情形１，３，５下的构造 犕

与情形２，４，６下的构造犕，分别证明定理５中的犮

成立．

若犕 是情形１，３，５下的构造，则由τ（犐）＝犚

与τ，μ的定义可知，τ，μ均为满射，故定理１中各

结论成立．因犚有α 单位元１α，α∈Γ，由式（１），

（３），（５）可知，犚′α＝犈狀犱犐犚′＝犈狀犱犐犚′α，且犚′α为除

环．由定理４得犐为有限生成右犚′－模，且犔α

犈狀犱犐犚′＝犈狀犱犐犚犇狀，存在除环犇与正数狀．又显

然有犚α犔α，故有犈狀犱犐犚＝犈狀犱犐犚α．

若犕 是情形２，４，６下的构造，则由式（２），（４），

（６）可知，１α∈
—

犆（犚）（α∈Γ），但由情形２，１′α∈

犆（犚′），显然犐犚α有意义，此时亦可证犈狀犱犐

犚 ＝

犈狀犱犐犚α，从而式（５）成立．事实上，设φ∈犈狀犱犐

犚′，

显然，有φ∈犈狀犱犐犚′α；反之，设φ∈犈狀犱犐

犚α，犿

∈犐，狉′∈犚′，φ（犿α狉′）＝（φ犿）α狉′，对β∈φ，

φ（犿β狉′）＝φ（犿α１′αβ狉′）＝φ（犿）α１′αβ狉′＝

（φ犿）β狉′，又显然φ∈犈狀犱犐，所以，φ∈犈狀犱犐犚，

于是，犈狀犱犐犚＝犈狀犱犐犚α．

犮犪　因犚α犇狀，由文献［１］可知，犚 为右

犃狉狋犻狀单的，同样，因犚α犇狀，可知犚为左犃狉狋犻狀单

的，故犚为左、右犃狉狋犻狀单的．

现给出一实例说明定理５的应用．

例１　取除环犇上狀阶方阵环犚＝犇狀，

Γ＝｛α∈犇狀 犪≠１∈犇，α＝犱犻犪犵（犪，犪，…，犪）｝

犕＝犚
（狀），犚′＝犈狀犱（犕犚），犕＝犎狅犿（犕犚，犚犚），

τ，μ如前文中定义，由定理３得（犚，犚′，犕，犕，τ，

μ）为犕 的构造犕，且满足定理５中的条件犮．故由

定理５可知，犚＝犇狀是一个左、右犃狉狋犻狀单的广

义Γ 环．
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