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不等式约束下犃犡犃＝犅的犎犲狉犿犻狋犲最小二乘解
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摘要：利用线性犎犲狉犿犻狋犲矩阵函数犃－犅犡－（犅犡）的最大最小秩与惯性指数，研究了犢－犘的最

大最小秩与惯性指数，其中犢为矩阵方程犃犡犃＝犅的犎犲狉犿犻狋犲最小二乘解，犘是给定的犎犲狉犿犻狋犲

矩阵．从而得到了犢＞（＜，≥，≤）犘的充要条件．特别地，给出了犢的最大最小秩与惯性指数以及

存在犃犡犃＝犅的正定（负定、半正定、半负定）犎犲狉犿犻狋犲最小二乘解的等价条件．
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　　近年来，矩阵秩方法与惯性指数方法作为矩阵

研究的一个有力工具越来越引起学者的重视，该方

法被大量应用到广义逆矩阵、矩阵方程、矩阵不等式

以及统计量分析等问题的研究中，该方法的运用将

这些问题的研究推到了一个新的层面．矩阵秩方法

与惯性指数的方法都是田永革提出的，其思想就是

将矩阵等式问题转化成秩的问题去解决［１－６］，将矩

阵不等式（犔狑狀犲狉狆犪狉狋犻犪犾狅狉犱犲狉犻狀犵）的问题转化成

惯性指数的问题去解决［７－１１］．这看似简单的转化，

事实上富有深刻的思想内涵，它将复杂的矩阵表达

式的问题归结为简单的数字指标———秩与惯性指

数，刻画了一些通过以往方法无法解决的问题，如
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犌狌狅、犠犲犻以及犔犻狌在文献［１２－１５］中用此方法解决

了逆序律、正序律、吸收律、左（右）星序以及极秩等

问题，并且此方法也应用到统计量的估计上，更加深

刻地刻画了统计量的性质［１６－１８］．

本文将利用线性犎犲狉犿犻狋犲矩阵函数犃－犅犡－

（犅犡）的最大最小秩与惯性指数，研究矩阵方程

犃犡犃＝犅的犎犲狉犿犻狋犲最小二乘解犢与给定的犎犲狉

犿犻狋犲矩阵犘之差的最大最小秩与惯性指数，从而得到

了犢＞（＜，≥，≤）犘的充要条件．特别地，给出了矩阵

方程犃犡犃＝犅的犎犲狉犿犻狋犲最小二乘解的最大最小秩

与惯性指数以及该矩阵方程存在正定、负定、半正定、

半负定犎犲狉犿犻狋犲最小二乘解的等价条件．

１　预备知识

在本文中，用犆犿×狀表示全体犿×狀阶的复矩阵

的集合，犆犿犎 表示全体犿×犿 阶犎犲狉犿犻狋犲复矩阵的集

合，狉（犃）表示矩阵犃的秩，犃，犚（犃），犃＋分别表示矩

阵犃的共轭转置、值域与犕－犘逆．设矩阵犃为犎犲狉

犿犻狋犲矩阵，记犻＋（犃），犻－（犃）分别表示矩阵犃正惯性

指数与负惯性指数，也即犃的正特征值个数与负特征

值个数，且显然有狉（犃）＝犻＋（犃）＋犻－（犃）．同型的两

个犎犲狉犿犻狋犲矩阵犃和犅，如果犃－犅正定（负定、半正

定、半负定），记为犃＞犅（犃＜犅，犃≥犅，犃≤犅）．犈犃，犉犃

分别表示犐－犃犃＋，犐－犃＋犃，并且狉（犈犃）＝犿－狉（犃），

狉（犉犃）＝狀－狉（犃），其中犃∈犆犿×狀．

下面给出将用到的几个引理．

引理１
［９］
　设犛＝犆

犿×狀，犎＝犆犿犎，则

犪．若犿＝狀，犛中存在非奇异矩阵的等价条件

为犿犪狓
犡∈犛
狉（犡）＝犿．

犫．若犿＝狀，犛中所有矩阵非奇异的等价条件

为犿犻狀
犡∈犛
狉（犡）＝犿．

犮．０∈犛等价于犿犻狀
犡∈犛
狉（犡）＝０．

犱．犛＝｛０｝等价于犿犪狓
犡∈犛
狉（犡）＝０．

犲．犛中所有矩阵有相同的秩等价于犿犪狓
犡∈犛
狉（犡）＝

犿犻狀
犡∈犛
狉（犡）．

犳．犎中存在犡＞０（犡＜０）等价于犿犪狓
犡∈犎
犻＋（犡）＝

犿（犿犪狓
犡∈犎
犻－（犡）＝犿）．

犵．犎中所有的矩阵满足犡＞０（犡＜０）等价于

犿犻狀
犡∈犎
犻＋（犡）＝犿（犿犻狀

犡∈犎
犻－（犡）＝犿）．

犺．犎 中存在矩阵满足犡≥０（犡≤０）等价于

犿犻狀
犡∈犎
犻－（犡）＝０（犿犻狀

犡∈犎
犻＋（犡）＝０）．

犻．犎中所有的矩阵满足犡≥０（犡≤０）等价于

犿犪狓
犡∈犎
犻－（犡）＝０（犿犪狓

犡∈犎
犻＋（犡）＝０）．

犼．犎中所有的矩阵有相同的正惯性指数等价于

犿犪狓
犡∈犎
犻＋（犡）＝犿犻狀

犡∈犎
犻＋（犡）．

犽．犎 中所有的矩阵有相同的负惯性指数等价

于犿犪狓
犡∈犎
犻－（犡）＝犿犻狀

犡∈犎
犻－（犡）．

引理２
［１９］
　设犃∈犆

犿×狀，犅∈犆犿犎，则犃犡犃＝

犅有犎犲狉犿犻狋犲解的充要条件为犚（犅）犚（犃）或者

犃犃＋犅＝犅．在有犎犲狉犿犻狋犲解的条件下，其解为

犡＝犃＋犅（犃＋）＋犉犃犞＋犞犉犃

其中，犞∈犆狀×狀为任意复矩阵．

引理３
［３，１１］
　设犃∈犆

犿
犎，犅∈犆犿×狀，则

犿犪狓
犡∈犆

狀×犿
狉［犃－犅犡－（犅犡）］＝犿犻狀｛犿，狉（犘）｝

犿犻狀
犡∈犆

狀×犿
狉［犃－犅犡－（犅犡）］＝狉（犘）－２狉（犅）

犿犪狓
犡∈犆

狀×犿
犻±［犃－犅犡－（犅犡）］＝犻± （犘）

犿犻狀
犡∈犆

狀×犿
犻±［犃－犅犡－（犅犡）］＝犻± （犘）－狉（犅）

其中，犘＝
犃　 犅

犅　
（ ）０

引理４
［２０］
　设犃，犅，犆，犇，犘，犙为使表达式犇－

犆犘＋犃犙
＋犅有意义的复矩阵，则

狉（犇－犆犘＋犃犙＋犅）＝

　

烄

烆

狉

犘犃犙 犘犘犘 ０

犙犙犙 ０ 犙犅

０ 犆犘 －

烌

烎犇

－狉（犘）－狉（犙）

　　引理５
［１１］
　设犃∈犆

犿
犎，犅∈犆犿×狀，则

　　
烄

烆
狉

犃 犅犉犘

犉犘犅

烌

烎０
＝狉

犃 犅 ０

犅 ０ 犘

０ 犘

烄

烆

烌

烎０

－２狉（犘）

　　犻±
犃 犅犉犘

犉犘犅

烄

烆

烌

烎０
＝犻±

犃 犅 ０

犅 ０ 犘

０ 犘

烄

烆

烌

烎０

－狉（犘）

　　引理６
［９］
　设犃∈犆

犿
犎，犅∈犆狇×狀，犘∈犆狇×犿，

犇∈犆
狀
犎，则

　　犻±（犇－犅（犘）＋犃犘＋犅）＝

　　　　犻±

－犘犃犘 犘犘犘 ０

犘犘犘 ０ 犘犅

０ 犅

烄

烆

烌

烎犘 犇

－狉（犘）

　　引理７　设犃∈犆犿犎，犅∈犆狀犎，犙∈犆犿×狀，犘∈

犆犿×犿，则

犪．犻±（λ犃）＝
犻±（犃），λ＞０

犻（犃），λ＜
烅
烄

烆 ０

５８２
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犫．犻±
犃 ０

０（ ）犅 ＝犻±（犃）＋犻±（犅）

犮．犻±
０ 犙

犙
（ ）０ ＝狉（犙）

犱．若犚（犃）＝犚（犘），则犻±（犘犃犘）＝犻±（犃）．

２　矩阵方程犃犡犃＝犅的最小二乘

犎犲狉犿犻狋犲解的最大最小秩与惯性

指数

设犃∈犆
犿×狀，犅∈犆犿犎，若矩阵方程

犃犡犃＝犅 （１）

无犎犲狉犿犻狋犲解，可以考虑其犎犲狉犿犻狋犲最小二乘解，也

即是矩阵方程犃犃犢犃犃＝犃犅犃的犎犲狉犿犻狋犲解，

由引理２知此方程总是有犎犲狉犿犻狋犲解，其解为

　　犢＝（犃犃）＋犃犅犃（（犃犃）＋）＋

　　　犉犃犃犞＋犞犉犃犃

其中，犞∈犆狀×狀为任意矩阵．下面记犃犡犃＝犅的全

体犎犲狉犿犻狋犲最小二乘解为集合

犛＝｛犢＝（犃犃）＋犃犅犃（（犃犃）＋）＋

　　　　犉犃犃犞＋犞犉犃犃，犞∈犆狀×狀｝．

　　下面给出犢－犘的最大最小秩与惯性指数．

定理１　设犃∈犆犿×狀，犅∈犆犿犎，犘∈犆狀犎 为给定

的矩阵，犢为矩阵方程犃犡犃＝犅的犎犲狉犿犻狋犲最小

二乘解，则

　　犿犪狓
犢∈犛
狉（犢－犘）＝犿犻狀｛狀，２狀＋

　　　　狉（犃犅犃－犃犃犘犃犃）－２狉（犃）｝

　　犿犻狀
犢∈犛
狉（犢－犘）＝狉（犃犅犃－犃犃犘犃犃）

　　犿犪狓
犢∈犛
犻±（犢－犘）＝狀＋犻±（犃犅犃－

　　　　犃犃犘犃犃）－狉（犃）

　　犿犻狀
犢∈犛
犻±（犢－犘）＝犻±（犃犅犃－犃犃犘犃犃）

　　证明　犃犡犃＝犅的犎犲狉犿犻狋犲最小二乘解为

犢＝（犃犃）＋犃犅犃（（犃犃）＋）＋

　　犉犃犃犞＋犞犉犃犃

而

　　（犃犃）＋犃＝犃＋（犃）＋犃＝犃＋（犃犃＋）＝

　　　犃
＋犉犃犃＝犐狀－（犃犃）＋（犃犃）＝犐狀－犃＋犃＝犉犃

所以犃犡犃＝犅的犎犲狉犿犻狋犲最小二乘解可以简化为

犢＝犃＋犅（犃＋）＋犉犃犞＋犞犉犃

从而，犢－犘＝犃＋犅（犃＋）－犘＋犉犃犞＋犞犉犃

利用引理３，可得

犿犪狓
犢∈犛
狉（犢－犘）＝

　　犿犻狀 狀，狉
犃＋犅（犃＋）－犘 －犉犃

－犉犃

烄

烆

烌

烎
烅
烄

烆
烍
烌

烎０
（２）

犿犻狀
犢∈犛
狉（犢－犘）＝

　　狉
犃＋犅（犃＋）－犘 －犉犃

－犉犃

烄

烆

烌

烎０
－２狉（－犉犃） （３）

犿犪狓
犢∈犛
犻±（犢－犘）＝

　　犻±
犃＋犅（犃＋）－犘 －犉犃

－犉犃

烄

烆

烌

烎０
（４）

犿犻狀
犢∈犛
犻±（犢－犘）＝

　　犻±
犃＋犅（犃＋）－犘 －犉犃

－犉犃

烄

烆

烌

烎０
－狉（－犉犃） （５）

　　下面利用分块矩阵的初等变换及引理４与引理

５计算式（２）～（５）中的分块矩阵的秩．

狉
犃＋犅（犃＋）－犘 －犉犃

－犉犃

烄

烆

烌

烎０
＝

狉
犘－犃＋犅（犃＋） 犉犃

犉犃

烄

烆

烌

烎０
　＝

狉

犘－犃＋犅（犃＋） 犐狀 ０

犐狀 ０ 犃

０ 犃

烄

烆

烌

烎０

－２狉（犃）＝

狉

犘 犐狀 ０

犐狀 ０ 犃

０ 犃

烄

烆

烌

烎０

－

犐狀烄

烆

烌

烎

０

０

犃＋犅（犃＋） 犐狀（ ）
熿

燀

燄

燅

０ ０ －

２狉（犃）＝狉

犃犅犃 犃犃犃 ０ ０ ０

犃犃犃 ０ 犃 ０ ０

０ 犃 －犘 －犐狀 ０

０ ０ －犐狀 ０ －犃

０ ０ ０ －犃

烄

烆

烌

烎０

－

４狉（犃）＝２狀＋狉

犃犅犃 犃犃 ０

犃犃 ０ 犃

０ 犃 －犃犘犃

烄

烆

烌

烎
－

４狉（犃）＝２狀＋狉（犃犅犃－犃犃犘犃犃）－２狉（犃）

利用犎犲狉犿犻狋犲分块矩阵的合同变换、引理５、引理６

与引理７，可以计算

　　犻±
犃＋犅（犃＋）－犘 －犉犃

－犉犃

烄

烆

烌

烎０
＝

　　犻
犘－犃＋犅（犃＋） 犉犃

犉犃

烄

烆

烌

烎０
＝

　　犻

犘－犃＋犅（犃＋） 犐狀 ０

犐狀 ０ 犃

０ 犃

烄

烆

烌

烎０

－狉（犃）＝

６８２
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犻

犘 犐狀 ０

犐狀 ０ 犃

０ 犃

烄

烆

烌

烎０

－

犐狀烄

烆

烌

烎

０

０

犃＋犅（犃＋） 犐狀（ ）
熿

燀

燄

燅

０ ０ －

狉（犃）＝犻

－犃犅犃 犃犃犃 ０ ０ ０

犃犃犃 ０ 犃 ０ ０

０ 犃 犘 犐狀 ０

０ ０ 犐狀 ０ 犃

０ ０ ０ 犃

烄

烆

烌

烎０

－

２狉（犃）＝犻

－犃犅犃 犃犃犃 ０ ０ ０

犃犃犃 ０ ０ ０ －犃犃

０ ０ ０ 犐狀 ０

０ ０ 犐狀 ０ ０

０ －犃犃 ０ ０ 犃犘犃

烄

烆

烌

烎

－

２狉（犃）＝狀＋犻

－犃犅犃 犃犃犃 ０

犃犃犃 ０ 犃犃

０ 犃犃 犃犘犃

烄

烆

烌

烎
－

２狉（犃）＝狀＋犻

－犃犅犃 犃犃 ０

犃犃 ０ 犃

０ 犃 犃犘犃

烄

烆

烌

烎
－

２狉（犃）＝狀＋犻（－犃犅犃＋犃犃犘犃犃）－狉（犃）＝

狀＋犻±（犃犅犃－犃犃犘犃犃）－狉（犃）

将上述结果代入式（２）～（５），便可得到定理结论．

利用上述定理，可以得到犃犡犃＝犅的犎犲狉犿犻狋犲

最小二乘解的最大最小秩与惯性指数．

推论１　设犃∈犆犿×狀，犅∈犆犿犎 为给定的矩阵，

犢为矩阵方程犃犡犃＝犅的犎犲狉犿犻狋犲最小二乘解，则

　　犿犪狓
犢∈犛
狉（犢）＝犿犻狀｛狀，２狀＋狉（犃犅犃）－２狉（犃）｝

　　犿犻狀
犢∈犛
狉（犢）＝狉（犃犅犃）

　　犿犪狓
犢∈犛
犻±（犢）＝狀＋犻±（犃犅犃）－狉（犃）

　　犿犻狀
犢∈犛
犻±（犢）＝犻±（犃犅犃）

３　矩阵方程犃犡犃＝犅的犎犲狉犿犻狋犲最小

二乘解的正定性

利用上述犢－犘的最大最小秩与最大最小惯性

指数，以及引理１，可以得到犢＞（＜，≥，≤）犘的充要

条件．特别地，还可以得到犃犡犃＝犅存在正定、负

定、半正定、半负定最小二乘犎犲狉犿犻狋犲解的等价条件．

定理２　设犃∈犆犿×狀，犅∈犆犿犎，犘∈犆狀犎 为给定的

矩阵，则

犪．犃犡犃＝犅存在犎犲狉犿犻狋犲最小二乘解犢，使得

犢－犘＞０（犢－犘＜０）的充要条件为

犻＋（犃犅犃－犃犃犘犃犃）＝狉（犃）

（犻－（犃犅犃－犃犃犘犃犃）＝狉（犃））

　　犫．犃犡犃＝犅的所有犎犲狉犿犻狋犲最小二乘解犢，满足

犢－犘＞０（犢－犘＜０）的充要条件为

犻＋（犃犅犃－犃犃犘犃犃）＝狀

（犻－（犃犅犃－犃犃犘犃犃）＝狀）

　　犮．犃犡犃＝犅存在犎犲狉犿犻狋犲最小二乘解犢，使得

犢－犘≥０（犢－犘≤０）的充要条件为

犻－（犃犅犃－犃犃犘犃犃）＝０

（犻＋（犃犅犃－犃犃犘犃犃）＝０）

　　犱．犃犡犃＝犅所有的犎犲狉犿犻狋犲最小二乘解犢，满足

犢－犘≥０（犢－犘≤０）的充要条件为

狀＋犻－（犃犅犃－犃犃犘犃犃）＝狉（犃）

（狀＋犻＋（犃犅犃－犃犃犘犃犃）＝狉（犃））

或者

狉（犃）＝狀，犻－（犃犅犃－犃犃犘犃犃）＝０

（狉（犃）＝狀，犻＋（犃犅犃－犃犃犘犃犃）＝０）

　　犲．犃犡犃＝犅存在犎犲狉犿犻狋犲最小二乘解犢，使得

犢－犘非奇异的充要条件为

狀＋狉（犃犅犃－犃犃犘犃犃）≥２狉（犃）

　　犳．犃犡犃＝犅的所有犎犲狉犿犻狋犲最小二乘解犢，满足

犢－犘非奇异的充要条件为

狉（犃犅犃－犃犃犘犃犃）＝狀

　　推论２　设犃∈犆犿×狀，犅∈犆犿犎 为给定的矩阵，则

犪．犃犡犃＝犅存在犎犲狉犿犻狋犲最小二乘解犢，使得

犢＞０（犢＜０）的充要条件为

犻＋（犃犅犃）＝狉（犃）（犻－（犃犅犃）＝狉（犃））

　　犫．犃犡犃＝犅所有犎犲狉犿犻狋犲最小二乘解犢，满足

犢＞０（犢＜０）的充要条件为

犻＋（犃犅犃）＝狀（犻－（犃犅犃）＝狀）

　　犮．犃犡犃＝犅存在犎犲狉犿犻狋犲最小二乘解犢，使得

犢≥０（犢≤０）的充要条件为

犻－（犅犃）＝０（犻＋（犃犅犃）＝０）

　　犱．犃犡犃＝犅所有的犎犲狉犿犻狋犲最小二乘解犢，满足

犢≥０（犢≤０）的充要条件为

狀＋犻－（犃犅犃）＝狉（犃）（狀＋犻＋（犃犅犃）＝狉（犃））

或者

　狉（犃）＝狀，犻－（犃犅犃）＝０（狉（犃）＝狀，犻＋（犃犅犃）＝０）

　　犲．犃犡犃＝犅存在非奇异的犎犲狉犿犻狋犲最小二乘

解等价于狀＋狉（犃犅犃）≥２狉（犃）．

犳．犃犡犃＝犅的所有犎犲狉犿犻狋犲最小二乘解非奇

异等价于狉（犃犅犃）＝狀．

４　结　论

利用线性犎犲狉犿犻狋犲矩阵函数犃－犅犡－（犅犡）的最

７８２
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大最小秩与惯性指数，研究犢－犘的最大最小秩与惯性

指数，其中犢为矩阵方程犃犡犃＝犅的最小二乘犎犲狉

犿犻狋犲解，犘是给定的犎犲狉犿犻狋犲矩阵．从而得到了约束条

件下犃犡犃＝犅的最小二乘犎犲狉犿犻狋犲解非奇异、正定

（负定）与半正定（半负定）的充要条件．
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犲狉狋犻犪狊狅犳狋犺犲犿犪狋狉犻狓犲狓狆狉犲狊狊犻狅狀狊犃－犅犡犆±（犅犡犆）

狑犻狋犺犪狆狆犾犻犮犪狋犻狅狀狊［犑］．犑犗狆狋犻犿犻狕犜犺犲狅狉狔犃狆狆犾，２０１１，１４８

（３）：５９３－６２２．

［１１］　犜犻犪狀犢．犕犪狓犻犿犻狕犪狋犻狅狀犪狀犱犿犻狀犻犿犻狕犪狋犻狅狀狅犳狋犺犲狉犪狀犽犪狀犱

犻狀犲狉狋犻犪狅犳狋犺犲犎犲狉犿犻狋犻犪狀犿犪狋狉犻狓犲狓狆狉犲狊狊犻狅狀犃－犅犡－

（犅犡） 狑犻狋犺犪狆狆犾犻犮犪狋犻狅狀狊［犑］．犔犻狀犲犪狉犃犾犵犲犫狉犪犃狆狆犾，

２０１１，４３４（１０）：２１０９－２１３９．

［１２］　犌狌狅犠，犠犲犻犕，犣犺犪狅犑．犉狅狉狑犪狉犱狅狉犱犲狉犾犪狑犳狅狉犵犻狀狏犲狉

狊犲狊狅犳狋犺犲狆狉狅犱狌犮狋狅犳狋狑狅犿犪狋狉犻犮犲狊［犑］．犃狆狆犾犕犪狋犺犆狅犿

狆狌狋犲，２００７，１８９（２）：１７４９－１７５４．

［１３］　犌狌狅犠，犠犲犻犕，犠犪狀犵犕．犗狀犾犲犪狊狋狊狇狌犪狉犲狊犵犻狀狏犲狉狊犲狊

犪狀犱犿犻狀犻犿狌犿狀狅狉犿犵犻狀狏犲狉狊犲狊狅犳犪犫狅狉犱犲狉犲犱犿犪狋狉犻狓

［犑］．犔犻狀犲犪狉犃犾犵犲犫狉犪犃狆狆犾，２００６，４１６（２／３）：６２７－６４２．

［１４］　犔犻狌犢，犠犲犻犕．犚犪狀犽犲狇狌犪犾犻狋犻犲狊狉犲犾犪狋犲犱狋狅狋犺犲犵犲狀犲狉犪犾

犻狕犲犱犻狀狏犲狉狊犲狊犃
（２）
犜，犛，犅

（２）
犜１
，犛１
狅犳狋狑狅犿犪狋狉犻犮犲狊犃犪狀犱犅

［犑］．犃狆狆犾犕犪狋犺犆狅犿狆狌狋犲，２００４，１５９（１）：１９－２８．

［１５］　犔犻狌犢，犠犲犻犕．犚犪狀犽犲狇狌犪犾犻狋犻犲狊犳狅狉狊狌犫犿犪狋狉犻犮犲狊犻狀犵犲狀

犲狉犪犾犻狕犲犱犻狀狏犲狉狊犲犕
（２）
犜，犛狅犳犕［犑］．犃狆狆犾犕犪狋犺犆狅犿狆狌狋犲，

２００４，１５２（２）：４９９－５０４．

［１６］　犜犻犪狀犢，犛犻犿狅犘．犗狀狋犺犲犲狇狌犻狏犪犾犲狀犮犲狅犳犲狊狋犻犿犪狋犻狅狀狊狌狀

犱犲狉犪犵犲狀犲狉犪犾犾犻狀犲犪狉犿狅犱犲犾犪狀犱犻狋狊狋狉犪狀狊犳狅狉犿犲犱犿狅犱犲犾狊

［犑］．犔犻狀犲犪狉犃犾犵犲犫狉犪犃狆狆犾，２００９，４３０（１０）：２６２２－２６４１．

［１７］　犜犻犪狀犢．犗狀犪狀犪犱犱犻狋犻狏犲犱犲犮狅犿狆狅狊犻狋犻狅狀狅犳狋犺犲犅犔犝犈犻狀犪

犿狌犾狋犻狆犾犲狆犪狉狋犻狋犻狅狀犲犱犾犻狀犲犪狉犿狅犱犲犾［犑］．犑犕狌犾狋犻狏犪狉犻犪狋犲犃

狀犪犾，２００９，１００（４）：７６７－７７６．

［１８］　犔犻狌犢．犗狀犲狇狌犪犾犻狋狔狅犳狅狉犱犻狀犪狉狔犾犲犪狊狋狊狇狌犪狉犲狊犲狊狋犻犿犪狋狅狉

犫犲狊狋犾犻狀犲犪狉狌狀犫犻犪狊犲犱犲狊狋犻犿犪狋狅狉犪狀犱犫犲狊狋犾犻狀犲犪狉狌狀犫犻犪狊犲犱

狆狉犲犱犻犮狋狅狉犻狀狋犺犲犵犲狀犲狉犪犾犾犻狀犲犪狉犿狅犱犲犾［犑］．犑犛狋犪狋犘犾犪狀

犐狀犳犲狉，２００９，１３９（４）：１５２２－１５２９．

［１９］　犌狉狅β犑．犃狀狅狋犲狅狀狋犺犲犵犲狀犲狉犪犾犎犲狉犿犻狋犻犪狀狊狅犾狌狋犻狅狀狋狅

犃犡犃＝犅［犑］．犅狌犾犾犲狋犻狀狅犳狋犺犲犕犪犾犪狔狊犻犪狀犕犪狋犺犲犿犪狋犻犮犪犾

犛狅犮犻犲狋狔，１９９８，２１（２）：５７－６２．

［２０］　犜犻犪狀犢．犝狆狆犲狉犪狀犱犾狅狑犲狉犫狅狌狀犱狊犳狅狉狉犪狀犽狊狅犳犿犪狋狉犻狓

犲狓狆狉犲狊狊犻狅狀狊狌狊犻狀犵犵犲狀犲狉犪犾犻狕犲犱犻狀狏犲狉狊犲［犑］．犔犻狀犲犪狉犃犾犵犲

犫狉犪犃狆狆犾，２００２，３５５（１／２／３）：１８７－２１４．

８８２




