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摘要!集合覆盖问题是运筹学与计算机科学中的一个
9W

难题
$

首先将该问题转化为一个等价的二

分图!给出该问题的上下界算法"接着给出该问题的数学性质!这些数学性质能降低问题的规模!加

快算法的求解速度"然后将数学性质和上下界方法结合起来形成一个降阶算法!并给出了算法的时

间复杂度分析
$

该算法不仅可以单独使用!还可以与其它算法结合起来使用达到更好的效果
$

最后

通过多个示例进一步说明算法的原理及应用情况
$

关键词!集合覆盖问题"降阶算法"上界"下界

中图分类号!
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集合覆盖问题!

+),4.()*'&

3Q

*.L7)H

$

0AW
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组合 优 化 中 一 个 典 型
9W

!

&.&G5),)*H'&'+,'4

Q

.7

-

&.H'27,'H)

$非确定多项式时间算法"难解问

题$是计算机和运筹学中的一个经典问题$在人员调

动)网络安全)资源分配)电路设计)运输车辆路径安

排等领域有着广泛的应用&

<="

'

$

对于集合覆盖问题$目前国内外主要有两种处

理方法%一种是采用启发式算法&

:=!

'

#另外一种是采
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用精确算法或近似算法&
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$

各种算法的优缺点及

其对比将在后面介绍
$

本文将集合覆盖问题转换成二分图$再在二分

图上给出降阶规则$给出上界和下界子算法$最后结

合成一个新的降阶算法
$

!

!

问题及算法介绍

!!!

!

问题简介

集合覆盖问题是一个优化问题$其原型是多资

源选择问题
$

集合覆盖问题可以看作是图的顶点覆

盖问题的推广$它也是一个
9W

难问题
$

集合覆盖问题的一个实例5

[

$

Q

6由一个有限

集
[

及
[

的一个子集族
Q

组成
F

子集族
Q

覆盖了

有限集
[

$也就是说
[

中每一元素至少属于
Q

中的

一个子集$即
[U

9

'

,

Q

'F

对于
Q

中的一个子集
!

K

Q

$若
!

中的
[

的子集覆盖了
[

$即
[U

9

'

,

!

'

$则称

!

覆盖了
[F

集合覆盖问题就是要找出
Q

中覆盖
[

的最小子集
!

?

$使得
4

!

?

4

UH'&

1

4

!

@

!

K

Q

且
!

覆盖
[

(

$

!!"

!

问题转换

在算法处理之前$将该问题转换成二分图来进

行处理$转换方法如下%

将集合覆盖问题5

[

$

Q

6中
[

的每个元素作为

二分图的一个顶点子集
[

$把
Q

中的每个元素作为

二分图的另一个顶点子集
Q

$

Q

中的元素是集合
F

若

Q

中的元素
&

<

包含
[

中的元素
A

<

$则在
&

<

与
A

<

之间连线$否则不连线
F

这样处理后$得到一个图
\U

!

<

$

E

"$其中$

<U[

9

Q

$

EU

1!

A

$

&

"

4

A

,

[

$

&

,

Q

且
A

,

&

(

F

很

显然$图
\

是二分图
F

而原问题的求解变为在顶点

子集
Q

中找出一个最小的子集
!

?

$使得顶点子集

[

中的每一个顶点至少与
!

?中的顶点有一条边

相连
F

!!#

!

数学符号

为了方便描述$除了问题简介和问题转换中定

义的符号外$还定义如下符号%

*

表示二分图
\

中顶点集
[

中结点的个数#

H

表示二分图
\

中顶点集
Q

中结点的个数#

3

!

,

)

"表示结点
,

)

的度$其值为与
,

)

关联边

的条数#

S

!

,

)

"表示二分图中顶点
,

)

的邻点集$

S

!

,

)

"

U

1

,

X

4

!

,

)

$

,

X

"

,

E

(#

<

表示空集#

?

表示最小覆盖子集
!

?中元素个数的下界$即

4

!

?

42

?

#

9

表示最小覆盖子集
!

?中元素个数的上界$

即
4

!

?

41

9F

!!$

!

下界子算法

对
[

中的元素
A

)

$由于必须至少有
<

个集合覆

盖它$也就是说
!

?中至少有
<

个结点要与它关联$

因此
S

!

A

)

"至少有
<

个结点在
!

?中$故有下面的

下界子算法
$

)!)U<

#

*!

集合
/$H

:

3

(U

<

#

+!

若
)

+

*

或者
/$H

:

3

(

中元素的数量为
H

$

则整个算法结束并得到下界
?

#

,!

对
[

中的元素
A

)

$若
S

!

A

)

"

:

/$H

:

3

(U

<

$则
)U)Z<

$

?U?Z<

$

/$H

:

3

(US

!

A

)

"

9

/$H

:

3

(

并跳至第
(

步$否则执行
)U)Z<

并跳至第

4

步
$

算法中的
S

!

A

)

"

:

/$H

:

3

(U

<

说明目前还没

有集合覆盖
A

)

$

!!%

!

上界子算法

采用如下贪心算法求解上界
9

%

)!

令
\

:

为待处理的二分图$

[

:

U[

$

Q

:

UQ

#

*!9U;

$集合
/$H

:

3

(U

<

#

+!

若
[

:

为空集$则算法结束$否则跳至第

5

步#

,!

在
Q

:

中找出
<

个度最大的结点
&

<

$其中

&

<

,

Q

:

#

-!9U9Z<

$

/$H

:

3

(U/$H

:

3

(

9

1

&

<

($在

二分图
\

:

中删除结点
&

<

及其关联边$

Q

:

UQ

:

=

1

&

<

($删除集合
S

!

&

<

"中的结点及其关联边$

[

:

U

[

:

=S

!

&

<

"$修改对应结点的
3

!

,

)

"$跳到第
4

步
$

该子算法对图的删除操作都是在临时变量图

\

:

中进行的$不影响原来的二分图
$

!!&

!

降阶规则

规则
!

!

对顶点集
[

中度为
<

的结点
A

)

$其关

联边对应的另一个结点
&

X

一定在最小子集
!

?中
$

证明
!

因为度为
<

的结点
A

)

必须被某个集合

覆盖$而
A

)

仅仅只属于一个集合
&

X

$故要覆盖
A

)

$

则
&

X

一定在最小子集
!

?中
$

规则
"

!

对顶点集
Q

中的两个元素
&

<

和
&

:

$若

S

!

&

<

"

K

S

!

&

:

"$则可以将顶点
&

<

及其关联边从图

中删除而不会影响最小的子集
!

?求解
$

证明
!

因为
S

!

&

<

"

K

S

!

&

:

"$所以
&

<

所起到

;D!
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!

的覆盖作用完全可以由
&

:

来代替
F

代替后的覆盖功

能只会更强$而不会更弱$而目标函数最小子集
!

?

中的数量不变
F

因此可以把顶点
&

<

及其关联边从图

中删除而不会影响最小子集
!

?求解
$

在降阶的中间过程中$可能会出现度为
;

的结

点$也可能在
Q

中存在
<

个能覆盖
[

中所有结点的

子集合
&

<

$此时采用规则
!

和规则
"

来降阶
$

规则
#

!

在降阶的任何过程中$可以将顶点集

Q

中度为
;

的结点
&

<

直接从图中删除
$

证明
!

由于顶点集
Q

中度为
;

的结点
&

<

不能

覆盖任何结点$因此可以直接删除
$

规则
$

!

在降阶的任何过程中$若顶点集
Q

中

存在一个结点
&

<

覆盖
[

中的所有结点$则将
&

<

加

入到最小子集
!

?中
$

证明
!

由于此时
[

中还有结点没有被覆盖$故

至少需要在
Q

中找出一个子集合来覆盖$而能在
Q

中找到一个能覆盖
[

中的所有结点的子集合
&

<

$则

可以将
&

<

加入到最小子集
!

?中
$

其它的降阶方法在后面的算法中介绍
$

!!'

!

降阶算法

对于已经转成二分图的问题$采用如下算法进

行降阶%

)!

下界
?U;

$

!

?

U

<

#

*!

调用下界子算法求出下界
?

#

+!

按照规则
<

$对于
[

中度为
<

的结点
A

)

$把

其关联边对应的另一个结点
&

X

加到最小子集
!

?

中$

?U?=<

$并把结点
A

)

及其关联边从图中删除
F

将结点
&

X

)结点集合
S

!

&

X

"及其关联边从图中删

除$并修改对应点的度
3

!

,

)

"$修改变量
*

和
HF

这

样持续做下去$直到
[

中不存在度为
<

的结点

为止#

,!

按照规则
:

$对顶点集
Q

中的两个元素
&

<

和

&

:

$若
S

!

&

<

"

K

S

!

&

:

"$则可以把顶点
&

<

及其关联

边从图中删除并修改对应点的度
3

!

,

)

"$同时修改

变量
H

#

-!

若
5

中删除过结点$则跳到第
4

步$否则执行

下一步#

/!

采用规则
!

和规则
"

来降阶$调用上界子算

法求出上界
9

$若此时
9U?

$则令
!

<

为上界子算

法中的
/$H

:

3

(

$此时
!

?

U!

?

9

!

<

为最优解$整

个算法结束#

0

!

X

U;

#

=!

若
X

+

H

$则跳到第
.

步#

>!

对
Q

中的元素
&

X

$令
S

:

!

&

X

"为
S

!

&

X

"中度

为
:

的结点集合$若
S

:

!

&

X

"中结点数量大于等于

9

$则执行下一步$否则跳到第
&

步#

?

!

集合
/$H

:

3

(U

<

#

@!

把
S

:

!

&

X

"中每一个结点
,

)

的邻点集

S

!

,

)

"加到集合
/$H

:

3

(

中#

;!/$H

:

3

(U/$H

:

3

(=

&

X

!这里操作的含义是

假设
&

X

不在最小子集
!

?中"#

A!

若
/$H

:

3

(

的数量大于
9

$则把结点
&

X

加

到最小子集
!

?中$把结点
&

X

和结点集合
S

!

&

X

"从图

中删除$同时执行
HUH=<

$

*U*=

4

S

!

&

X

"

4

$

9U9=<

$并修改对应点的度#

B!

采用规则
!

和规则
"

来降阶#

X

U

X

Z<

$跳到

第
1

步#

9!

若在第
1

至
&

步中删除过结点$则跳到第
4

步$否则整个算法结束
$

此时
!

?中的元素是在最小

集合覆盖中的元素$若此时图为无边的空图$则得到

最小集合覆盖
!

?

$否则说明只是降低了问题的规

模和难度$但没有得到最终的最优解
$

算法中的第
'

到第
7

步是利用反证法降阶$即假

设
&

X

不在最小集合覆盖
!

?中时$若能判断此时要

加入到
!

?的元素个数大于上界
9

$则说明出现矛

盾$因此
&

X

一定在最小集合覆盖
!

?中
$

!!(

!

算法的时间复杂度分析

下面的分析$都是指在最坏情况下的时间复

杂度
$

问题转换的时间复杂度为
T

!

*H

"$下界子算

法为
T

!

*H

:

"$上界子算法为
T

!

*H

"$降阶算法的

第
4

步为
T

!

*

"$第
5

步为
T

!

*

:

H

:

"$第
1

步到第

&

步为
T

!

*

:

H

"$因此整个算法的时间复杂度为

T

!

*

:

H

!

"

$

"

!

示例分析

为了更清楚地了解算法的原理及应用情况$下

面给出
!

个示例来进行分析
$

示例
!

!

求图
<

!见下页"中图
\

的最小集合覆

盖$其中$

[U

1

2

$

?

$

(

$

3

$

$

$

&

$

%

$

1

$

)

$

X

$

D

$

#

($

QU

1

.

<

$

.

:

$

.

!

$

.

"

$

.

E

$

.

?

($

.

<

U

1

2

$

?

$

$

$

&

$

)

$

X

($

.

:

U

1

&

$

%

$

X

$

D

($

.

!

U

1

2

$

?

$

(

$

3

($

.

"

U

1

$

$

&

$

%

$

1

($

.

E

U

1

)

$

X

$

D

$

#

($

.

?

U

1

3

$

1

($该示例取自文献

&

<

'$文献&

<

'提供的近似算法
$

分析方法一%

23-

4

!

!

先把图
<

转成如图
:

!见下页"所示的

二分图#

<D!
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图
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示例
!

H5

I

J!

!

S.@/6.=1!

图
(

!

二分图

H5

I

J(

!

P5

A

67/5/1

I

76

A

0

!!

23-

4

"

!

调用下界子算法求出下界
?U!

#

23-

4

#

!

按照规则
<

$对于
[

中度为
<

的结点

#

$将其关联边对应的另一个结点
.

E

加到最小子集

!

?中$得
!

?

U

1

.

E

($

?U?=<U:

$并将结点
#

及其

关联边从图中删除$把结点
.

E

)结点集
S

!

.

E

"及其

关联边从图中删除$并修改对应点的度
3

!

,

)

"$修改

变量
*UV

和
HUE

$得到图
!

所示的图形#

图
&

!

二分图

H5

I

J&

!

P5

A

67/5/1

I

76

A

0

!!

23-

4

$

!

按照规则
:

$对顶点集
Q

中的两个元素

.

:

和
.

"

$由于
S

!

.

:

"

K

S

!

.

"

"$所以可以将顶点
.

:

及其关联边从图中删除并修改对应点的度
3

!

,

)

"$

同时修改变量
HUE=<U"

$得到图
"

所示的图形#

23-

4

%

!

按照规则
<

$对于
[

中度为
<

的结点

%

$把其关联边对应的另一个结点
.

"

加到最小子集

!

?中$得
!

?

U

1

.

"

$

.

E

($

?U?=<U<

$并将结点
%

及其关联边从图中删除$把结点
.

"

)结点
S

!

.

"

"及

其关联边从图中删除$并修改对应点的度
3

!

,

)

"$修

改变量
*U!

和
HU!

$得到图
E

所示的图形#

图
)

!

二分图

H5

I

J)

!

P5

A

67/5/1

I

76

A

0

图
'

!

二分图
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!

执行算法的第
/

步$求得上界
9U<

$此

时
9U?

$得到最优解
!

?

U

1

.

!

$

.

"

$

.

E

($整个算法

结束
$

分析方法二%

为了演示降阶算法中的第
1

到第
&

步$下面不

使用规则
:

来降阶$也不使用算法第
/

步中的
9U?

的方法来降阶
$

这里的第
<

$

:

$

!

步同分析方法一中的完全相

同$此时得到图
!

所示的图形
$

23-

4

'

!

执行算法的第
/

步$求得上界
9U:

#

23-

4

(

!

执行算法的第
'

步$对
Q

中的元素
.

!

$

S

:

!

.

!

"

U

1

2

$

?

$

(

$

3

(为
S

!

.

!

"中度为
:

的结点集

合$由于
S

:

!

.

!

"中结点数量大于等于
9

$则跳到算

法的第
b

步#

23-

4

*

!

执行算法的第
b

步$集合
/$H

:

3

(U

<

#

23-

4

!+

!

执行算法的第
Y

步$将
S

:

!

.

!

"

U

1

2

$

?

$

(

$

3

(中每个结点
,

)

的邻点集
S

!

,

)

"加到集合

/$H

:

3

(

中$得
/$H

:

3

(U

1

.

<

$

.

!

$

.

"

$

.

?

(#

23-

4

!!

!

执行算法的第
7

步$得
/$H

:

3

(U

/$H

:

3

(=

&

)

U

1

.

<

$

.

"

$

.

?

(

23-

4
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!

执行算法的第
H

步$

!

?

U

1

.

!

$

.

E

($

将结点
.

!

)结点集
S

!

.

!

"从图中删除$

HUH=<U

"

$

*U"

$

9U9=<U<

$得到图
?

#

23-

4
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!

执行算法的第
&

步$采用规则
"

来降

阶得到最优解
!

?

U

1

.

!

$

.

"

$

.

E

(

$

示例
"

!
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第
"

期 宁爱兵$等%集合覆盖问题降阶算法
!

图
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二分图
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分析%

由下界子算法求得
?U:

$当执行算法的第
/

步

时$由上界子算法求得
9U:

$由于
9U?

$因此$求

得最优解为
!

?

U

1

.

<

$

.

!

(

$

示例
#

!

[U

1

2

$

?

$

(

$

3

$

$

$

&

($

QU

1

.

<

$

.

:

$

.

!

$

.

"

$

.

E

($其中
.

<

U

1

2

$

?

($

.

:

U

1

2

$

&

($

.

!

U

1

3

$

$

($

.

"

U

1

(

$

$

($

.

E

U

1

?

$

(

$

3

(

F

分析%

73-

4

!

!

先将该问题转成如图
>

所示的二

分图#

73-

4

"

!

按照规则
<

$并将
.

:

加到最小子集
!

?

中$得
!

?

U

1

.

:

($将结点
.

:

)结点集
S

!

.

:

"及其关

联边从图中删除#

73-

4

#

!

按照规则
:

$将
.

<

及其关联边删除#

73-

4

$

!

再按照规则
<

$将
.

E

加到最小子集
!

?

中$得
!

?

U

1

.

:

$

.

E

($将结点
.

E

)结点集
S

!

.

E

"及

其关联边从图中删除#

73-

4

%

!

最后将
.

!

加到最小子集
!

?中$得到最

优解
!

?

U

1

.

:

$

.

!

$

.

E

($或者把
.

"

加到最小子集

!

?中$得到最优解
!

?

U

1

.

:

$

.

"

$
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E
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算法对比分析

对于集合覆盖问题$目前国内外主要有两种处

理方法%一种是启发式算法&

:

$

!

'

$启发式算法的优点

是能够快速得到可行解$其缺点是不能保证解是最

优解$也不能提供解的近似比#另外一种是采用精确

算法或近似算法&

<

$

"

'

$比如分枝定界法)回溯法等$

精确算法的优点是能得到最优解$但时间复杂度都

是指数级别的$难以处理规模较大的问题$近似算法

在近似程度上提供保障$但不能得到最优解
$

本降阶算法的优点在于利用问题的性质及上下

界来加快问题的求解速度$使原问题变为规模更小

的同性质的子问题$便于进一步的处理#不足之处在

于只能对部分实例问题求解得到最终解$对不能得

到最终解的问题实例还必须与其它方法结合起来才

能得到最终解$比如对于经过降阶算法处理后的子

问题$若规模较少$可以用分枝定界法来得到最优

解$若规模仍然很大$则可以用启发式算法来求解
$

$

!

结束语

集合覆盖问题是不具有多项式时间算法的
9W

难

题$本文提供的降阶算法能在一定程度上降低原问题

的求解规模与难度$而且在某些情况下$能直接得出问

题的最优解
$

该方法不仅可以单独使用$而且可以与其

它方法结合起来使用$从而加快问题的求解速度
$
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