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摘要!图的
1-*('*+

最小树问题是一个著名的
:Y

难题!在通讯网络"

9e1U

等工程实践中有着重要

的应用
%

在分析图的
1-*('*+

最小树问题数学性质的基础上!提出了图的
1-*('*+

最小树的竞争决策

算法
%

为了验证算法的有效性!求解了
MfEe(Q+3+

.

中的基准问题!测试结果表明了算法具有较好的

求解效果
%

关键词!竞争决策算法#

1-*('*+

最小树#图#降阶

中图分类号!

M;;!
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图的
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最小树 !
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a17Y

"问题是一个经典的组合优化问题$

该问题由
c3T(F(

和
e*)('

于
=C@=

年首次提出$

J3+

O

&

=

'在文献中证明了图的
1-*('*+

树问题在一般

情况下是
:Y

完全问题
%a17Y

问题有着广泛的应

用背景$例如通讯网络的设计(

9e1U

电路的设计(生
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然而由于
a17Y

问题的
:Y

难解性$

传统的精确型算法往往存在计算量大(迭代时间长

的缺点$甚至由于超出计算机的处理能力而无法求

解$在工程实践中求解规模较大的问题时$大多会寻

找一个高效可行的启发式算法
%

本文拟在分析
a17Y

问题数学性质的基础上$

使用数学性质对问题进行降阶处理$然后采用竞争

决策算法对降阶后的问题进行求解
%

!

!

竞争决策算法简介

竞争决策算法!

5/F

O

*-(-()*6*5(,(/'38

4

/+(-2F

$

b[N

"是近几年来提出的一种求解组合优化难题的

新型算法&

#>=<

'

$算法的原理详见文献&

#

'

%

自然界中

的竞争和决策都是在一定规则下进行$在竞争者的

实力(竞争者和环境间的关系(多个竞争者实力的差

距和初始竞争状态等多种因素的共同作用下$经过

多次竞争和决策后$使不同的竞争者分别占有一定

的资源而达到一种新的竞争状态$只要新的竞争状

态优于初始竞争状态$就能达到优化的目的
%b[N

算法吸收了达尔文+优胜劣汰,的进化思想以及演化

博弈论中有限理性竞争者的思想$通过构造一个或

多个具有有限理性的竞争者参与到对一个或多个资

源的竞争过程中$通过优胜劣汰的原则使一部分竞

争者获得资源而增加实力$一部分竞争者失去资源$

削弱实力甚至消亡
%

当算法通过竞争不能获得更优

的结果时$通过资源交换使算法进入下一轮的竞争
%

在理论方面$现在已给出了竞争决策算法的基本概

念和通用流程#在应用方面$已利用其通用流程实现

了一系列单目标
:Y

难题的算法&

?>C

'和多目标
:Y

难题的算法&

=<>==

'
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图的
*-&1,&5

最小树的竞争决策

算法
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问题介绍

考虑一个连通的无向简单图!无环无多重边的

图就称为简单图"

YW

!
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"$其中
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,
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$
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3是所有结点的集合$

VW

2

$
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$
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$/$

$

A

"为

所有边的集合
H

若边
$

R

的两个端点为
)

和
[

$则边

$

R

可记为!

)

$

[

"$边!

)

$

[

"的权值记为
)

!
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[

"且为

非负实数$若两结点无边相连则设置
)
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H

给定
;

的一个子集
J

@

;

$要求在图
Y

上寻找一棵

子树
4W

!

d

$
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"$使得

J
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且
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最小
%

则称
4

为图
Y

关于
J

的
1-*('*+

树
%

其中$属

于
J

的点称为正则点$不属于
J

的点称为非正则

点$也称
1-*('*+

点
%

需要强调的是任一棵
1-*('*+

树

必须包含所有的正则点
%

"""
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问题的数学性质分析

不同于其它启发式算法$竞争决策算法具有便

于结合问题本身性质的特性
%

对问题性质的分析$可

以在一定程度上实现问题的降阶$这将加快问题的

求解速度
%

在讨论
a17Y

问题的竞争决策算法之前$

先讨论问题本身的性质
%

定理
!

!

度为
=

的
1-*('*+

点$必定不在
1-*('*+

最小树中
%

证明 若
1-*('*+

点
,

.

的度为
=

且其在
1-*('*+

最小树上
%

此时若把点
,

.

及其关联边从图中删除$

仍然是一棵
1-*('*+

树且总权值更小$这与
1-*('*+

最小树权值最小相矛盾
%

因此得证
%

由定理
=

可知$可利用定理
=

对问题进行降阶

处理
%

在算法最开始$将所有度为
=

的
1-*('*+

点从

图中移除$此时可能会产生新的度为
=

的
1-*('*+

点$又可利用定理
=

降阶$直到图中不存在度为
=

的

1-*('*+

点为止
%

定理
"

!

度为
=

的正则点所关联边$必定在

1-*('*+

最小树中
%

证明
!

若度为
=

的正则点
,

/

的关联边不在

1-*('*+

最小树
4

0上
H

此时必无其它边使
,

/

与
4

0

相连$此时
4

0必定不连通的$这与
1-*('*+

最小树

的连通性相矛盾
%

因此得证
%

由定理
;

可知$可利用定理
;

对问题进行再次

降阶处理
%

在算法最开始$将所有度为
=

的正则点所

关联的边固定下来
%

定理
%

!

度为
;

的
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点
,

.

所关联结点为
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"$则正则点
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1-*('*+

最小树中#
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"$则边!

,

E

$

,

0

"必定不在
1-*('*+

最小

树中
%

证明
!

!"

用反证法证$若
1-*('*+

最小树包含

1-*('*+

点
,

.

%

由定理
=

可知
,

.

的两条边都在树

中$此时可以将结点
,

.

及其关联边从图中删除$用

更短的一条边!

,

E

$

,

0

"来替换这两条边且替换之

;?"
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!

后仍然是一棵
1-*('*+

树且总权值更小$这与

1-*('*+

最小树包含点
,

.

相矛盾$因此得证
%

#"

用反证法证$若
1-*('*+

最小树包含边!

,

E

$

,

0

"

%

此时!

,

.

$

,

E

"和!

,

.

$

,

0

"必不全在
1-*('*+

最

小树中$否则将形成回路
%

此时将!

,

E

$

,

0

"从图中

删除$且让边!

,

.

$

,

E

"和!

,

.

$

,

0

"全部在
1-*('*+

最小树中$此时仍然是一棵
1-*('*+

树且总权值更

小$这与
1-*('*+

最小树包含!

,

E

$

,

0

"相矛盾$因此

得证
%

定理
&

!

记
,

E

到另一结点
,

0

的最短路权值为

*
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"$则边

!
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$
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"必定不在
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最小树中
%

证明
!

用反证法证$若
1-*('*+

最小树包含边

!

,

E

$

,

0

"

H

此时用连接结点
,

E

和
,

0

的最短路上的

边替换之$仍然是一棵
1-*('*+

树且总权值更小$这

与
1-*('*+

最小树包含!

,

E

$

,

0

"相矛盾$因此得证
%
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算法原理

在
a17Y

问题的竞争决策算法中$将图上的所

有正则点作为竞争者竞争的资源
%

仅有一个非虚拟

竞争者
M

$它在算法开始仅占有包含一个正则点的

图$其它所有正则点由虚拟竞争者
U

所占有
H

竞争

者
M

在算法过程中按照竞争力函数和决策原则占

领其余的正则点$算法一直运行到竞争者
M

占有所

有的正则点
%

""&

!

基本符号及含义

为了方便描述$本文采用如下符号来表示%

;

为结点集#

*

为结点集的元素个数#

J

为正

则点的集合#

A

为正则点元素的个数#

)

&

)

$

[

'为边

!

)

$

[

"的权值#

,--./0

&

)

$

[

'表示结点
)

与
[

是否直接

有边相连#

,--./0

&

)

$

[

'

W-+L*

表示边 !

)

$

[

"选中在

1-*('*+

最小树上#

,--./0

&

)

$

[

'

W038,*

表示边 !

)

$

[

"

未被选中#

,--./0

-

/

&

)

$

[

'%

,--./0

&'的传递对称闭

包&

=;

'

$表明结点
)

与
[

是否能够到达!包含通过其

它结点中转到达"$若
,--./0

&

)

$

R

'

W-+L*

且

,--./0

&

R

$

[

'

W-+L*

$则
,--./0

&

)

$

[

'

W-+L*

#

*

(

+

&

)

$

[

'表示结点
)

与
[

最短路径上的边的权值之和#

'

表示所有已被竞争者
M

占有的正则点的集合#

'

*/

表示所有被竞争者
M

占有的非正则点的集合#

*

(

&

)

$

[

'表示结点
)

与
[

最短路径上的边的集合#

3F('

&

[

'表示正则点
[

与选中结点集
'

中最短路径

权值最小的权值
3F('

&

[

'

WF('

!

*

(

+

!

)

$

[

""

)

,

'

#

3F('

-

[

&

[

'表示选中结点集
'

的一个结点的编号$

其与顶点
[

的最短路径的权值最小#

B

"@$-

&

[

'表示

竞争者
M

对正则点
[

的竞争力
%

""'

!

算法的初始状态

在本算法中$共有
A

个初始状态
H

即竞争者
M

占有
A

个正则点中的一个
%

""(

!

竞争力函数'决策函数

!"

竞争力函数

本算法采用一个竞争力函数$其基本思想可描

述为%对所有未被选中的正则点$寻找其到
'

中结

点的最短路径$最短路径权值越小的结点竞争力越

大
%

其数学定义为

B

"@$-

&

[

'

F

G

*

(

+

&

)

$

[

'

!

)

,

'

$

[

,

!

J

G

'

"

<

!

[

,

2

'

!!

#"

决策函数

只采用一个决策函数$即选中竞争力函数

B

"@$-

&

[

'值最大的决策变量
%

若两个决策变量的

B

"@$-

&

[

'值相同时$则选择编号小的结点
%

"")

!

资源交换规则

在竞争决策算法中$当竞争进入了一个稳定状

态后$可以通过资源交换规则使竞争进入一个非稳

定的状态
%

对于一个已经找到的
1-*('*+

生成树$可

以通过增加一未选中的
1-*('*+

点或删除一已选中

的
1-*('*+

点来打破稳定状态$若这种交换能够得到

更好的解$则起到了进化的目的
%

""*

!

算法流程

图的
1-*('*+

最小树的竞争决策算法流程如下%

算法
!

b[N

-

a17Y

输入
*

为顶点个数#

A

为正则点个数#

)

&

)

$

[

'

为权值矩阵#

;

为顶点集#

J

为正则点集#

$3

%

$.

&

)

'

为顶点
)

邻接的所有边集
H

输出根据保留最优解的
,--./0

矩阵和
)

矩阵

得到
1-*('*+

最小树的路径和总权值
%

*-&

4

!

!

重复剔除整体上的劣质资源或重复固

定整体上的优秀资源

调用降阶子程序$按照定理
=

#

"

删除一定不在

1-*('*+

最小树上的结点和边资源
%

*-&

4

"

!

初始化

最大的竞争步数为
A>=

#初始状态个数
B

W

A

#计算各个节点间的最短路径并保留在
*

(

和
*

(

+

矩阵中
%

6-&

4

%

!

竞争(决策及资源交换

0/+

B

W=-/A

2

'W

2

,

B

3#

:

,

B

为第
B

个正则点的编号#

初始化
,--./0

为
038,*

#

根据邻接矩阵
,--./0

计算
,--./0

-

/

的邻接

!?"



!!!!!!!

上 海 理 工 大 学 学 报
;<=;

年 第
!"

卷
!

情况#

在当前
'

值下$计算每个未选中正则点的竞争

力函数值
%

*-&

4

%"!

!

本轮竞争阶段
=

%资源分配和争夺

阶段

选择竞争力函数最大的顶点编号$记为
6/-

-

=

$

并记
6/-

-

;W3F('

-

[

&

6/-

-

=

'

%

将结点
6/-

-

;

和
6/-

-

=

的最短路径上的边加入

到图中$并将经过的正则点加入到
'

中$非正则点

加入到
'

'-

中
%

修改相应结点的
,--./0

和
,--./0

-

/

矩阵的值#

重新计算一部分结点的竞争力函数的值!这里

只重新计算因为边
*

(

!

6/-

-

=

$

6/-

-

;

"上的边加入到

图中而发生变化的点"#

检查
'

中是否已经有
A

个结点$若不是则跳

转到
,-*

O

!%=

继续执行$否则跳转到
,-*

O

!%;

#

*-&

4

%""

!

本轮竞争阶段
;

%资源交换阶段

根据矩阵
,--./0

和权值矩阵得到
1-*('*+

最小

树的路径和总权值
%

执行
366:/6*

操作#

执行
f*F/)*:/6*

操作#

3

*-&

4

&

!

输出竞争决策得到的结果解

366:/6*

操作定义如下%

变量
$

0

=

$

$

0

;

$

$

0

!

分别用来保存预添加的非正

则结点关联的最短边(次短边以及两最短边端点最

短路径上的最重边#

/

0

W

\

#

遍历每一个不在
'

'-

中的
1-*('*+

点
,

.

%

!"

找到其关联的最短边
$

=

和次短边
$

;

$它们

的另一端点分别为
B

$

?

#

#"

根据
*

(

&

B

$

?

'找到最短路径上的最重边!即

权值最大的边"为
$

!

$其两个端点分别为
.

和
/

#

$"

记
/W)

!

$

=

"

X)

!

$

;

"

>)

!

$

!

"$若
/

#

<

$且
/

#

/

0

$则
$

0

=

W$

=

$

$

0

;

W$

;

$

$

0

!

W$

!

$

/

0

W/

#

若
/

0

9\

时$删除边
$

0

!

$添加边
$

0

=

和
$

0

;

%

f*F/)*:/6*

操作的定义如下%

遍历每一个在
'

'-

中的
1-*('*+

点
,

.

$其在图中

邻接的
R

个结点分别为
,!

=

$

,!

;

$/$

,!

R

$并记这些边

的权值之和为
>H

若将
,

.

删除时$则图变成了
R

个

不连通的子图
H

此时分别根据
,!

=

$

,!

;

$/$

,!

R

的传递

闭包集可以得到各个子图的结点集
H;

4=

$

;

4;

$/$

;

4R

分别表示子图的结点集$

V

4=

$

V

4;

$/$

V

4R

分别

表示子图的边集$且有
;

4=

=

;

4;

/

=

;

4R

W

,

$

;

4=

>

;

4;

/

>

;

4R

W;

$

V

4=

=

V

4;

/

=

V

4R

W

,

%

根据式
V

!

)

$

[

"

W

2!

1

$

%

"

-

@

!

1

$

%

"

# \

且权

值最小$结点
1

在子图
4

)

上$

%

在子图
4

[

上$

)

9

[

3用来寻找连通两个子图
4

)

和
4

[

的最短割边
H

若
R

个子图中存在
R<=

条最短割边时$计算
R<

=

条最短割边的权值$并与
>

比较大小$若小于
>

时$则执行删除操作
%

%

!

数值算例

为验证算法的有效性$采用
[*8

O

2(@%<

在
Yb

机上实现了该算法
%

本算法对大量的算例进行求解$

这些测试实例可以通过
2--

O

%00

O

*/

O

8*%Q+L'*8%35%

LT

0

#

F3,-

ii

Q

0

i

*Q

0

/+8(Q

0

0(8*,

下载$下面给出几个算

例的求解结果
%

算例
!

!

,-*('Q=%-R-

中的算例$其中结点个数

为
#<

$正则点个数为
C

$边的条数为
?!%

首先采用降阶子程序后$排除2

=

$

!

$

"

$

?

$

@

$

B

$

C

$

=<

$

==

$

=!

$

="

$

=#

$

=?

$

=C

$

;!

$

;#

$

;?

$

;C

$

!=

$

!;

$

!!

$

!B

$

!C

$

";

$

"!

$

"#

$

"?

$

#<

3这些结点$共排除
;B

个结

点
%

降阶后剩下的边数为
!;%

执行算法后得到的

1-*('*+

最小树的权值为
@C

$其连线为2

;>=B

$
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$
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$

=B>;;=B>;B
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$
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3

%

算例
"

!

,-*('Q@%-R-

中的算例$其中结点个数

为
@#

$正则点个数为
=!

$边的条数为
C"%

首先采用降阶子程序后$共排除
!C

个结点$结

点规模降低一半多$排除的结点为2

=

$

;

$

!

$

"

$

#

$

?

$

=<

$

==

$

=;

$
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$

=@

$
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$
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$
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$
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$
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$
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$
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$
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$
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$
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$
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$
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$

#<

$
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$

#"

$

#?

$

#@

$

#B

$

?;

$

?"

$

??

$

?B

$

?C

$

@=

$

@;

$

@!

$

@#

3

%

降阶后边的条数为
#;

$降阶后边

的规模也接近降低一半
%

执行算法后得到的
1-*('*+

最小树的权值为

===

$其连线为2

C>;!

$

C>;?

$

C>@<

$

=">"B

$
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$
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$
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$
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$
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$
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$
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$
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$

!B>?<

$

!B>?#

$
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$
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$
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$
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$

"">#;

$

"">?#

$

#C>?#

3

%

算例
%

!

,-*('5=%-R-

#

,-*('5=<%-R-

中的
=<

个

算例$这些算例中结点的个数均为
#<<%

表
=

为所求得的结果与文献&

;

'中公布的最优

解的比较$表中
*

表示结点的规模$

A

表示正则点

的规模$

-

$

-

表示边的规模
HT

0是竞争决策算法求得

的最优解
%
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第
#

期 熊小华$等%图的
1-*('*+

最小树的竞争决策算法
!

表
!

!

所求结果与文献%

(

&最优解的比较

H<JM!

!

T8D=2<5=J4=K44D#

0

<D-58A1=:8D5

8E24E424D@4

%

(

&

算例名称
问题规模

!

*

0

A

0

-

$

-

"

降阶后
!

*

0

A

0

-

$

-

"

T

0

文献&

;

'

最优解

b

=
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#
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;
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b

!
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b

"
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0
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0
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b

#
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0
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0
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0
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0
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b

?
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0

#

0
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0

#

0

B#< ## ##

b

@

#<<

0
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0

=<<< !B@

0
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0
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b

B

#<<

0

B!

0

=<<< !CB

0

B!

0

BB# #<C #<C

b

C

#<<

0

=;#

0

=<<< ";"

0
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0

C=? @=B @<@

b
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#<<

0
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0
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0
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0

C!? ==<! =<C!

从表中可以看出$通过
b[N

-

a17Y

算法对较大

规模的几个算例求得的解$基本上能接近最优解$有

的甚至优于公布的最优解
%

&

!

结束语

a17Y

问题是很多问题的原始模型$在工程实

践与科学研究中都有着非常重要的意义
%

但是由于

其
:Y

困难的特性$限制了精确算法对较大规模问

题的求解
%

竞争决策算法是一种能广泛应用于求解

各类组合优化难题的新型寻优算法$其通用性和实

用性都比较强
%

本文在对
a17Y

问题性质分析的基

础上$首先对问题进行降阶处理$这可以降低问题求

解的难度
%

然后提出用竞争决策算法的通用流程来

求解降阶后的
a17Y

问题$并用
[*8

O

2(

实现了算

法
%

为了测试算法的性能$本文求解了
MfEe(Q+3+

.

中
@B

个算例
%

实验结果表明$算法求解的速度与效

果都比较好
%
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