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0

G

)

,

d

$

!!

E

$

0

,

X

)

3

>

=

.

!!

易验证
-

)

!

)W=

$

;

$

!

"是
'

0上
bH+

OO

同余$使

得
'

0

-

)

分别同构于
!

)

$这里

!

=

F

9

!

>

2

=

=

3

>

2

=

;

3

!

;

F

9

;

>

9

!

>

2

=

=

3

!

!

F

9

=

>

9

;

>

9

!

H

!!

'

的
bH+

OO

-

)

集
U

)

为

U

=

F

V

!

'

0

"

>

9

=

>

9

;

U

;

F

V

!

'

0

"

>

9

=

#

U

!

F

V

!

'

0

"

使得
'WU

)

>

!

)

!

)W=

$

;

$

!

"成立
H

因为$

-

=

I-

;

I

-

!

$所以$

'

0的
bH+

OO

根
-

5+

被
-

!

包含
H

因为$

!

!

是

'

0的最大
bH+

OO

子半群$所以$可推得
-

5+

W

-

!

H

在

下面的引理
!

中将指出
-

!

W

#

H

于是$由引理
=

的
6

可知$

-

5+

是强的
H

性质
7

!

对半群
'

$下列命题成立%

!"'

是
bH+

OO

的当且仅当
-

5+

W=

.

是
'

的强

bH+

OO

根同余$当且仅当2

<

3是
'

的强
bH+

OO

根

理想
%

#"

-

5+

!或
U

!

'

""是
'

的强
bH+

OO

根!或集"当

且仅当
-

5+

是
'

的最小
bH+

OO

根同余且
-

5+

集存

在$当且仅当
!

是
'

的最大
bH+

OO

子半群$其中$

!

满足
'WU

!

'

"

>

!

且
!

同构于
'

0

-

5+

%

$"

令
-

是
'

的
bH+

OO

同余$则
-

0

-

5+

是
'

0

-

5+

的
bH+

OO

同余
%

%"

对于
'

的
bH+

OO

同余
-

$设
X

是
'

的
bH+

OO

-

集$如果
V

!

'

"

@

X

$则
X

是
'

的子半群
%

&"

令
-

*

(-

是
'

0

-

5+

的
bH+

OO

根$则
-

*

(-

W=

'

0

-

5+

%

证明
!

!"

令
X

是
'

的
-

5+

集$则由
-

5+

和
X

的定

义$

-

5+

W=

.

当且仅当
XW

2

<

3$如果
'

是
bH+

OO

的$

显然$2

<

3是
'

的
bH+

OO

理想
H

反之$由文献&

C

'的定

理
;H!?

$如果2

<

3是
'

的
bH+

OO

理想$那么$

'

02

<

3

W'

?

2

<

3

>

2

<

3

W'

是
bH+

OO

半群
%

#"

由
-

5+

和商半群
'

0

-

5+

的关系和文献&

C

'的定

理
=H@

$命题显然成立
H

$"

由文献&

=<

'的定理
#%?

$

'

0

-

5+

同构于!

'

0

-

5+

"0!

-

0

-

5+

"且
'

0

-

是
bH+

OO

$所以$

-

0

-

5+

是
'

0

-

5+

上的
bH+

OO

同余
H

%"

令
'WX

>

!

且
!

同构于
'

0

-

X

$设
2

$

D

,

X

$

则
2

-

X

$

D

-

X

是
'

0

-

X

的 两 个 幂 等 元$所 以$

!

2

-

X

"!

D

-

X

"

W2D

-

X

也是
'

0

-

X

的幂等元
H

如果
2D

,

!W

>

!,

d

9

!

$这里
9

!

是
$>

左可消幺半群$

!,

d

且

d

是半格$因为$

!

同构于
'

0

-

X

$所以$对于
!,

d

$

2D

,

9

!

$且
2D

是
9

!

的幂等元
H

因此$

2D

,

9

!

=

V

!

'

"$由
V

!

'

"

@

X

$有
2D

,

X%

&"

由式!

;

"$

-

5+

W

=

!,:

-

!

$得

=<#
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!"

卷
!

-

*

(-

F

=

!

,

:

!

-

!

0

-

5+

"

@

-

!

0

-

5+

F-

5+

0

-

5+

F

=

'

0

-

5+

!!

引理
9

!

对于没有零元的左
bH+

OO

半群
'

0

$

由式!

=

"定义的
#

是最小
bH+

OO

同余$即
-

5+

W

#

H

证明
!

设
-

是
'

0上的
bH+

OO

同余$令!

E

$

0

"

,#

$则存在
&

,

=

!

WV

!

0

X

"使得
EW

&0

$

E

-

W

!

&

-

"!

0

-

"

H

因为$

&

-

是
'

0

0

-

的某个
$>

左可消幺半

群的单位元$所以$得到
E

-

W

0

-

$即!

E

$

0

"

,-

$从而

#@-

$即
#

是
'

0上的最小
bH+

OO

同余
H

由性质
=

$

'

的
bH+

OO

根
-

5+

是
#

%

由引理
!

可知$强
bH+

OO

根对一些半群类是存

在的
H

由引理
!

$可以进一步描述
-

5+

的特征
%

引理
;

!

设
'

是左
bH+

OO

半群$这里
'W

'

0

>

2

<

3且
'

0

W

>

!,

d

!

X

!

g=

!

'

!

"是左零带
X

!

和
$>

左可消幺半群
=

!

'

!

!有单位元
X

!

$

!,

d

"的直积的

半格$则

!"

-

5+

是强的$并可表为

!-

5+

W

2!!

$

$

E

"$!

&

$

0

""

,

'g'

G!,

d

*

$!!

$

$

E

"$

!!

!

&

$

0

""

,

!

X

!

g

2

=

!

3"

g

!

X

!

g

2

=

!

3"3

>

=

'

#"'

0

-

5+

同构于
!W

>

!,

d

!2

<

3

g=

!

'

!

"

>

2

<

3

%

$"U

!

'

"

WV

!

'

"是左零带的半格
%

证明
!

!"

令

-F

2!!

$

$

E

"$!

&

$

0

""

,

'

i

'

G!

,

d

*

$!!

$

$

E

"$

!

&

$

0

""

,

!

X

!

i

2

=

!

3"

i

!

X

!

i

2

=

!

3"3

则由文献&

@

'可知$

-

是
'

上的同余
H

令!!

$

$

E

"$!

&

$

0

""

,-

$则!

$

$

&

"

,

X

!

gX

!

且
EW

0

W=

!

!

G!,

d

*

"

H

因为$

X

!

是左零带$由
$

$

&

,

X

!

所以$

$W$

&

且
$

,

=

!

WV

!

&

X

"$即!!

$

$

=

!

"$!

&

$

=

!

""

,#

$这里
#

由式

!

=

"定义
H

若!

$

$

E

"

W

!

&

$

0

"$显然$

$W

&

$

EW

0

H

相

反地$若!!

$

$

E

"$!

&

$

0

""

,#

$令!

$

$

E

"

W

!

%

$

T

"!

&

$

0

"$其中$!

%

$

T

"

,

=

!

WV

!!

&

$

0

"

X

"$得!

&

$

0

"

,

X

!

g'

!

$

TW=

!

H

由!

$

$

E

"

W

!

%

$

T

"!

&

$

0

"$得!

$

$

E

"

,

X

!

g'

!

H

若!

&

$

0

"

,

X

!

g

2

=

!

3$则显然!

$

$

E

"

,

X

!

g

2

=

!

3$所以$!!

$

$

E

"$!

&

$

0

""

,-

H

若!

&

$

0

"

H

X

!

g

2

=

!

3$则由
TW=

!

$得
EWT

0

W=

!

0

W

0

,

=

!

'

!

H

因

为$

X

!

g

2

=

!

3是左零带$得
$W

%&

W

%

$从而
&

W$

$于

是!!

$

$

E

"$!

&

$

0

""

,

=

'

H

综合得$!!

$

$

E

"$!

&

$

0

""

,-

H

由性质
=

$

-

W

#

W

-

5+

$由定理
=

的
6

$

-

5+

是强的
%

#"

因为
!W

>

!,

d

!2

<

3

g=

!

'

!

"

>

2

<

3是
'

的

bH+

OO

子半群且
'WV

!

'

"

>

!

$令映射
.

%

'

0

-

5+

J

!

为

!!

$

$

E

"

-

"

.F

<

$ !

$

$

E

"

F

<

!

<

$

=

!

"$ !

$

$

E

"

,

X

!

i

2

=

!

3!

A!

,

d

"

!

<

$

E

"$ !

$

$

E

"

H

X

!

i

2

=

!

3!

A!

,

d

2

*

+

"

经验证知
.

是双射且保运算
H

因此$

.

是同构映射$

即
'

0

-

5+

同构于
!%

$"

由
Q

和
-

>

集的定义$知
U

!

'

"

WV

!

'

"是左

零带的半格
%

由引理
"

和引理
=

$可得定理
=

定理
7

!

对于充足
H+

OO

半群
'

$下列条件是等

价的%

!"'

是左
bH+

OO

#

#"bH+

OO

根
-

5+

W

#

是强的$且
U

!

'

"

WV

!

'

"

是左零带的半格
%

根据引理
=

的
*

和
0

$没有零元的右
b+

OO

半群

'

=

同构于一个右零带和一个
b+

OO

半群的
,

O

('*6

积#一个完备
+

OO

半群
'

;

同构于一个正规带和一个

b+

OO

半群
,

O

('*6

积
%

类似于定理
=

$相应地$可证右

b+

OO

和完备
+

OO

半群上相关结论
%

下面的定理
;

和

定理
!

的证明类似于定理
=%

定理
8

!

在有零元的充足
+

OO

半群
'

上$下列

条件是等价的%

!"'

是右
b+

OO

#

#"U

!

'

"

WV

!

'

"是右零带的半格$

3

W

2!

E

$

0

"

,

'g'

-G

&

,

V

!

0

X

"$

EW

0&

3

W

-

5+

是强的
H

定理
9

!

在没有零元的充足
+

OO

半群
'

上$下

列条件是等价的%

!"'

是完备
+

OO

半群#

#"U

!

'

"

WV

!

'

"是正规带$且

/

W

2!

E

$

0

"

,

'g'

-G

$

$

&

,

V

!

0

X

"$

EW$

0&

3

W

-

5+

是强的
H

+

=

.

是
'

上的
bH+

OO

同余,与+

-

5+

W=

'

,是不相

同的$因为$在
-

5+

W=

'

中$

-

5+

不一定是
'

上的

bH+

OO

同余
%

这就说明了定义
!

的必要性
%

定义
9

!

对于半群
'

$如果
-

5+

W

=

!,:

-

!

W=

.

$这

里$对
!,:

$

-

!

是
'

上的
bH+

OO

f**,

同余$则称
'

为半
bH+

OO

半群
%

由性质
=

可知$一个
bH+

OO

半群是半
bH+

OO

#

对任意半群
'

$

'

0

-

5+

总是半
bH+

OO

%

"

!

半
(@5

44

半群

根据文献&

=<

'中的引理
#%==

$本文将从半群

'

!

!

!,:

"的
<

直积半群
'

的定义开始探讨$即讨

论
'

为
'

!

!

!,:

"的笛卡尔积关于笛卡尔乘法构成

的半群
H

为了简便$将
'

记作
'W

7

!,:

'

!

$对
E

$

0

,

'

$记
EWg

!,:

E

!

$

0

Wg

!,:

0

!

$则
E

0

Wg

!,:

E

!

0

!

$

'

的零

;<#



!

第
#

期 高振林$等%半群的
bH+

OO

根和半
bH+

OO

半群
!

元记作
<Wg

!,:

<

!

$这里$

<

!

是
'

!

的零元
H'

的元
EW

g

!,:

E

!

是非零的$若至少存在一个
!,:

满足
E

!

9

<H

一般地$

'

!

与
'

(

!

!9(

"之间不必有乘法
%

令
=

是
<

直积
'W

7

!,:

'

!

的子半群$现引进
<

子直积半群的概念
H

定义
;

!

若
=

满足条件!

I

"$则称
=

为
'

!

!

!,:

"的
<

子直积半群
H

!

I

"

!

!

A!,:

"存在满同态映射
3

!

%

=

J

'

!

!

3

!

称为
!

>

射影"

%

引理
<

!

对于
'

!

!

!,:

"的
<

子直积
=

$令
3

!

是
!

>

射影$则

!"

存在
=

上的
f**,

同余
-

!

满足
=

0

-

!

K

'

!

H

#"

对
D

$

/

,

=

$若对
A!,:

$

D

3

!

W/

3

!

$则
DW/H

证明
!

!"

记
-

!

W

2!

E

$

0

"

,

=g=

-

E

3

!

W

0

3

!

3$

显然$

-

!

是
=

上的同余
H

令
.

为
=

0

-

!

到
'

!

上的映

射$使得!

E

-

!

"

.

WE

3

!

H

因为$

3

!

是
!

>

射影$所以$

=

3

!

W'

!

H

因此$对
A

.

!

,

'

!

$存在
E

,

=

满足
E

3

!

W

.

!

H

因此$存在
E

-

!

,

=

0

-

!

满足!

E

-

!

"

.

WE

3

!

W.

!

H

因

此$

.

是满射
H

如果
E

3

!

W

0

3

!

$那么!

E

$

0

"

,-

!

H

!

E

-

!

"

.

W<

*

W

!

0

-

!

"

.

$所以$

.

是单射
H

因此$

.

是双

射
H

显然$对
E

-

!

$

0

-

!

,

=

0

-

!

$!!

E

-

!

"!

0

-

!

""

.

W

!!

E

0

"

-

!

"

.

W

!

E

0

"

3

!

WE

3

!

.

0

3

!

W

!

E

-

!

"

.

.

!

0

-

!

"

.

$推得
.

是
=

0

-

!

到
'

!

上的同构映射
H

令
X

!

W

J*+

3

!

$则
X

!

是
=

的理想$满足
-

!

W

!

X

!

gX

!

"

>

=

.

$

因此$

-

!

是
=

上的
f**,

同余
%

#"

由文献&

=<

'中的定理
#%@

$结论显然成立
%

推论
7

!

对于
'

!

!

!,:

"的
<

子直积
=

$令
3

!

是
!

>

射影$则存在
=

的理想
X

!

$使得
=

0
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