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混沌优化算法求解犓犲狆犾犲狉方程

杨玲玲，　马　良
（上海理工大学 管理学院，上海　２０００９３）

摘要：利用混沌运动的遍历性、随机性及规律性等特点，对犓犲狆犾犲狉方程设计了一种混沌优化算法，

对其进行求解，并在计算机上予以实现．该算法易于实现且时间复杂度较小，在计算效率上有一定

优势．经过一系列数值实验测试，验证了混沌优化算法对犓犲狆犾犲狉方程求解的可行性，并将计算结果

与已有解法所得结果相比较，表明了该算法对此方程的有效性．
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１　问题的提出

１６１９年犓犲狆犾犲狉首次推导出了犓犲狆犾犲狉方程，该

方程在物理、数学领域，特别是在经典天体力学研究

中都起着重要作用．

在天体力学和轨道计算中，求解犓犲狆犾犲狉方程

犳（狓）＝狓－犲狊犻狀狓－犕 ＝０ （１）

是经常遇到的问题，即在给定平近点角犕（０≤犕≤

π）和偏心率犲后去求偏近点角狓
［１］．在椭圆轨道情

况下，０≤犲≤１．由于方程中含有超越函数狊犻狀狓，因

此，犓犲狆犾犲狉方程是个超越方程，这意味着狓无法用

代数方法求出，只能用数值分析或级数求解，这就要

求犓犲狆犾犲狉方程在实际求解中应尽可能地接近真值．

超越方程常用迭代方法求解，目前应用较多的

数值迭代方法是不动点迭代法或牛顿迭代法，但前

者收敛速度慢，后者在选取初值上要求较高，而且每

次都要计算导数值［２］．

在实际应用中，由于对上千万年的天体轨道作积

分需要反复求解犓犲狆犾犲狉方程，计算量大且耗时，因此，
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研究快速求解犓犲狆犾犲狉方程的方法具有重要的意义
［３］．

本文试图使用一种智能优化算法———混沌优化算法

求解犓犲狆犾犲狉方程，探索从新的角度求解此类问题．

２　现有解法

尽管犓犲狆犾犲狉方程的提出已近４个世纪，但因其

重要性而一直是研究的重要课题．每１０～２０年就会

提出一个新的求解方法．犖犵
［４］在１９７９年提出一立

方收敛的方法．

狓狀＋１＝狓狀－
犳（狓狀）

犳′（狓狀）
１＋
犳（狓狀）犳″（狓狀）

２犳′（狓狀）［ ］２
（２）

　　１９８３年犇犪狀犫狔和犅狌狉犽犪狉犱狋提出了具有立方收

敛性的犎犪犾犾犲狔方法．

狓狀＋１＝狓狀－犳（狓狀 ［） 犳′（狓狀）－犳（狓狀）犳″（狓狀）２犳′（狓狀 ］）
（３）

　　同时，他们基于该方法提出了四次方和五次方的

收敛性方法［５］．犆狅犾狑犲犾犾，犅犪狋狋犻狀和犞犪犾犾犪犱狅分别提出的

方法也是以迭代或级数展开为基础的经典方法［６］．

３　算法设计

混沌运动具有遍历性、随机性及规律性等特点，

它能在一定范围内，按其自身规律不重复地遍历所有

状态［７］．李兵和蒋慰孙
［８］选用犔狅犵犻狊狋犻犮映射做算法

犪狀＋１＝μ犪狀（１－犪狀） （４）

式中，μ为控制参量，取μ＝４．

设０≤犪０≤１，狀＝０，１，２，…，当μ＝４时，系统

完全处于混沌状态，运用载波的方式将混沌状态引

入至优化变量中，同时将遍历范围放大到优化变量

的取值范围，然后利用混沌变量进行搜索［８］．文献

［８］中介绍了算法的基本步骤．

针对犓犲狆犾犲狉方程设计下面的算法．

犛狋犲狆１　等价转换式（１）．

犿犻狀犉（狓）＝犿犻狀犳
２（狓）＝

犿犻狀（狓－犲狊犻狀狓－犕）２≥０ （５）

　　将求解式（１）的问题转化为求狓，使得目标函数

犉（狓）＝（狓－犲狊犻狀狓－犕）２的值最小．

犛狋犲狆２　确定狓的取值范围．

已知０≤狓≤２π，进一步来说，在文献［９］中得出

结论

犕 ≤狓≤犕＋犲

　　因为犳′（狓）＝１－犲犮狅狊狓≥０恒成立，０≤犲≤１，

函数犳（狓）单调递增，同时

犳（犕）＝犕－犲狊犻狀犕－犕 ＝－犲狊犻狀犕 ≤０

犳（犕＋犲）＝（犕＋犲）－犲狊犻狀（犕＋犲）

－犕 ＝－犲（１－狊犻狀（犕＋犲））≥０

故可得出犕≤狓≤犕＋犲．犳（狓）的图像如图１所示．

图１　犳（狓）的图形

犉犻犵．１　犌狉犪狆犺狅犳犳（狓）

　　犛狋犲狆３　初始化．

设置犽＝１，犪０，最大迭代次数狀．

犛狋犲狆４　根据式（４），产生混沌变量犪犻．通过式

（６），利用载波方式将混沌变量放大到相应优化变量

在犛狋犲狆２中所得到的取值范围．

狓犻＝犲犪犻＋犕 （６）

　　犛狋犲狆５　如果犉（狓犻）＜犉，那么犉＝犉（狓犻），

狓＝狓犻；否则，放弃狓犻．

犻＝犻＋１

　　犛狋犲狆６　如经若干次搜索后保持不变，则按式

（７）进行第二次载波．

狓（犽）＝狓＋α犪犽 （７）

式中，狓为当前最优解；α为较小的调节常数，本文

中取小于１的常数．

犛狋犲狆７　如果犉［狓（犽）］＜犉，那么犉 ＝

犉［狓（犽）］，狓＝狓（犽）；否则，放弃狓（犽）．

犽＝犽＋１

　　犛狋犲狆８　当达到最大迭代次数时，终止搜索，输

出最优解狓，犉．

不难估算，该算法的时间复杂度为犗（狀），狀为

最大迭代次数．

４　数值测试

为检验求解效果，进行了一系列数值测试计算，

并与已有方法进行比较．实验所用的硬件为犘犲狀狋犻

狌犿（犚）４犆犘犝２．８０犌犎狕，２５６犕犅内存的微机，软件

为犠犻狀犱狅狑狊犡犘操作系统和犕犪狋犾犪犫７．０运行环境．

在现有文献中，大多数计算实例是在犕＝０和

犲＝１附近进行的，因为，在这一点有犳′＝犳
″＝０，在

８１５
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运用传统方法时容易导致解法不收敛，本文首先求

解了这类情况，现列出部分结果．表１和表２分别列

出了迭代次数为１０００和１００００时，在临界情况（零

平近点角和等于１的偏心率，即犕＝０，犲＝１）附近

的测试结果，混沌初值犪０＝０．２０１７．

表１　最大迭代次数为１０００时的结果

犜犪犫．１　犚犲狊狌犾狋狊狅犳狀＝１０００

犲
犕＝０．００１

狓 犉

０．９００００ ０．００９８３３９７８３７２７８ ２．７０９１５５０３５８１９１７８犲－０１０

０．９９０００ ０．０８８７６５５１５９５８１２ ９．０７５８８４８４８９３６０４２犲－０１２

０．９９９００ ０．１６９４９７５６１９２１３４ ４．３６１１４８４１８０６４９７２犲－０１０

０．９９９９０ ０．１８０５４３３６２２５０２９ ７．９０６３９３８３１２３６８０３犲－０１２

０．９９９９９ ０．１８２０５８７９６７２２８１ ３．４５８０５７９４７７９７５２１犲－０１１

从表１和表２中可以看出，迭代次数越大，求解

精度越好．由于算法的时间复杂度较低，算法的运行

时间基本可以忽略不计．

文献［１０］中指出，用改进的牛顿法求解时可能

表２　最大迭代次数为１００００时的结果

犜犪犫．２　犚犲狊狌犾狋狊狅犳狀＝１００００

犲
犕＝０．００１

狓 犉

０．９００００ ０．００９９９８０７４９２２３０ １．８１４３２０２２０８２１４７８犲－０１５

０．９９０００ ０．０８８５７１９１８５９１３２ １．０４７８６８４１６８０９７４１犲－０１３

０．９９９００ ０．１７０９１３３１０６０００５ ９．４０１７１９０６８４０６６５２犲－０１３

０．９９９９０ ０．１８０７５６４４３８６８３３ ４．５７７５９１３１７４９２１４４犲－０１３

０．９９９９９ ０．１８１７７８７３８５２６０３ １．５７８４２０２５８５７９８６７犲－０１２

收敛至一个或多个错误的值，例如，当犕＝１．３４７，

犲＝０．６６，迭 代 序 列 在 ０．４４８９０２，０．３５４７２１，

０．４６９９４６和０．３６２７５１这４个值上循环，而此时的

正确解是１．９５８１１
［１０］．所以，本文也对该情况进行

了求解，求解结果为

狓 ＝１．９５８１１９４１１２８０２４

犉 ＝９．８３３６６７２１３８５４３６９犲－０１１

　　本文还测试了文献［３］和文献［１０］中的一些算

例，结果如表３所示．

表３　部分算例测试结果

犜犪犫．３　犘犪狉狋狅犳狋犲狊狋狉犲狊狌犾狋狊

犕，犲 狓 犉

犕＝０，犲＝０．１ ６．８０４１６８８０１４４３１５２犲－００９ ３．７５００３３７５９３６１１２０犲－０１１

犕＝０，犲＝０．５ ３．４０２０８４４００７２１５７６犲－００８ ２．８９３５４４５６７４０８２７２犲－０１６

犕＝０，犲＝０．９５ ６．４６３９６０３６１３７０９９４犲－００８ １．０４４５６９５８８８３４４１４犲－０１７

犕＝０．７９９，犲＝０．７５ １．５４８８１９０５２０７５６５ ２．９１９８８６５５４７６４１６２犲－０１４

犕＝２．５７７，犲＝０．５２３８ ２．７６８１２４４８０６４７７６ ３．１５６６９２６８５０２４６０９犲－０１０

犕＝０．４５，犲＝０．６２ ０．９５６７２６９５７１４８３０ ２．７６７１２６５１９９２１１１０犲－０１１

　　测试结果表明，混沌优化算法对于犓犲狆犾犲狉方

程求解的有效性，该算法较低的时间复杂度提升了

运算的效率，且免除了多次求导的复杂运算，避免

了在临界状态容易不收敛的缺点．

５　结　论

常见的求解犓犲狆犾犲狉方程的方法是简单迭代

法、牛顿法等经典方法，本文运用智能优化方

法———混沌优化算法求解该问题．算法的时间

复杂度较低，具有较高的运算效率，同时避免了

传统方法中多次求导等复杂计算，且取得了满

意的结果．对于 犓犲狆犾犲狉方程，本文所给出的混

沌优化算法是一种简单而又快速地获得有效解

的途径．
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