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摘要：在位势流模型下，研究了超音速气流过二维斜坡的弱激波解的存在唯一性．该问题的关键是证明

其相应线性问题的先验能量估计．先通过部分速度图变换，将拟线性双曲方程的自由边值问题化简为固

定边值问题，然后通过待定系数法，选择适当的积分因子，进行分部积分，结合问题本身的边界条件，获得

了相应线性犌狅狌狉狊犪狋问题的能量估计．从而用相对简单的方法获得了与文献［１－２］类似的结果．
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　　讨论的问题来自空气动力学中的超音速流经

过机翼的绕流问题，其数学上的简化问题就是超

音速流经过斜坡的绕流问题．当定常的超音速流

通过一个斜坡，且斜坡的角度小于临界角时，在斜

坡的顶端产生一个附着激波，激波后的流体可以

是超音速的或亚音速的．这时分别对应着一个弱

激波或强激波，当来流是均匀状态时，这两类激波

的位置可以通过激波极线给出［３］．对于弱激波，二

维的情形文献［１－４］都研究过相关问题．文献［１］

中对拟线性双曲组用沿特征线积分的方法获得解

的局部存在性和整体存在性，以及相关的唯一性．

本文也是针对二维弱激波的情形，对一类双曲型

方程犌狅狌狉狊犪狋问题的边值问题，利用能量积分的方

法获得相关问题的解的能量估计．从而证明了和

文献［１－２］相类似的结论，为今后研究超音速流

经过退化斜坡的问题作准备．
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１　问题的化简

考虑等熵、无旋、定常的超音速流通过二维斜

坡，其运动可用方程描述为

犱犻狏（ρ狌）＝０ （１）

１
２
狘狌狘

２
＋ 犺（ρ）＝０ （２）

式中，狌＝（狌，狏）为流体速度；ρ为流体密度；犺（ρ）

为焓，满足状态方程犺′（ρ）＝
犮２（ρ）

ρ
，其中，犮为局

部音速，满足犮２＝
犱狆
犱ρ
（ρ，狊０）．

由无旋假设可知，存在速度势函数φ∈犆２满足

φ＝（狌，狏），代入式（２），积分可得

１
２
狘 φ狘

２
＋犺（ρ）＝犆 （３）

其中，犆为常数，此方程即为犅犲狉狀狅狌犾犾犻方程．

由犺′（ρ）＞０，可以解出ρ＝犎０（ φ）＝

犺－１（犆－
１
２
｜ φ｜

２），代入式（１）可得

（犎０φ狓）

狓
＋
（犎０φ狔）

狔
＝０ （４）

可以验证，对于超音速流，这是一个守恒律形式的二

阶拟线性双曲型偏微分方程，考虑的是弱激波解的局

部存在唯一性，即是已知来流状态，求解弱激波右边

的流体状态．由激波的犚－犎条件以及物面上滑移边

界条件，即可证明自由边值问题解的存在唯一性

ρφ＋狓
狓
＋
ρφ＋狔
狔

＝０，　在Ω＋内

ψ
狓
［犎１］＋

ψ
狔
［犎２］＝０，　在ψ＝０上

φ－＝φ＋，　在ψ＝０上

ψ（０，０）＝

烍

烌

烎０

（５）

其中，犳（狓，狔）＝０为斜坡面；ψ（狓，狔）＝０为激波

面；φ－，φ＋分别为激波左右边的流体速度位势；

犎１＝φ狓ρ，犎２＝φ狔ρ，［犎１］＝犎
＋
１ －犎

－
１，［犎２］＝

犎＋
２ －犎

－
２；Ω＋为夹于激波面和斜坡之间的区域．如

果激波和斜坡面可以分别记为狔＝犵（狓），狔＝

犳（狓），则Ω＋＝｛（狓，狔）｜狓＞０，狔＞０，犵（狓）＞狔＞

犳（狓）｝．因为讨论的是局部解的存在性，为了简化计

算，假设斜面为狔＝狓狋犪狀θ，激波面为狔＝狓狋犪狀（θ＋

β），其中θ为斜坡顶角，β为激波面与斜坡的夹角．

与文献［２］类似通过３步，对式（５）进行化简：

第一步

考虑到方程的旋转不变性，将斜坡看成狓轴，

即将坐标轴逆时针旋转角度θ．不致误解，仍用狓，狔
和ψ（狓，狔）＝０表示新的坐标和新的激波面，且注意

到此时的背景解为φ
－
０＝狇０犮狅狊θ·狓－狇０狊犻狀θ·狔，

φ
＋
０ ＝狌０·狓，而原来的问题化为

ρφ＋狓
狓
＋
ρφ＋狔
狔

＝０，　在Ω＋内

ψ
狓
［犎１］＋

ψ
狔
［犎２］＝０，　在ψ＝０上

φ－＝φ＋，　在ψ＝上

φ＋狔 ＝０，　在狔＝０上

ψ（０，０）＝

烍

烌

烎０

（６）

第二步

将φ
－光滑延拓到Ω＋，即激波的右方区域，令

φ＝φ
－－φ

＋，由ψ（狓，狔）＝０时，φ（狓，狔）＝０，φ≠

０，此时可用φ（狓，狔）＝０代替ψ（狓，狔）＝０确定激

波的位置，从而把原来的自由边值问题转化为固定

边值问题．

ρ（φ－狓－φ狓）

狓
＋
ρ（φ－狔－φ狔）

狔
＝０，　在Ω＋内

φ
狓
［犎１］＋

φ
狔
［犎２］＝０，　在φ＝０上

φ－狔－φ狔 ＝０，　在狔＝０上

φ（０，０）＝

烍

烌

烎０

　（７）

第三步

对犉犅犞犘３运用部分速度图变换

Π：
狓′＝φ（狓，狔）

狔′＝｛ 狔
这是一个可逆变换，其逆变换为

Π
－１：
狓＝狌（狓′，狔′）

狔＝狔｛ ′

由变换得

狓′＝φ（狓，狔）＝φ（狌（狓′，狔′），狔′） （８）

对式（５）两边直接求导，可得

φ狓 ＝
１
狌狓′
，φ狔 ＝

－狌狔′
狌狓′

，φ狓狓 ＝
－狌狓′狓′
（狌狓′）３

φ狔狔 ＝
－狌狓′狓′（狌狔′）

２
－狌狔′狔′（狌狓′）

２
＋２狌狓′狌狔′狌狓′狔′

（狌狓′）３

φ狓狔 ＝
狌狓′狓′狌狔′－狌狓′狌狓′狔′

（狌狓′）３

将以上各式代入式（７），原来的问题转化为

犪１１狌狓′狓′＋犪１２狌狓′狔′＋犪２２狌狔′狔′＋

狆（狌，犱狌）＝０，　在Ω＋内

狆
＋（－狓狌狓′－１－狌狔′狌狓′

－
狔－狌

２
狔′）＋

狆
－（狌狔′狌狓′

－
狔－狌狓′狓′）＝０，　在狓′＝０上

狌狓′
－
狔＋狌狔′＝０，　在狔′＝０上

狌（０，０）＝

烍

烌

烎０

（９）

其中

狆（狌，犱狌）＝（犃１φ
－
狓狓＋犃２φ

－
狔狔－２犃３φ

－
狓狔）狌

３
狓′

犪１１＝犃１＋犃２狌
２
狔′＋２犃３狌狔′，犪２２＝犃２狌

２
狓′

　　犪１２＝－２犃２狌狓′狌狔′－２犃３狌狓′

２３５
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　　犃１＝犮
２狌２狓′－（φ－狓狌狓′－１）２

　　犃２＝犮
２狌２狓′－（φ－狓狌狓′＋狌狔′）

２

　　犃３＝（φ－狓狌狓′－１）（φ－狔狌狓′＋狌狔′）

　　这是一类拟线性双曲型方程的犌狅狌狉狊犪狋问题，

为了证明相关问题解的局部存在唯一性，其中最关

键的是获得相应的线性问题的能量先验估计，然后

由标准的非线性迭代，就能得到非线性问题解的存

在唯一性．为此给出式（９）在特解处的线性化问题

犪１１狌狓′狓′＋犪１２狌狓′狔′＋犪２２狌狔′狔′＋

　狆（狌，犱狌）＝犳，　在Ω＋内

犫１狌狓′＋犫２狌狔′＝犵１（狓′，狔′），　在狓′＝０上

－狇０狊犻狀θ·狌狓′＋狌狔′＝

　犵２（狓′，狔′），　在狔′＝０上

狌（０，０）＝

烍

烌

烎０

　（１０）

其中，犪１１＝
犮２－狌２０狊犻狀

２
β

狇
２
０狊犻狀

２
θ狋犪狀

４
β犮狅狊

２
β
，犪１２＝

－２犮２

狇
３
０狊犻狀

３
θ狋犪狀

４
β
，

犪２２＝
犮２

狇
４
０狊犻狀

４
θ狋犪狀

４
β
，犫１＝

ρ
＋
狇０狊犻狀θ（１－

狌２０狊犻狀
２
β

犮２
）

狊犻狀β犮狅狊β
，

犫２＝
－（ρ＋＋ρ－）

狋犪狀β
均为常数．

２　线性问题的能量估计

类似于文献［２，５－６］，为了方便，引入所用的相

关赋权犛狅犫犾犲狏范数的定义为

Ω＝｛（狓，狔）狓＞０，狔＞０｝

Ω犜 ＝｛（狓，狔）狓＞０，狓＋α狔＜犜｝，其中α特定．

Ω１＝｛（狓，狔）狓＋α狔＝犜｝∩Ω犜

Ω２＝｛（狓，狔）狓＝０｝∩Ω犜

Ω３＝｛（狓，狔）狔＝０｝∩Ω犜

　　 狌 ２
η，犜 ＝∫Ω１犲

－２η犜 狌 ２犱狓，犵１
２
η，犜 ＝

∫Ω２犲
－２η犜
犵１

２犱狓犵１
２犱狓，犵２

２
η，犜 ＝∫Ω２犲

－２η犜
犵２

２犱狓，

‖ 狌‖
２
η，犜 ＝∫Ω犜犲

－２η犜 狌 ２犱狓，‖犳‖
２
η，犜 ＝

　　∫Ω犜犲
－２η犜
犳

２犱狓

主要结论如下：

定理　对于线性问题式（１０），存在常数犆＞０，

当犳∈犔
２（Ω＋），犵１，犵２∈犔

２（Ω＋）时，其解狌满足能

量估计

狌 ２
η，犜＋η‖ 狌‖

２
η，犜 ≤

　犆（
１
η
‖犳‖

２
η，犜＋犵１

２
η，犜＋犵２

２
η，犜）

　　证明　为书写方便，记狓′＝狓，狔′＝狔，先由方

程得

犪１１狌狓′狓′＋犪１２狌狓′狔′＋犪２２狌狔′狔′＝犳－狆（狌，犱狌）（１１）

采用待定系数法，选用适当的乘子犲－２η犜（犪狌狓＋犫狌狔）

（其中犪，犫待定），乘到式（１１）两边，在Ω犜 上进行

积分，由分部积分公式，可得

∫Ω犜犲
－２η犜（犪狌狓＋犫狌狔）（犪１１狌狓狓＋犪１２狌狓狔＋

犪２２狌狔狔）犱狓＝∫Ω犜犲
－２η犜［１
２
犪犪１１狌

２
狓＋
１
２
犫犪１２狌

２
狔－

１
２
犪犪２２狌

２
狔＋犫犪１１狌狓狌狔）狓＋（

１
２
犪犪１２狌

２
狓＋

１
２
犫犪２２狌

２
狔－
１
２
犫犪１１狌

２
狓＋犪犪２２狌狓狌狔）狔犱狓

令Ⅱ＝
１
２
犪犪１１狌

２
狓＋
１
２
犫犪１２狌

２
狔－
１
２
犪犪２２狌

２
狔＋

犫犪１１狌狓狌狔

Ⅲ＝
１
２
犪犪１２狌

２
狓＋
１
２
犫犪２２狌

２
狔－
１
２
犫犪１１狌

２
狓＋

犪犪２２狌狓狌狔

原式＝∫Ω犜犲
－２η犜［（Ⅱ）狓＋（Ⅲ）狔］犱狓＝∫Ω犜

（犲－２η犜Ⅱ）狓＋

犲－２η犜Ⅱ·２η＋（犲－２η犜Ⅲ）狔＋犲
－２η犜Ⅲ·２η·α犱狓＝

∫Ω１犲
－２η犜（Ⅱ＋αⅢ）犱狓－∫Ω２犲

－２η犜Ⅱ犱狓－

∫Ω３犲
－２η犜Ⅲ犱狓＋∫Ω犜犲

－２η犜·２η（Ⅱ＋αⅢ）犱狓

同时式（１１）右边，有

∫Ω犜犲
－２η犜（犪狌狓′＋犫狌狔′）·（犳－狆（狌，犱狌））犱狓≤

犆０∫Ω犜犲
－２η犜（ 狌 ２＋犳

２）犱狓，犆０为正常数．

由Ⅱ，Ⅲ的表达式，以及相应的边界条件犫１狌狓＋

犫２狌狔 ＝犵１，－狇０狊犻狀θ狌狓＋狌狔＝犵２，可知Ⅱ≤犆１犵
２
１，

Ⅲ≤犆２犵
２
２，Ⅱ＋αⅢ≥犆３ 狌 ２（证明见引理）．

于是左边≥犆３∫Ω１犲
－２η犜 狌 ２犱狓＋犆４∫Ω犜犲

－２η犜·

２η 狌 ２犱狓－∫Ω２犲
－２η犜Ⅱ犱狓－∫Ω３犲

－２η犜Ⅲ犱狓

由左右两边不等式，移项可得

犆３∫Ω１犲
－２η犜 狌 ２犱狓＋犆４∫Ω犜犲

－２η犜·２η 狌 ２犱狓≤

犆１∫Ω２犲
－２η犜
犵
２
１犱狓＋犆２∫Ω３犲

－２η犜
犵
２
２犱狓＋

犆０∫Ω犜犲
－２η犜（犆４η
犆０

狌 ２
＋
犆０
犆４η
犳
２）犱狓

整理可得

犆３∫Ω１犲
－２η犜 狌 ２犱狓＋犆４∫Ω犜犲

－２η犜·η 狌 ２犱狓≤

犆１∫Ω２犲
－２η犜
犵
２
１犱狓＋犆２∫Ω３犲

－２η犜
犵
２
２犱狓＋∫Ω犜

犆２０
犆４η
犳
２犱狓

３３５
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取犆５＝ 犿犻狀（犆３，犆４），犆 ＝ 犿犪狓（
犆１
犆５
，犆２
犆５
，
犆２
０

犆４犆５
），

则得

犆３∫Ω１犲
－２η犜 狌 ２犱狓＋犆４∫Ω犜犲

－２η犜·２η 狌 ２犱狓≤

犆（∫Ω２犲
－２η犜
犵
２
１犱狓＋∫Ω３犲

－２η犜
犵
２
２犱狓＋∫Ω犜

１
η
犳
２犱狓）

定理证毕．

引理　对于线性问题犔犅犞犘，若

Ⅱ＝
１
２
犪犪１１狌

２
狓＋
１
２
犫犪１２狌

２
狔－
１
２
犪犪２２狌

２
狔＋

犫犪１１狌狓狌狔，犫１狌狓＋犫２狌狔 ＝犵１

Ⅲ＝
１
２
犪犪１２狌

２
狓＋
１
２
犫犪２２狌

２
狔－
１
２
犫犪１１狌

２
狓＋

犪犪２２狌狓狌狔，－狇０狊犻狀θ狌狓＋狌狔 ＝犵２
则可取适当的实数犪，犫，使得犆１＞０，犆２＞０，犆３＞

０，成立

Ⅱ≤犆１犵
２
１，Ⅲ≤犆２犵

２
２，Ⅱ＋αⅢ≥犆３ 狌 ２

　　证明　由犫１狌狓 ＋犫２狌狔 ＝犵１，解得 狌狓 ＝
（－犫２狌狔＋犵１）

犫１
，代入Ⅱ整理，得

Ⅱ＝
１
２
犪犪１１狌

２
狓＋
１
２
犫犪１２狌

２
狔－
１
２
犪犪２２狌

２
狔＋犫犪１１狌狓狌狔 ＝

１
２
（犪犪１１犫

２
２

犫１
＋犫犪１２－犪犪２２－２

犫犪１１犫２
犫１

）狌２狔＋

（犫犪１１
犫１
－
犫犪１１犫２
犫１

）犵１狌狔－２
犪犪１１
犫２１
犵
２
１

只要证明犪犪１１犫
２
２

犫１
＋犫犪１２－犪犪２２－２

犫犪１１犫２
犫１

＜０，即可，取

犪充分小，经计算可得

犫犪１２－２
犫犪１１犫２
犫１

＜０

即知存在常数犆１，使得 Ⅱ≤犆１犵２１．由－狇０狊犻狀θ狌狓＋

狌狔＝犵２，解得狌狔＝犵２＋狇０狊犻狀θ狌狓 代入Ⅲ 整理，得

Ⅲ＝
１
２
犪犪１２狌

２
狓＋
１
２
犫犪２２狌

２
狔－
１
２
犫犪１１狌

２
狓＋犪犪２２狌狓狌狔 ＝

１
２
犪犪１２狌

２
狓＋
１
２
犫犪２２（犵２＋狇０狊犻狀θ）

２
－
１
２
犫犪１１狌

２
狓＋

犪犪２２狌狓（犵２＋狇０狊犻狀θ）＝（
１
２
犪犪１２－

１
２
犫犪１１＋

１
２
犫犪２２狇

２
０狊犻狀

２
θ＋犪犪２２狇０狊犻狀θ）狌

２
狓＋

（犫犪２２狇０狊犻狀θ＋犪犪２２）犵２狌狓＋
１
２
犫犪２２犵

２
狕

经计算可得

　　
１
２
犪犪１２－

１
２
犫犪１１＋

１
２
犫犪２２狇

２
０狊犻狀

２
θ＋

　　　犪犪２２狇０ｓｉｎθ＝
１
２
犫（

狌２－犮
２

狇
２
０ｓｉｎ

２
θｔａｎ

２
β
）　　　

只要取犫＜０，即可知，存在犆２＞０，使得 Ⅲ≤犆２犵
２
２，

又经计算，可知

Ⅱ＋αⅢ＝［
１
２
犪犪１１＋α（

１
２
犪犪１２－

１
２
犫犪１１）］狌２狓＋

　
１
２
（犫犪１２－犪犪２２＋α犫犪２２）狌２狔＋（犫犪１１＋

　α犪犪２２）狌狓狌狔

在犪充分小，犫＜０，不防取犫＝－１，计算得
α
２
犪１１＞０，

Δ＝犪
２
１１－４·（α·

１
２
犪１１）·

１
２
（－犪１２－α犪２２）＝

犪１１（犪１１＋α犪１２＋α２犪２２）

由犪２１２－４犪１１犪２２＞０，－
犪１２
犪２２
＞０知，存在α＝α１＞０，使

得Δ＜０，从而可知取适当的α，存在正常数犆３，使

得 Ⅱ＋αⅢ≥犆３ 狌 ２．

引理证毕．

３　结　论

在位势流模型下，考虑超音速气流过二维斜坡

的局部弱激波的解存在唯一性问题．问题的关键是

解决相应线性问题的能量估计，然后由标准的非线

性迭代就能获得原非线性问题的存在唯一性结果．

通过待定系数的方法，选择适当的积分因子，结合具

体的边界条件，用相对简单的方法证得了相应线性

问题的能量估计．
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