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有强犆狑狉狆狆犚犲犲狊根的本原狑狉狆狆半群
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摘要：引进半群（强）犆狑狉狆狆犚犲犲狊根，有强犆狑狉狆狆犚犲犲狊根的本原狑狉狆狆半群等概念，研究本原半群

类的一个子类，即有强犆狑狉狆狆犚犲犲狊根的本原狑狉狆狆半群．利用这类半群的强犆狑狉狆狆犚犲犲狊根性质，

本原性质和理想扩张手段刻画它的结构特征，并给出这类半群的一个例子，说明它不是文献［１］中

所研究的半群类，具有其独特的意义．

关键词：犆狑狉狆狆半群；本原半群；理想扩张；０ 极小左理想；左０－犑
 单子半群
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１　相关概念和问题

首先，给出
"

及到的已有概念．

定义１
［２］
　半群犛上的犌狉犲犲狀关系犔和犚定义

为

犔＝ （犪，犫）∈犛×犛 犛
１犪＝犛

１｛ ｝犫

犚＝ （犪，犫）∈犛×犛 犪犛
１
＝犫犛｛ ｝１

　　定义２
［３］
　半群犛上的犌狉犲犲狀－关系犔和

犚定义为

（犪，犫）∈犔当且仅当对狓，狔∈犛
１（犪狓，犪狔）

∈犚（犫狓，犫狔）∈犚

（犪，犫）∈犚当且仅当对狓，狔∈犛
１（狓犪，狔犪）

∈犔（狓犫，狔犫）∈犔令

犑 （犪）＝ ∪ 犑（狓）狓∈犑（犪｛ ｝） 其 中，

犑（狓）是由狓生成的主理想；
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犔（犪）＝∪｛犔（狓）｜狓∈犔（犪）｝其中，

犔（狓）是由狓生成的主理想．

称犑（犪）（犔（犪））为由元犪生成的＿主

理想（＿主左理想），用它引进的犑 关系为

犑
 ＝ （犪，犫）∈犛×犛犑（犪）＝犑（犫｛ ｝）

　　定义３
［４］
　半群犛的非零幂等元犲称为本原幂

等元，若犲是非零幂等元集中关于自然序的极

小元．

定义４
［４］
　如果半群犛的所有幂等元都是本原

的，则称犛是本原半群．

定义５
［４］
　设犐为犛的非零左理想，则称其为

犛的０ 极小左理想，如果对犛的任意非零左理想

犃犐，有犃＝犐并且犐含零元．

定义６
［１］
　称犛为狑狉狆狆半群，如果犛满足下

列条件：

犪．犛的每个犔 类至少含有犛 的一个幂

等元；

犫．对犪∈犛，犲∈犈（犔犪 ）有犪＝犪犲，其中

犈（犔犪 ）为犔犪 的幂等元集．

称狑狉狆狆半群犛 为犆狑狉狆狆半群，若犈（犛）

犆（犛），其中犈（犛）是犛的幂等元集，犆（犛）是犛的

中心．称狑狉狆狆半群犛为充足的，若对犪∈犛，｜

犪＋∈犈（犔犪 ）使得犪＝犪＋犪．称充足狑狉狆狆半群犛

为左犆狑狉狆狆半群，若犈（犛）是左正则带且犔是同

余．本文引进以下概念：

定义７　半群犛上的同余ρ称为犛上的犆狑狉狆狆

同余．如果 犛／ρ 是 犆狑狉狆狆半群；令ρ 是犛 上

（犆狑狉狆狆）同余，如果存在犛的子集犐满足犛＝犐∪犆，

且犆同构于犛／ρ则称犐是犛的（犆狑狉狆狆）ρ 集，这时

将ρ记作ρ犐．

定义８　犛为半群，如果犛不包含任何犆狑狉狆狆

同余，那么定义犛的犆狑狉狆狆根同余是泛关系犛×

犛，且称犛是犆狑狉狆狆根半群；如果犛至少包含任何

一个犆狑狉狆狆同余，那么定义犛上的犆狑狉狆狆根同余

是所有犆狑狉狆狆同余ρα（α∈ω）的交集，记作ρ犮狉，即

ρ犮狉＝∩α∈ω ρα α∈ω，ρα是犛上的犆狑狉狆狆｛ ｝同余 ．

如果ρ犮狉也有ρ犮狉 集，记为犖（犛），所以ρ犮狉＝ρ犖（犛）．

称犖（犛）为犛的犆狑狉狆狆根；称半群犛的犆狑狉狆狆根

同余ρ犮狉是强犆狑狉狆狆根，若ρ犮狉仍是犛的犆狑狉狆狆同

余，且犖（犛）存在．此时

犖（犛）＝∩α∈ω 犐α α∈ω，犐α是犛的犆狑狉狆狆ρα｛ ｝集

　　定义９
［５］
　假设犖，犜是不相交半群，犜有零元

０，犜＝犜∪｛｝０ 称半群犛是由犜关于犖的一个（理

想）扩张，如果犖是犛的一个理想，且犛／犖犜．

定义１０　称犐为半群犛的（０－） 左（右）理

想，若犐为犛的左（右）理想且对

犪∈犐有犔

犪 犐（犚

犪 犐）

这里犔犪 （犚
犪 ）是包含α∈犛的犔（犚）类；

称犛的子集犐为犛的（０－） 理想，若犐既为犛

的 左理想又为犛的 右理想；称犛的子集犐

为理想（０－） 左（右）理想，如果犐既是理想又是

（０－） 左（右）理想．

定义１１　有零元的半群犛称为左０－ 单

的，如果犛的理想 左理想只有犛或｛｝０ 且犛２≠

｛｝０ ；无零元的半群犛称为左 单的，如果它没

有真理想 左理想．

定义１２　设犛是狑狉狆狆半群，如果ρ犖（犛）是强的

且犖（犛）是理想，那么称犛为有强犆狑狉狆狆犚犲犲狊根的

狑狉狆狆半群；若犛 还是本原半群，则称其为有强

犆狑狉狆狆犚犲犲狊根的本原狑狉狆狆半群．

引理１
［４］
　一个０ 单半群是完全０ 单半群，当

且仅当它至少有一个本原幂等元．

引理２
［４］
　设犲为半群犛的本原幂等元，则犛犲

是犛的一个０ 极小左理想．

引理３
［４］
　犛是单０ 半群，犔是犛的０ 极小

左理想，那么犔＼｛｝０ 是犛中极小非零犔 类．

定理１
［４］
　若犛是有零元的本原正则半群，那

么犛是完全０ 单半群的０ 直并．

由定义１１易得以下结论．

引理４　在有零元的半群犛上，下列命题成立：

犪．犛是左 单的，当且仅当犑
是犛上的

泛关系；

犫．犛是左０－ 单的，当且仅当犛２≠｛｝０ 且

｛｝０ ，犔＼｛｝０ 是犛的仅有犑
 类．

引理５
［４］
　以下结论成立：

犪．（犚 关系）犔 关系为任意半群犛上的

（左同余）右同余且在犛上有下列式子成立：

（犚 犚，犚狘犈（犛）＝犚）犔 犔，犔狘犈（犛）＝

犔（犪，犫∈犛）犪犔犫犔（犪）＝犔（犫）

　　犫．设犝是半群犛的子半群，则犔犝犔犛∩（犝×

犝）；犚犝犚犛∩（犝×犝）．

引理６　下列命题成立：

犪．
［３］有零元的犆狑狉狆狆半群犆有半格分解表示

犆＝犆 ∪｛｝０ ，犆 ＝∪α∈犢犔

α ＝

∧

∪α∈犢犕α（１）

其中，犔α （α∈犢）是左犚 可消幺半群．

犫．
［１］在有零元的左犆狑狉狆狆半群犛上，犔＝

犑
是犛上半格同余．

４１６
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引理７　设犛为有强犆狑狉狆狆犚犲犲狊根的狑狉狆狆半

群，则

犪．犖（犛）是狑狉狆狆半群；

犫．犖（犛）＝∩α∈ω｛犐α｜对于α∈狑，犐α 是犛的

狑狉狆狆子半群，犆狑狉狆狆理想｝；

犮．设犪∈犛，则犑犪 有幂等元且犑（犪）是犛

的狑狉狆狆理想 左理想．

证明　因犛为有强犆狑狉狆狆犚犲犲狊根的狑狉狆狆半

群，所以

犪．设犪∈犖（犛）犛，因犛是狑狉狆狆半群，故有

犲∈犈（犔犪 ），使得犪＝犪犲．因犖（犛）是犛的理想，

犲∈犈（犔犪 ）犔犪 犔（犪）犖（犛），故犲∈

犈（犖（犛））使得犪犔犖
（犛），犪＝犪犲成立．故犖（犛）为

狑狉狆狆半群．

犫． 由 定 义 ８ 知 犖 （犛） ＝ ∩α∈ω

犐α α∈ω，犐α是犛的犆狑狉狆狆ρα｛ ｝集 ．因犖（犛）是犛

的理想，故犖（犛）是犛的最小犆狑狉狆狆理想．而命题犫右

边的集合显然也是犛的最小犆狑狉狆狆理想，故它必等于

犖（犛）．

犮．由于犛是狑狉狆狆半群，所以犲∈犈（犛）使得

犔犪 ＝犔犲 ，于是犲∈犔犲 ＝犔犪 犑犪 ．再证

犑 （犪）是 犛 的 狑狉狆狆理想 左理想：由于

犑（犪）是由元犪生成的 主理想，故犑（犪）既

是犛的理想又是其 左理想，故犑（犪）是犛的

理想 左理想．又由犪的证明过程可知，犑（犪）

是狑狉狆狆半群．综上，犑（犪）是犛的狑狉狆狆理想

左理想．

基于以上定义和结论，我们应用有零元的

犆狑狉狆狆半群 犆 有半格分解表示（即式（１）），强

犆狑狉狆狆犚犲犲狊根性质和本原性质，用理想扩张的手段

来刻画有强犆狑狉狆狆犚犲犲狊根的本原狑狉狆狆半群的结

构特征．

２　有强犆狑狉狆狆犚犲犲狊根的狑狉狆狆半群

的性质

　　以下若不特别声明，犛总表示有强犆狑狉狆狆犚犲犲狊

根的狑狉狆狆半群．

性质１　设犛是本原的，则

犪．犛的#

一子半群是本原的；

犫．对０≠犲∈犈（犛），犪∈犛，犪犔犲当且仅当

犪≠０且犪∈犛犲．

证明　结论犫的证明类似于文献［６］中推论３．２

的证明，这里省略，只证结论犪．

设犜≤犛，犛是本原的，即犲∈犈（犛），犲在犛上

是本原的，由于犈（犜）上自然序≤犈
（犜）
狀 ＝≤

犈（犛）
狀 ｜犈（犜），所

以犲∈犈（犜），犲在犜上也是本原的，故犜是本原的．

性质２　设犪∈犛，若犑（犪）是非零主理想

 左理想集合中极小元，则 犑 （犪）＝犑犪

∪｛｝０ ．

证明　显然犑犪 犑（犪）．反之，设０≠狓∈

犑（犪），显然犑（狓）犑（犪），由犑（犪）是

非零主理想 左理想集合中的极小元和引理７推

出犑（狓）＝犑（犪），即狓∈犑犪 ．因此犑（犪）

＝犑犪 ∪｛｝０ ．

性质３　下列结论成立：

犪．对犪∈犛，犑（犪）＝∪｛犑犲｜犲∈犈（犑犪 ）｝；

犫．对犪∈犛，犔（犪）＝∪｛犔犲｜犲∈犈（犔犪 ）｝；

犮．犛 的理想 左（右）理想犐可表为犐＝

∪犲∈犈（犐）犑
（犲）．

证明　犛是有强犆狑狉狆狆犚犲犲狊根的狑狉狆狆半群，

所以

犪．由犑（犪）定义：犲∈犈（犑犪 ），有犑犲

犑（犪），故∪｛犑犲｜犲∈犈（犑犪 ）｝犑（犪），另一

方面，设０≠狓∈犑（犪），由引理５、引理７，得

犲∈犈（犑狓 ），使得狓∈犑狓 ＝

犑犲 ∪｛犑狔狘狔∈犈（犑

犲 ）｝

　　∪｛犑λ狘λ∈犈（犑犪 ）｝

所以，犑（犪）＝∪｛犑犲｜犲∈犈（犑犪 ）｝

犫．显然∪｛犔犲｜犲∈犈（犔犪 ）｝犔（犪）．另一方

面，设０≠狓∈犔（犪），犛 是狑狉狆狆半群，故犲∈

犈（犔狓 ）使 得 狓 ∈ 犔狓 ＝ 犔犲  ∪

犔狔 狔∈犈（犔

犲｛ ｝）∪ 犔λ λ∈犈（犔犪｛ ｝）

所以，犔 （犪）∪｛犔犲｜犲∈犈（犔犪 ）｝．因此

犔（犪）＝∪｛犔犲｜犲∈犈（犔犪 ）｝．

犮．设犜＝∪犲∈犈（犐）犑
（犲），可证犜 是犛的理

想．为此先证犜为犛的子半群

犪，犫∈犜犲，犳∈犈（犐）使得犪∈犑（犲），

犫∈犑（犳）而犑（犲）是犛的理想，所以有犪犫∈

犑（犲）犜．故犜 为犛的子半群．又犪∈犜，

犳∈犈（犐）使得犪∈犑（犳），由于犑（犳）为犛的理

想，故有 狊∈犛，犪狊∈犑 （犳）犜，狊犪∈

犑（犳）犜，故犜为犛的理想．

再证犜是犛的 左理想：对犪∈犜，存在犳∈

犈（犐），使得犪∈犑（犳）由于犑（犳）是犛 的理

想 左理想，则犔犪 犑（犳），当然有犔犪 

犜，所以犜 是犛的 左理想．综上，犜 是犛的理

想 左理想．
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最后证犐＝犜 成立：由于犐是犛的理想 左

理想，对犲∈犈（犐），犑（犲）犐，所以有犜犐；设

犪∈犐则存在犲∈犈（犐）使得犪∈犔犲 ，即有犔犲 ＝

犔犪 ．又犜 是犛 的理想 左理想，故有犔犲 ＝

犔犪 犜，因此犪∈犜，所以犐犜．综上，犐＝犜．

性质４　对０≠犲∈犈（犛），以下各条件等价：

（犪）犛１犲是非零幂等元生成主左理想集合中的

极小元；

（犫）犲是本原幂等元；

（犮）犛１犲是０－极小 左理想；

（犱）犛１犲犛１是非零幂等元生成主理想集合中的

极小元；

（犲）犛１犲犛１是左０－ 单的．

证明　（犪）（犮）由非零幂等元生成主 左理

想集合被非零幂等元生成主左理想集合包含，即得

该结论成立．

（犮）（犪）设犛１犲是０－极小 左理想．若有

犳∈犈（犛）使得犛
１
犳犛

１犲，往证犛１犳也是０－ 左

理想：首先犛１犳是犛的左理想，其次由于犛是狑狉狆狆

半群，那么犪∈犛１犳犛有犺∈犈（犔犪 ），犔犪 ＝

犔犺 ，犪＝犪犺∈犛１犺 从而犛１犳犛
１犺 同理可证

犛１犺犛
１
犳 故犛

１犺＝犛１犳 于是有犔

犪 ＝犔犺 ＝

犔犳 犛
１
犳，由定义１０，犛

１
犳是０－

 左理想．由

犛１犲是０－极小 左理想得犛１犳＝犛
１犲．从而结论

（犪）成立．

（犫）（犪）设犲是犛的本原幂等元，如果０≠犳∈

犈（犛），犛１犳犛
１犲那么犳＝犳犲，因此犲犳犲犳＝犲犳犳＝犲犳，

犲犳犲＝犲犳＝犲犲犳，即犲犳∈犈（犛），犲犳≤犲．从而犲犳＝０或

犲犳＝犲．若犲犳＝０，则犲犳犲＝犲犳＝０从而推得．犳＝犳
２＝

犳犲犳犲＝犳·０＝０这与０≠犳∈犈（犛）矛盾．因此犲犳＝犲，

犛１犳＝犛
１犲．即（犪）成立．

（犪）（犫）如果（犪）成立，设犳∈犈（犛）使得犳≤

犲，那么犲犳＝犳犲＝犳，犛
１
犳犛

１犲．因为犛１犲是非零幂

等元生成主左理想集合中的极小元，所以犛１犳＝

犛１犲．故犲∈犛
１
犳，犲＝犲犳＝犳成立．即（犫）成立．

（犫）（犱）设犲是本原幂等元，假定，对０≠犳∈

犈（犛）有犛１犳犛
１
犛

１犲犛１，则有狌，狏∈犛 使得犳＝

狌犲狏．取元素犵＝犲狏犳狌犲，则犵有性质

犵
２＝犲狏犳狌犲

２狏犳狌犲＝犲狏犳
３狌犲＝犲狏犳狌犲＝犵

犲犵＝犲犲狏犳狌犲＝犲狏犳狌犲＝犵，犵犲＝犲狏犳狌犲犲＝

犲狏犳狌犲＝犵即犲犵＝犵犲＝犵

狌犵狏＝狌犲狏犳狌犲狏＝狌犲狏犳犳＝狌犲狏犳＝犳犳＝犳

因此犵是非零幂等元且犵≤犲．由于犲是本原的，有

犵＝犲．因为犳＝狌犵狏，犵＝犲狏犳狌犲，所以犛
１
犳犛

１＝犛１犵犛
１＝

犛１犲犛１．因此（犱）成立．

（犱）（犫）假定对某个０≠犳∈犈（犛），犳≤犲成

立．由犲犳＝犳犲＝犳推出犛
１
犳犛

１犲，从而，犛１犳犛
１


犛１犲犛１．由于犛１犲犛１是非零幂等元生成主理想集合

中的极小元，因此犛１犳犛
１＝犛１犲犛１，从而对犲∈犛１有

犛１犳犲＝犛
１犲犲所以犛１犳＝犛

１犲从而犳＝犲．（犫）成立．

（犱）（犲）显然（犛１犲犛１）２≠｛｝０ ，设｛｝０ ≠犃是

犛１犲犛１的理想 左理想，下证犃＝犛１犲犛１．由性质３

知，在犛１犲犛１上，将犃表示为犃＝∪犳∈犈（犃）犑
（犳）．因

犃≠｛０｝，由犃的表示，故犈（犃）≠｛０｝，取０≠犳∈犈

（犃），则犑（犳）＝犛
１
犳犛

１
犃犛

１犲犛１，由犛１犲犛１是非零

幂等元生成主理想集合中的极小元得，犃＝犛１犳犛
１＝

犛１犲犛１，由定义１１知犛１犲犛１是左０－ 单的．

（犲）（犱）设 犛１犲犛１ 是左０－ 单的，则

犛１犲犛１的理想 左理想只有｛｝０ 和犛１犲犛１，因此，

由非零幂等元生成的主理想 左理想集合中只有

犛１犲犛１．假定对０≠犳∈犈（犛）有犛
１
犳犛

１
犛

１犲犛１，则

犛１犳犛
１是犛１犲犛１的另－个非零理想 左理想，这

与犛１犲犛１是左０－ 单的矛盾，即（犱）成立．

性质５　犛是由它的某个犆狑狉狆狆子半群犆关

于犆狑狉狆狆根犖（犛）理想扩张，得到

犛＝犖（犛）∪
·

犆（不交并）犆＝

犆 ∪｛０｝犛／犖（犛）

且当犛是本原半群时，有

犪．犆有依赖于本原半格犢的分解式（１）；

犫．犖（犛）是犛的理想 左理想且有不交并

表示

犖（犛）＝∪犲∈∩α∈ω犈（犐α）犑
（犲） （２）

其中，犑（犲）（犲∈∩α∈狑犈（犐α））是犛的左０－

单子半群．

证明　由定义１１和定义１２知，只要证当犛是

本原半群时结论犪，犫成立．

犪．由引理６知，犆有半格分解式（１），由于犛

是本原的，由性质１知，犆也是本原的，即犲∈

犈（犆）＝ １｛ ｝α α∈犢，犲是本原的，故犢为本原半格，

因此犆有依赖于本原半格的分解式（１）．

犫．先证犖（犛）是犛的理想 左理想，这只要

证犖（犛）是犛的 左理想：设犪∈犖（犛），由引理５

知，犖（犛）是犛的理想得犔犪 犔（犪）犖（犛），

即犖（犛）是犛的 左理想．

再证式（２）成立：由于犖（犛）是犛的理想 左

理想，由性质３知，犖（犛）可表示为 犖（犛）＝

∪犲∈犈（犖（犛））犑
（犲），由引理７知，犖（犛）＝∩α∈ω犐α，
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所以

犈（犖（犛））＝犈（∩α∈ω犐α）＝∩α∈ω犈（犐α）

故式（２）成立．

最后证犑（犲）（犲∈∩α∈狑犈（犐α））是犛的左

０－ 单子半群：设｛０｝≠犃是犑（犲）的－个非零

理想 左理想，由引理７，犑 （犲）是 狑狉狆狆半

群，故

０≠犳∈犈（犑（犲））

使得犛１犳犛
１
犃犛

１犲犛１犑
（犲）

应用性质４（犫）（犱）的证明得犲＝犳∈犃．因｛０｝≠犃

是犑（犲）的－个非零理想 左理想，由犲＝犳∈

犃得犃＝犑（犲），即犑（犲）是左０－ 单的．

３　有强犆狑狉狆狆犚犲犲狊根的本原狑狉狆狆
半群的结构特征

　　下面给出有强犆狑狉狆狆犚犲犲狊根的本原狑狉狆狆半

群的一个结构特征，并用实例说明这类半群具有其

独特意义．

定理２　对于有强犆狑狉狆狆犚犲犲狊根的狑狉狆狆半群

犛，以下条件等价：

（犪）犛是本原的；

（犫）犛是犆狑狉狆狆半群犆关于犖（犛）的理想扩

张，其中犖（犛）和犆满足条件：

（１）犖（犛）是本原狑狉狆狆左０－ 单子半群的

０ 直并；

（２）犆是本原狑狉狆狆左０－ 单子半群的０

直并．

（犮）犛是本原狑狉狆狆左０－ 单子半群的０

直并．

证明　（犪）（犫）由性质５，设本原半群犛是它

的某个犆狑狉狆狆子半群犆关于犖（犛）的理想扩张．只

需证（１）（２）成立，现证（１）．由性质５知，犑（犲）是

左０－ 单的（犲∈∩α∈狑犈（犐α））．下证犖（犛）是

犑（犲）（犲∈∩α∈狑犈（犐α））的０ 直并．由于对

犲，犳∈∩α∈狑犈（犐α）

犑（犲）∩犑（犳）＝
犑（犲）， 若犳∈犑


犲

０，
烅
烄

烆 其它情况

设狓∈犑犲 且狔∈犑

犳 ，那么犑狓 ＝犑犲 ，犑狔 ＝

犑犳 ．　因为

犑（狓狔）犑（狓）＝犑（犲）

犑（狓狔）犑（狔）＝犑（犳）

得犑 （狓狔） ｛｝＝ ０ 或 犑 （狓狔）＝犑 （犲），

犑（狓狔） ｛｝＝ ０ 或犑（狓狔）＝犑（犳）．因此

犑（犲）犑（犳）＝
｛｝０

犑（犲｛ ）

综上知，条件（１）成立．由性质５，用相同方法可

证（２）成立．

（犫）（犮）由（１）（２）和性质５式（２）知

犖（犛）＝∪犲∈∩α∈ω犈（犐α）犑
（犲）＝

∪犲∈犈１犑
（犲）（犈１＝∩α∈ω犈（犐α））

由引理６，令犈２＝｛１α｝α∈犢这里１α（α∈犢）为左犚

可消幺半群犔α ＝犑α （α∈犢）的幺元．令珚犈＝

犈１∪犈２，由犛＝犖（犛）∪
·

犆知珚犈＝犈１∪
·

犈２．于是

　　　犛＝犖（犛）∪
·

犆 ＝

（∪
犲∈犈１

犑（犲））∪
·

（∪
１α∈犈２

犑（１α））＝ ∪
犲∈珚犈
犑（犲）

由结论（犫）和以下$

实：

犲∈犈１，１α∈犈２，犑（犲）犑（１α）＝
｛｝０

犑（犲｛ ）

即使（犮）成立．

（犮）（犪）由题设条件不妨设犛＝∪犲∈珚犈犑（犲）

是本原狑狉狆狆左０－ 单子半群犑（犲）的０ 直并

（犲∈珚犈是幂等元），由性质４，犲∈珚犈是犑（犲）的本

原幂等元，且对 犺∈犑（犲），犺是犑（犲）的本原

幂等元．往证结论（犪）成立．

对犳∈犈（犛），设有α∈珚犈使得犳∈犑（α），

只要证明犳是犛的本原幂等元即可，假设有０≠犺∈

犈（犛）使得犺≤犳，β∈珚犈使得犺∈犑（β），分以

下情形进行：

犪．若犑（α）≠犑（β）则犑（α）∩犑（β）＝

Φ，由题设条件得犺＝犳犺＝犺犳＝０，不可．

犫．若犑（α）＝犑（β）则犳，犺∈犑（α），犳，

犺是犑（犲）的本原幂等元，从而在犑（α）上，由

犺≤犳推得犺＝犳．

综上所述，知犳是犛的本原幂等元，从而结论

（犪）成立．

最后给出有强犆狑狉狆狆犚犲犲狊根的本原狑狉狆狆半

群的例子以说明其独特意义．

例１　设犆是无零元的本原犆狑狉狆狆半群，

犆＝犆∪｛｝０ ，犆的半格分解由（引理６中）式（１）给

出，则易见犢是本原半格．由引理６，设左犆狑狉狆狆半

群犖（见文献［４］）有依赖于本原半格犢的半格分解

犖＝∪α∈犢犔

α ．则有以下结论：

犪．易知，犈（犖）包含由犢决定的子带犈１为

犈１＝ 犲α∈犈（犖）α，β∈犢有犲α犲β＝犲｛ ｝αβ

　　犫．犖是本原半群：事实上犲∈犈（犖）α∈犢

７１６
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使得犲∈犈（犔α ），若有犳∈犈（犖），犳≤犲则犳∈

犈（犔β ）（β∈犢），由于犢是本原半格，故犳＝犲，即

犲是本原的，所以犖是本原半群．

犮．犖和犆满足条件（１）（２）：首先犔α 是本原

狑狉狆狆左０－ 单子半群，下证犖 和犆是犔α 的

０ 直并：事实上，由于犢是本原半格，所以α，β∈

犢有α≤狀βα＝β，从而有

犔α ∩犔

β ＝

犔α α＝β

０ α≠
烅
烄

烆 β

犔α 犔

β ＝

犔α α＝β

｛｝０ α≠
烅
烄

烆 β

所以，犖和犆是本原狑狉狆狆左０－ 单子半群犔α

的０ 直并．令

犛＝犆 ∪
·

犖，犈（犛）＝

　犈（犖）∪
·

犈（犆）＝犈（犖）∪
·

１｛ ｝α α∈犢

　　定义　从犆到犖的映射

θ：狓α∈犕α，狓αθ＝犲α∈犈１

可证θ是一个局部同态映射
［６］：狓，狔∈犆，

则存在α，β∈犢使得狓∈犕α，狔∈犕β，不妨设狓＝

狓α，狔＝狔β则存在狕αβ∈犕αβ，使得

（狓α狔β）θ＝狕αβθ＝犲αβ＝犲α犲β＝狓αθ狔βθ

在犛上定义如下运算＂°＂：

（狓，狔∈犆）　狓狔＝狓狔∈犆

（狓∈犆，β∈犖）　狓β＝狓θβ∈犖

（狓∈犆，β∈犖）　β狓＝β狓θ∈犖

（α，β∈犖）　αβ＝αβ∈犖

则易验证犛成为犆关于犖的理想扩张半群．由定理

２知，犛是有强犆狑狉狆狆犚犲犲狊根的本原狑狉狆狆半群．由

于犈（犛）＝犈（犖）∪
·

１｛ ｝α α∈犢≠犖，故犛不是文献

［１］中的犛犅犆犚犠－半群．说明这类半群有其独特

意义．
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