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$"

当
.

-

#

时$

+

"

!

*="

"的依次小
_

特征值

等于
/

<

%

%"

当
.

-

"

时$

+

!

!

#

$

#

$

*="

"的依次小
_

特

征值等于
/

<

%

证明
!"

令
,

是
+

!

!

'

4

!

.

$

/

""唯一的分叉点$

则
',

!

+

!

!

'

4

!

.

$

/

"""是
.

个
',

!

X

!

"$

/

个
',

!

X

;

"

和一个
',

!

!

!

"的直和
%

经计算

/

!

',

!

X

!

""

A/

<

/

!

',

!

X

;

""

A

#

&

/

<

/

!

',

!

!

!

""

A/

!

;

;

B

P;

@

!

"

A

#

&

/

<

故
/

<

V

/

!

',

!

+

!

!

'

4

!

.

$

/

""""且重数是
.

$所以由

引理
"

知当
.

-

;

时$

W

!

+

!

!

'

4

!

.

$

/

"""

V

/

<

%

同理可证
+

!

!

#

$

'

4

!

.

$

/

""$

+

P

!

'

4

!

.

$

/

""的

依次小
_

特征值等于
/

<

%

#"

令
,

是
+

!

!

#

$

#

$

'

4

!

.

$

/

""中长出
.

条长为

;

的悬挂路的分叉点$则
',

!

+

!

!

#

$

#

$

'

4

!

.

$

/

"""是

.

个
',

!

X

!

"$

/

个
',

!

X

;

"和一个
',

!

+

!

!

#

$

#

""的

直和$

,

是
X

!

的端点$同时也是
+

!

!

#

$

#

"中的一个

圈上的非分叉点
%

经计算

!/

!

',

!

+

!

!

#

$

#

"""

A/

!

;

P

B

A;

!

@

#@;

;

B

#P;

@

!

"

A

/

!!

;

;

B

!;

@

#

"!

;

;

B
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@

!

""

A

<F!A;<<
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<
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!

',

!

X

!

""

A/

<

$

/

!
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!

X

;

""

A

#

&

/

<

故
/

<

V

/

!

',

!

+

!

!

#

$

#

$

'

4

!

.

$

/

""""且重数是
.T

#

$所以由引理
"

知当
.

-

#

时$

W

!

+

!

!

#

$

#

$

'

4

!

.

$

/

"""

V

/

<

%

同理可证
+

P

!

#

$

'

4

!

.

$

/

""$

+

"

!

'

4

!

.

$

/

""的

依次小
_

特征值等于
/

<

%

$"

当
.

-

#

时

1

!

+

"

!

*

B

"

"$

;

"

A

!

;

B

#

"

*

B

G

!

;

;

B

!;

@

#

"

+

!!

'

;

P

B

!

*

@

!

"

;

!

@

!

"*

B

"

"

;

;

@

!

A

B

"*

"

;

@

P

(

令
&

!

;

"

A

;

P

B

!

*

@

!

"

;

!

@

!

"*

B

"

"

;

;

@

!

A

B

"*

"

;

@

P

A

!

;

;

B

!;

@

#
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;

;

B

!;

@

#

@

!

!

B

*

"

;

@

;*

B

>

(

@

!

;*

B

#<

"

;

@

#<

B

;*

!!

&

!

/

<

"

%

<

$

&

!

;

"是
P

次的$则
/

<

&/

!

&

"

F

&

!

=

U

"

VT

U

$

&

!

#

"

%

<

$

&

!

!

"

&

<

$

&

!

P

"

%

<

$

&

!

T

U

"
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U

F

则
&

!

;

"在!

=

U

$

#

"$!

#

$

!

"$!

!

$

P

"$!

P

$

T

U

"上有根
F

所以
&

!

;

"的第二小根是大于

/

<

的$从而
/

<

是
+

"

!

*="

"的依次小
_

特征值
%

%"

当
.

-

"

时

1

!

+

!

!

#

$

#

$!

*

B

"

""$

;

"

A

!

;

B

#

"

*

B

G

!

;

;

B
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@

#

"

+

'

;

P

B

!

*

@

!

"

;

!

@

!
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>
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;
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!
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B

P
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A

;
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B

!

*

@

!

"

;

!

@

!

"*

B

>

"
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;

B

!

!*

B

P

"

;

@

P

A

!

;

;

B

!;

@

#
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;

;

B

!;

@

#

B

!

*

B

!

"

;

@

;*

B

@

(

@

!

P*

B
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"

;

@

#;

B

;*

!!

&

!

=

U

"

VT

U

$

&

!

/

<

"

%

<

$

&

!

#

"

&

<

$

&

!

"

"

%

<

$

&

!

T

U

"

VT

U

F

所以
&

!

;

"的第二小值是大于
/

<

的$从而
/

<

是
+

!

!

#

$

#

$

*="

"的依次小
_

特征值
%

"

!

,

"

-

#小于
!)

的单圈图

!!

记由
*

阶单圈图
G

#

V+

!

!

*=!

"$

G

;

V+

P

!

*=P

"$

G

!

V+

!

!

#

$

*=P

"$

G

P

V+

P

!

#

$

*="

"$

G

"

V

+

!

!

'

4

!

#

$

*="

""$

G

G

V+

P

!

'

4

!

#

$

*=G

""$

G

>

V

+

!

!

#

$

'

4

!

#

$

*=G

""组成的图类为
!;

类图!见图

;

"

%

图
(

!

$(

类

<+

A

Q(

!

$(06;,,

!!

任何一个单圈图
G

$若它含有表
#

中列举的任

一图的偶次剖分作为单圈子图$由推论
!

知

W

!

G

"

%/

<

F

所以证明阶数
*

-

;"

的非
!#

$

!;

类单

圈图必以表
#

列举的某一图或其偶次剖分作为单圈

子图
%

在引理
G

#

A

中$将按照单圈图的分叉树的最

大高度来讨论
%

引理
'

!

设
*

阶单圈图
G

的分叉树均是以中

心为根的星图!即分叉树的最大高度为
#

"$若
*

-

;"

且
G

不为
!;

类图$则
W

!

G

"

%/

<

%

证明
!

证明
G

以表
#

中的某个图!设为
G

<

"或

其偶次剖分图为单圈子图$则
W

!

G

"

+

W

!

G

<

"

%/

<

F

设单圈图的圈长为
#%

情形
!

!

#

-

##

若
#

为奇数$则必以
!

##

或其偶次剖分为单圈子

图
%

若
#

为偶数$则必以
!

#;

或其偶次剖分为单圈

子图
%

情形
"

!

#V#<

由于
*

-

;"

$

G

必以
+

#<

!

#

"为单圈子图
%

情形
#

!

#V@

G

必以
+

@

!

#

"为单圈子图
%

情形
%

!

#

+

A

子情形
3#VAF

由
*

-

;"

知$

G

必以
+

A

!

;

"为

单圈子图
%

子情形
M#V>F

由
*

-

;"

知$

G

必以
+

>

!

!

"$

+

>

!

;

$

<

$

;

"之一为单圈子图
%

子情形
5#VG

若
G

中有阶数大于
G

的分叉树$则
G

必以

+

G

!

G

"为单圈子图
%

若
G

中分叉树的阶数均小于等

于
G

$由
*

-

;"

知
G

至少以
+

P

!

;

$

<

$

P

"$

+

P

!

P

$

P

"之

一的偶次剖分为单圈子图
%

由于
G

的分叉树均是以

中心为根的星图$且
G

不是
G

#

$

G

;

$

+

"

!

*="

"$故

当圈长
#

+

"

时$只需考虑分叉点数
Z"-W

!

G

"

-

;

的情形
%

子情形
6#V"

若
G

中有阶数大于
#<

的分叉树$则
G

至少以

+

"

!

#

$

##

"$

+

"

!

!

$

P

"$

+

"

!

#

$

<

$

"

"之一为单圈子图
%

若
G

中分叉树的阶数均小于等于
#<

$由
*

-

;"

知

G

至少以
+

"

!

!

$

P

"$

+

"

!

;

$

<

$

!

"$

+

"

!

#

$

<

$

"

"之一为

单圈子图
%

子情形
*#VP

子情形!

3

"

Z"-W

!

G

"

V;

首先考虑
G

中有一个
;

阶分叉树的情况
F

由于

G

不是
G

P

$故
G

的这两个分叉点不相邻$由
*

-

;"

可知
G

必以
+

P

!

#

$

<

$

#;

"为单圈子图
%

当
G

中分叉

树的阶数都大于
;

时$由
*

-

;"

知
G

至少以

+

P

!

;

$

A

"$

+

P

!

;

$

<

$

P

"$

+

P

!

P

$

P

"之一为单圈子图
%

子情形!

M

"

Z"-W

!

G

"

V!

若
G

中恰有一个分叉树阶数大于
;

$由
*

-

;"

可知
G

至少以
+

P

!

#

$

#

$

>

"$

+

P

!

#

$

#>

$

#

"之一

为单圈子图
%

若
G

中有两个分叉树阶数都大于
;

$

G

至少以
+

P

!

;

$

A

"$

+

P

!

;

$

<

$

P

"$

+

P

!

P

$

P

"之一为

单圈子图
%

子情形!

5

"

Z"-W

!

G

"

VP

若
G

中恰有一个阶数大于
;

的分叉树$

G

必以

+

P

!

#

$

#

$

#

$

G

"为单圈子图
%

若
G

中有两个阶数大于

;

的分叉树$由
*

-

;"

可知
G

至少以
+

P

!

;

$

A

"$

+

P

!

;

$

<

$

P

"$

+

P

!

P

$

P

"之一为单圈子图
%

子情形
0#V!

子情形!

3

"

Z"-W

!

G

"

V;

由于
G

不是
G

!

$故
G

中的两个分叉树的阶数

都大于
;

$由
*

-

;"

可知
G

至少以
+

!

!

;

$

;<

"$

+

!

!

!

$

>

"$

+

!

!

P

$

"

"之一为单圈子图
%

子情形!

M

"

Z"-W

!

G

"

V!

由于
G

不是
+

!

!

#

$

#

$

*="

"$故
G

中有两个阶

P;



!

第
#

期 周
!

敏$等%单圈图依次小
_

=

特征值排序
!

数大于
;

的分叉树$由
*

-

;"

可知
G

至少以
+

!

!

!

$

>

"$

+

!

!

P

$

"

"$

+

!

!

#

$

;

$

#;

"$

+

!

!

;

$

;

$

A

"之一为单圈

子图
%

引理
(

!

设
G

为
*

-

#@

阶单圈图$若
G

的所有

分叉树的最大高度为
;

$且
G

不为
!#

$

!;

类图$则

W

!

G

"

%/

<

%

证明
!

思路与定理
#

一样
%

情形
!

!

#

-

##

若
#

为奇数$则必以
!

##

或其偶次剖分为单圈

子图
%

若
#

为偶数$则必以
!

#;

或其偶次剖分为单圈

子图
%

情形
"

!

#V#<

由于
*

-

;"

$

G

必以
+

#<

!

#

"为单圈子图
%

情形
#

!

#V@

G

必以
+

@

!

#

"为单圈子图
%

情形
%

!

#

+

A

当
G

中至少有两个分叉树的高为
;

时$

G

至少

以
+

!

!

X

!

$

X

!

$

#

"$

+

!

!

X

!

$

'

4

!

#

$

#

""$

+

P

!

X

!

$

X

!

"$

+

P

!

X

!

$

<

$

X

!

"之一的偶次剖分为单圈子图
%

当
G

中只有一个分叉树的高为
;

时$若此分叉

树有顶点!除根点外"度数大于
;

$由
*

&

#>

$

G

必以

+

!

!

;

$

X

!

"$

+

P

!

'

!

<

$

;

""之一的偶次剖分为单圈子

图
%

所以$假设
G

中只有一个分叉树的高度为
;

$且

分叉树上的点!除根点和悬挂点外"均为
;

度点
F

设

#

为
G

中圈的长度
%

子情形
3

!

#V!

若
Z"-W

!

G

"

V;

$即
G

某个
+

!

!

-

$

'

4

!

.

$

/

""$

由于
G

不是
G

>

$故
-

&

#

$从而
G

必以
+

!

!

;

$

X

!

"为

单圈子图
%

若
Z"-W

!

G

"

V!

$即
G

为某个
+

!

!

9

$

-

$

'

4

!

.

$

/

""$由于
G

不是
+

!

!

#

$

#

$

'

4

!

.

$

/

""$所以
9

$

-

中必

有一个大于
#

$进而有
G

以
+

!

!

;

$

X

!

"为单圈子图
%

子情形
M

!

#VP

若
Z"-W

!

G

"

V;

$若
G

的两个分叉点相邻$由于
G

不是
+

P

!

#

$

'

4

!

.

$

/

""$

G

必以
+

P

!

;

$

X

!

"为单圈子

图#若
G

的两个分叉点不相邻$

G

必以
+

P

!

#

$

<

$

X

!

"

为单圈子图
%

若
Z"-W

!

G

"

&

;

$则
G

也必以
+

P

!

#

$

<

$

X

!

"为单圈子图
%

子情形
5

!

#V"

Z"-W

!

G

"

-

;

$则
G

以
+

!

!

;

$

X

!

"的偶次剖分或

+

"

!

'

4

!

#

$

#

"$

#

"为单圈子图
%

子情形
6

!

#VG

G

至少含
+

G

!

X

!

"或
+

P

!

#

$

<

$

X

!

"的偶次剖分

为单圈子图
%

子情形
*

!

#V>

G

至少含
+

"

!

#

$

X

!

"或
+

"

!

#

$

<

$

X

!

"的偶次剖

分之一为单圈子图
%

子情形
0

!

#VA

G

必含
+

G

!

X

!

"的偶次剖分为单圈子图
%

引理
$

!

G

为
*

阶单圈图$若
G

分叉树的最大

高度大于
;

$则
W

!

G

"

%/

<

%

证明
!

此时
G

至少含
+

P

!

X

P

"$

+

>

!

X

P

"!的偶

次剖分"之一为单圈子图
%

当
#V!

时$

G

必含
+

!

!

X

!

$

X

P

"为单圈子图
%

当
#V"

时$

G

必含
+

"

!

X

!

$

X

P

"为单圈子图
%

由引理
G

#

A

可得%

定理
"

!

当
*

-

;"

时$所有不是
!#

$

!;
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