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一类超线性犇犻狉犻犮犺犾犲狋问题无穷多个

径向对称解的存在性
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摘要：应用常微分方程的能量分析法和相平面分析法证明了球上一类超线性犇犻狉犻犮犺犾犲狋问题存在无

穷多个径向对称解．首先将所研究的问题转化为常微分方程，进而利用压缩映射原理证明常微分方

程问题存在解，从而得到原问题存在无穷多个径向对称解．这一结果对某些不满足犘犛序列紧性条

件和超出犛狅犫狅犾犲狏嵌入定理临界指数的非线性增长条件仍然成立，并给出具体实例，说明了采用这

种方法研究问题的优势．
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１　问题的提出

近年来，对超线性边值问题

Δ狌＋狓 α
犵（狌）＝狇（狓）， 狓∈Ω

狌＝０， 狓∈
｝

Ω
（１）

的研究取得了长足的进展．其中，Ω为犚犖 空间中的

有界区域，Δ为犔犪狆犾犪犮犲算子，犵是犚到犚上的连续
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函数，狇∈犔
２（Ω），且

犾犻犿
狘狌狘→＋∞

犵（狌）

狌２
＝±∞ （２）

　　主要目的是找到合适的Ω，犵，狇条件，使得问

题（１）和问题（２）有无穷多个解．关于此类问题解的

存在性利用泛函方法在文献［１－２］中已得到证明．

对超线性边值问题

Δ狌＋犵（狌）＝狇（狓）， 狓∈Ω

狌＝０， 狓∈
｛ Ω

当犵是奇函数且满足合适的增长条件时，文献［３－

５］证明了问题存在无穷多个解．而对犵满足犛狅犫狅犾犲狏

空间临界指数增长条件下解的存在性，文献［６］给出

了具体证明．在文献［７］中，犆犪狊狋狉狅和犓狌狉犲狆犪将上述

结果推广到犵满足超线性犛狅犫狅犾犲狏嵌入定理指数增

长时，问题也存在无穷多个径向对称解．本文不仅验

证了上述结果，并将上述结论推广到问题（１）和问题

（２）上．

取Ω为犚
犖 空间中中心在原点、半径为犜的球．

狇（狓）＝狆（狓 ） （３）

式中，狇（狓）为径向对称函数．

为了讨论方便，不失一般性，令

狆∈犔
∞（Ω），　犵（０）＝０ （４）

式中，犵为严格单调递增函数．

现给出一些定义．

犌（狌）＝∫
狌

０
犵（狏）犱狏

犌（狓 ，狌）＝∫
狌

０
狓 α
犵（狏）犱狏

犔（犽，狌）＝（犖＋α）犌（犽狌）－（（犖－２）／２）狌犵（狌）（５）

犔±（犽）＝犾犻犿
狌→±∞

犔（犽，狌）（狌２／犵（狌））
２犖＋α

α＋４ （６）

犉（犿，狌）＝（狌２／犵（狌））
犖＋ρ－１犌（犽狌）＋犿 （７）

其中，犽∈（０，１］，ρ＞０，犿∈犚．

定理１　假设犵是局部犔犻狆狊犮犺犻狋狕连续的，且式

（２）和式（３）成立．当－２＜α≤０时，若下列条件之一

成立：

犪．对某些犽∈（０，１），犔（１，狌）是下有界的，且

犔＋（犽）＝＋∞，犔－（犽）＝－∞；

犫．犿∈犚，当狌→＋∞时，犉（犿，狌）→＋∞；

狌→－∞，犉（犿，狌）→－∞．

则问题（１）有无穷多个满足狌（０）＞０（狌（０）＜０）的

径向对称解．

定理１的结果不仅对满足线性增长条件的

犵（狌）＝犃｜狌｜狆＋犅 适用，而且对犵（狌）＝狌犾狀狌，

狌＞１，问题（１）无穷多个解的存在性也可以由定理１

得到证明．定理１的方法的另一个优点是，只要

狆（狓 ，狌，狌′）是一致有界的，狆可依赖于（狓 ，

狌，狌′）而变化．

定理１的主要证明过程是首先将问题（１）转化

为常微分方程奇异初值问题．

狌″＋
狀
狋
狌′＋狋α犵（狌）＝狆（狋），狋∈（０，犜］

狌（０）＝犱

狌′（０）＝

烍

烌

烎０

（８）

其中，狀＝犖－１，犱为任意实数．

其次利用能量分析法，定义能量函数

犈（狋，犱）＝（狌′（狋，犱））２／２＋

犌（狋，狌（狋，犱）） （９）

　　问题（８）满足

狌（犜，犱）＝０ （１０）

的解即为问题（１）的径向对称解．进而利用“打靶

法”，找到合适的狋０＞０，使得问题（８）的解满足

狌（狋０，犱）＝犽犱，　犽∈（０，１） （１１）

　　利用式（２）、式（３）和式（１１）及犘狅犺狅狕犪犲狏等式去

证明

犾犻犿
犱→＋∞
犈（狋，犱）＝＋∞，犾犻犿

犱→∞
犈（狋，犱）＝－∞ （１２）

对狋∈（０，犜］一致成立．

最后利用相平面分析法，在（狌，狌′）平面上定义

连续变量函数θ（狋，犱），且θ（０，犱）＝０．仿效文献

［８］的方法去证明

犾犻犿
犱→∞
θ（狋，犱）＝∞ （１３）

　　由介值定理可知，问题（１０）存在无穷多个解，进

而问题（１）有无穷多个径向对称解．

２　能量分析

首先将问题（８）中的微分方程转化为等价的积

分方程

狌（狋，犱）＝犱＋∫
狋

０
狉－狀∫

狉

０
狊狀（狆（狊）－

狊α犵（狌（狊，犱）））犱狊犱狉

　　引理１　问题（８）有局部解．

证明　取完备度量空间犆［０，ε］×［犱′－ε，

犱′＋ε］，定义算子

犃狌（狋，犱）＝犱＋∫
狋

０
狉－狀∫

狉

０
狊狀（狆（狊）－

狊α犵（狌（狊，犱）））犱狊犱狉

由定理１的条件可知，犵满足局部犔犻狆狊犮犺犻狋狕条件，

即对狌１（狋，犱），狌２（狋，犱），犓＞０，使得

２２１



　第２期 褚后利，等：一类超线性犇犻狉犻犮犺犾犲狋问题无穷多个径向对称解的存在性 　

犵（狌２（狋，犱））－犵（狌１（狋，犱））＜

　　犓 狌２（狋，犱）－狌１（狋，犱） （１４）

　　定义

狌２（狋，犱）－狌１（狋，犱）＝

　　犿犪狓狌２（狋，犱）－狌１（狋，犱）

则对上述狌１（狋，犱），狌２（狋，犱）有

犃狌２（狋，犱）－犃狌１（狋，犱）＝

　　∫
狋

０
狉－狀∫

狉

０
狊狀（狊α犵（狌１（狊，犱）－

　　狊α犵（狌２（狊，犱）））犱狊犱狉 ≤

　　犓∫
狋

０
狉－狀∫

狉

０
狊狀＋α犿犪狓狌１（狊，犱）－

狌２（狊，犱）犱狊犱狉＝
犓εα＋

２

（狀＋α＋１）（α＋２）
·

　　 狌１（狊，犱）－狌２（狊，犱）

　　由狌１（狋，犱），狌２（狋，犱）的任意性可知

犃狌２（狋，犱）－犃狌１（狋，犱）≤

　
犓εα＋

２

（狀＋α＋１）（α＋２）
狌１（狊，犱）－狌２（狊，犱） （１５）

　　当α＞－２时，取充分小的ε，可使得

犓εα
＋２

（狀＋α＋１）（α＋２）
＜１

由压缩映射原理可知，狌（狋，犱），使得

犃狌（狋，犱）＝狌（狋，犱），即证问题（８）有局部解．

引理２　 问题（８）在狋∈［ε，＋∞）上有解．

证明　假设存在递增序列狋狀→狋∈犚，则有

犾犻犿
狀→∞

（狌２（狋狀，犱）＋（狌′（狋狀，犱））２）→∞

如果（狌′（狋狀，犱））２ 不趋向于无穷大，则由平均值

定理，可找到一个新的递增序列狋′狀→狋，使得

（狌′（狋′狀，犱））２→∞．所以，不失一般性，可假设

（狌′（狋狀，犱））２→∞．此外，由 式 （４）成 立，可 知

犌（狓 ，狌）≥０，因此

犾犻犿
狀→∞
犈（狋狀，犱）＝∞ （１６）

　　另一方面

犈′（狋，犱）＝狌′（狋，犱）狆（狋）－
狀
狋
（狌′（狋，犱））２＋

α狋α－
１犌（狌）≤ 槡２ 狆 ∞＋

α（ ）ε ·

犿犪狓｛ 犈（狋，犱槡 ），犈（狋，犱）｝

　　犪．当 犈（狋，犱槡 ）＞犈（狋，犱）时，有

犈（狋，犱）≤ 犈（ε，犱）＋ 槡２
２
狆 ∞＋

α（ ）
ε
（狋－ε［ ］）

２

　　犫．当 犈（狋，犱槡 ）≤犈（狋，犱）时，有

犈（狋，犱）≤犲
犾狀犈（ε，犱）＋ 槡２ 狆 ∞＋

α（ ）ε （狋－ε）

即犈（狋，犱）是有界的，与式（１６）矛盾．所以，假设不

成立，即证问题（８）在［ε，∞）上亦有解．

因为，犵是单调递增函数，所以

狌′（狋，犱）＝狋－狀∫
狋

０
狉狀（狆（狉）－狉α犵（狌（狋，犱）））犱狉≥

－ 狆 ∞
狋
狀＋１

－犵（犱）
狋α＋１

狀＋α＋１

　　由犽∈（０，１），犱＞０可知，当

狋
狀＋１

狆 ∞ ＜
狋α＋１

狀＋α＋１
犵（犱），α≤０

有狌′（狋，犱）＜０．

令狋０＝狋０（犽，犱），则对狋∈（０，狋０），有犱≥

狌（狋，犱）＞犽犱，狌（狋０，犱）＝犽犱．

在［０，狋０］上积分，有

狆 ∞
狋２０

２（狀＋１）
＋犵（犱）

狋α＋２０
（狀＋α＋１）（α＋２）

≥

（１－犽）犱 （１７）

　　现寻找满足式（１７）的狋０．已知

狆 ∞
狋２０

２（狀＋１）
＋犵（犱）

狋α＋２０
（狀＋α＋１）（α＋２）

≥

狆 ∞犵（犱）

２（狀＋１）（狀＋α＋１）（α＋２）
狋α＋４槡 ０

因此，只要

狆 ∞犵（犱）

２（狀＋１）（狀＋α＋１）（α＋２）
狋α＋４槡 ０ ≥（１－犽）犱

即可，此时

狋０≥

　
２（１－犽）２（狀＋１）（狀＋α＋１）（α＋２）

狆 ∞

犱２

犵（犱［ ］）
１
α＋４

（１８）

　　引理３　若犔（１，狌）是下有界的，且对某些犽∈

（０，１），有犔＋（犽）＝∞，犔－（犽）＝∞，则

犾犻犿
犱→∞
犈（狋，犱）＝∞，　犾犻犿

犱→－∞
犈（狋，犱）＝∞

对狋∈（０，犜］一致成立．

证明　令狏（狓）＝狌（狓 ），狓∈Ω，当狌满足

问题（８），有

Δ狏＋狓 α
犵（狏）＝狆（狓 ），狓∈Ω （１９）

狏（０）＝犱，　 狏（０）＝０ （２０）

　　仿效犘狅犺狅狕犪犲狏不等式的证明方法，有

（Δ狏）（狓· 狏）＝
犖－２
２

狏 ２
＋

　　∑
犖

犻＝１
∑
犖

犼＝１

狓犼狏狓犻狏狓（ ）
犼 狓犻

－
１
２∑

犖

犼＝１
∑
犖

犻＝１

狓犼狏
２
狓（ ）
犻 狓

犼

（２１）

（狓 α
犵（狏）－狆（狓 ））（狓· 狏）＝

∑
犖

犼

（狓犼犌（狏））狓犼 －（犖＋α）犌（狏）－

狆（狓 ）（狓· 狏）
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　　在式（１９）两边同乘狓· 狏，并在Ωε＝｛狓∈

Ω 狓 ＜ε｝，狋０≤ε≤犜上积分，由散度定理及狏的

径向对称性，有

∫Ω ［ε
犖－２

２
‖ 狏‖

２
－（犖＋α）犌（狓 ，狏）－

狆（‖狓‖）（狓· 狏］）犱狓＝

∫Ω ［ε ∑
犖

犼＝１

υ犼
１
２∑

犖

犻＝１

狓犼狏
２
狓犻－狓犼犌（狓 ，狏（ ））－

∑
犖

犼＝１

υ犼（∑
犖

犻＝１

狓犻狏狓犻狏狓犼 ］）犱σ＝

∫Ωε ［－∑
犖

犼＝１

υ（犼 １
２∑

犖

犻＝１

狓犼狏狓犻＋

狓犼犌（狓 ，狏）］） 犱σ （２２）

其中，υ＝（υ１，υ２，…，υ犖），υ表示Ωε 在狓点的外法

线单位向量，犼＝１，２，…，犖．

另一方面，在式（１９）两边同乘狏，并在Ωε 上积

分，有

　∫Ωε 狏 ２犱狓＝∫Ωε
（狓 α

犵（狏）－

　　狆（狓 ））狏犱狓＋∫Ωε狏
（υ· 狏）犱狓 （２３）

　　将式（２３）代入式（２２），有

∫Ωε
（犖＋α）犌（狓 ，狏）－

（犖－２）犵（狏）狏 狓 α

［ ］２
犱狓＝

∫Ω ［ε ε２ 狏 ２
＋ε犌（狓 ，狏）＋

犖－２
２
（狏（υ· 狏 ］））犱σ－

∫Ωε狆
（狓 ）（狓· 狏）＋

犖－２
２（ ）狏犱狓 （２４）

而

∫Ωε
（犖＋α）犌（狓 ，狏）－

（犖－２）犵（狏）狏狓 α

［ ］２
犱狓≥

∫Ωε 狓
α （犖＋α）犌（犽犱）－

犖－２
２
犵（犱）［ ］犱犱狓≥

２ π
犖

Γ（
狀
２
）Γ（
狀
２
＋１）（犖＋α）

狋２犖＋α０ ·

（犖＋α）犌（犽犱）－
犖－２
２
犵（犱）［ ］犱 （２５）

　　由式（１８）、式（２４）和式（２５），以及犔（１，狌）是下

有界的，有

犱２

犵（犱（ ））
２犖＋α
α＋ ［４ （犖＋α）犌（犽犱）－（犖－２）犵（犱）犱］２

＋

　　　　（ε犖－狋犖０）犅≤犮犈（ε） （２６）

其中，犅是与犱有关的常数．

已知犔＋（犽）＝∞，由式（２４），有

犾犻犿
犱→∞
犈（狋，犱）＝∞

对狋∈（０，犜］是一致成立的．

引理３得证．

引理４　 如果犿∈犚，当 狌→＋∞时，有

犉（犿，狌）→∞，则

犾犻犿
犱→∞
犈（狋，犱）＝∞

对狋∈（０，犜］一致成立．

证明　由犈的定义及式（８），有

（狋２
（狀＋ρ）犈（狋，犱））′＝２（狀＋ρ）狋２

（狀＋ρ）－１犈（狋，犱）＋

［狌′狌″＋α狋α－１犌（狌）＋狋α犵（狌）狌′］狋
２（狀＋ρ）

≥

２（狀＋ρ）狋２
（狀＋ρ）－１犌（狋，狌（狋，犱））－

（狋２
（狀＋ρ）＋１

狆
２
∞）／４ρ （２７）

　　对式（２７）在［狋０，狋］上积分，有

犈（狋，犱）≥犜
－２（狀＋ρ）［狋２

（狀＋ρ）
０ 犈（狋０，犱）＋犿］（２８）

其中，犿 是关于（狀，犜，狆 ∞，ρ）的常数．结合式

（１８）和式（２６），引理４得证．

３　相平面分析

定义狋∈（０，狋
—
），（狌（狋，犱），狌′（狋，犱））≠（０，

０），狉２（狋，犱）＝狌２（狋，犱）＋（狌′（狋，犱））２．

对犱＞０，存在唯一的连续变量函数θ（狋，犱），

狋∈（０，狋
—
），使得

狌（狋，犱）＝狉（狋，犱）犮狅狊θ（狋，犱）

狌′（狋，犱）＝－狉（狋，犱）狊犻狀θ（狋，犱）

θ（０，犱）＝０ （２９）

　　如果犱＜０，可找到变量函数ψ（狋，犱），使得

狌（狋，犱）＝－狉（狋，犱）犮狅狊ψ（狋，犱）

狌′（狋，犱）＝狉（狋，犱）狊犻狀ψ（狋，犱）

θ（０，犱）＝０ （３０）

　　经计算，有

θ′（狋，犱）＝狊犻狀２θ（狋，犱）＋

　

（狋α犵（狌（狋，犱））＋
狀
狋
狌′（狋，犱）－狆（狋））犮狅狊θ（狋，犱）

狉（狋，犱）
（３１）

　　现证明定理１．

证明　仿效文献［６］的方法，由解对初值的连续

依赖性，

犾犻犿
犱→∞
θ（狋，犱）＝∞，犾犻犿

犱→－∞
θ（狋，犱）＝－∞ （３２）

只要证明式（３２）成立．

为了证明式（３２），只要证明任意给定正整数犑，
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存在犱０，使得当犱≥犱０（－犱≥犱０）时，有

θ（狋，犱）＞犑π（ψ（狋，犱）＞犑π）

成立．

如果狓０＞０，定义

犿（狓０）＝犿犻狀｛犵（狓）／狓
２ 狓 ≥狓０｝

　　由式（２），有

狓０→∞，犿（狓０）→∞ （３３）

令

δ∈（０，犿犻狀｛π／４，犜／６４狀｝） （３４）

　　狉０满足

８狆 ∞ ＜狉０ （３５）

１６δ＋２π／ω（狉０，δ）≤３犜／４犑 （３６）

ω（狉０，δ）＞４狀／犜＋２狆 ∞／狉０ （３７）

其中，ω（狉０，δ）＝（犜／４）α狉０犿（狉０犮狅狊δ）狊犻狀２δ犮狅狊δ．

当犈（狋，犱）→∞时，有狉（狋，犱）→∞．由引理３

和引理４可知，存在犱０，使得对所有狋∈（０，犜］，若

犱＞犱０，则有狉（狋，犱）≥狉０．

假设狋≥犜／４，且θ（狋，犱）∈［犼π／２－δ，犼π／２＋

δ］．其中，犼是非负奇数．由式（３１），（３４），（３５）及

犵（狌）狌≥０，有

θ′（狋，犱）≥狊犻狀
２
θ（狋，犱）＋

狋α犵（狌）狌
狉２

－

　　
４狀 狌（狋，犱）狌′（狋，犱）

犜狉２（狋，犱）
－
狆 ∞

狉０
≥

　　犮狅狊
２
δ－
４狀狋犪狀δ
犜

－
狆 ∞

狉０
≥
１
４

（３８）

　　另一方面，如果θ（狋，犱）∈［犼π／２＋δ，（犼＋２）·

π／２－δ］，有

θ′（狋，犱）≥（犜／４）α犵（狌（狋，犱））狌（狋，犱）·

狊犻狀２δ／狌２（狋，犱）－
２狀
犜
－
狆 ∞

狉０
≥

ω（狉０，δ）

２
＞０ （３９）

　　由式（３８）和式（３９）可知，对狋∈［犜／４，犜］，

θ（狋，犱）是一个单调递增的函数．

现对θ（犜，犱）进行估计．假设对某些非负奇数

犼，有

θ（犜／４，犱）－犼π／２ ＜δ

　　由式（３８）可知，存在狋１∈（犜／４，犜／４＋８δ），

使得

θ１（狋，犱）＝犼π／２＋δ （４０）

　　对狋＞狋１，θ（狊，犱）∈［犼π／２＋δ，（犼＋２）π／２－δ］

及狊∈［狋１，狋］，由式（３９）可知

狋－狋１＜２（π－２δ）／ω（狉０，δ）

因此，存在狋０∈（狋１，狋１＋２（π－２δ）／ω（狉０，δ）），

使得

θ（狋２，犱）＝（犼＋２）π／２－δ （４１）

　　仿效狋１存在性的证明，可知存在狋３∈（狋２，狋２＋

８δ），使得θ（狋３，犱）＝（犼＋２）π／２＋δ．由狋１，狋２可得

犜／４＜狋３＜犜／４＋１６δ＋２（π－２δ）／

ω（狉０，δ）θ（狋３，犱）－θ（狋，犱）＞π （４２）

　　重复上述过程犑次可知，对狋
—

∈［犜／４，犜／４＋

犑（１６δ＋２（π－２δ）／ω（狉０，δ））］，有

θ（狋
—
，犱）≥犑π （４３）

　　由式（３６）可知，狋
—

≤犜．

因为θ（狋，犱）是单调递增的，所以

θ（犜，犱）≥犑π （４４）

　　另一方面，如果｜θ（犜／４，犱）－犼π／２｜≥δ，可

找到

狋１∈［犜／４，犜／４＋犑（８δ＋４（π－２δ）／ω（狉０，δ））］

使得θ（狋
—
，犱）≥犑π．

因此

θ（犜，犱）≥犑π （４５）

　　综上，定理１得证．
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