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犓犱犞犅狌狉犵犲狉狊犓狌狉犪犿狅狋狅方程另一类

指数函数求法及新的精确解

胡恒春，　王利金，　刘　磊
（上海理工大学 理学院，上海　２０００９３）

摘要：用指数函数法求解了犓犱犞犅狌狉犵犲狉狊犓狌狉犪犿狅狋狅方程新的精确解，并利用其中的部分结果计算

了犓犱犞犅狌狉犵犲狊犓狌狉犪犿狅狋狅方程指数形式的精确解，同时还得到了犓狌狉犪犿狅狋狅犛犻狏犪狊犺犻狀狊犽狔方程指数

形式的精确解，并通过双曲函数变换将其转化为双曲函数形式的解．最后给出了这两种非线性系统

解所对应的图形，它们的解分别为孤波解和扭结解．

关键词：犓犱犞犅狌狉犵犲狉狊犓狌狉犪犿狅狋狅方程；指数函数方法；新精确解

中图分类号：犗１７５　　　文献标志码：犃

犃狀狅狋犺犲狉犈狓狆狅狀犲狀狋犻犪犾犉狌狀犮狋犻狅狀犕犲狋犺狅犱犪狀犱狋犺犲犖犲狑犈狓犪犮狋

犛狅犾狌狋犻狅狀狅犳犓犱犞犅狌狉犵犲狉狊犓狌狉犪犿狅狋狅犈狇狌犪狋犻狅狀

犎犝犎犲狀犵犮犺狌狀，　犠犃犖犌犔犻犼犻狀，　犔犐犝犔犲犻
（犆狅犾犾犲犵犲狅犳犛犮犻犲狀犮犲，犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔狅犳犛犺犪狀犵犺犪犻犳狅狉犛犮犻犲狀犮犲犪狀犱犜犲犮犺狀狅犾狅犵狔，犛犺犪狀犵犺犪犻２０００９３，犆犺犻狀犪）

犃犫狊狋狉犪犮狋：犃狀犲狓狆狅狀犲狀狋犻犪犾犳狌狀犮狋犻狅狀犿犲狋犺狅犱狑犪狊狆狉狅狆狅狊犲犱犳狅狉狅犫狋犪犻狀犻狀犵狋犺犲犲狓犪犮狋狊狅犾狌狋犻狅狀狊狅犳犓犱犞犅狌狉犵犲狉狊

犓狌狉犪犿狅狋狅犲狇狌犪狋犻狅狀，犪狀犱犲狓犪犮狋狊狅犾狌狋犻狅狀狊狅犳犲狓狆狅狀犲狀狋犻犪犾犳狌狀犮狋犻狅狀狋狔狆犲狅犳犓狌狉犪犿狅狋狅犛犻狏犪狊犺犻狀狊犽狔犲狇狌犪狋犻狅狀狑犲狉犲

犪犾狊狅狆狉狅狏犻犱犲犱．犈狓狆狅狀犲狀狋犻犪犾犳狅狉犿狊狅犾狌狋犻狅狀狊犫狔犺狔狆犲狉犫狅犾犻犮犳狌狀犮狋犻狅狀狋狉犪狀狊犳狅狉犿犪狋犻狅狀犮犪狀犫犲狋狉犪狀狊犳狅狉犿犲犱犻狀狋狅

犺狔狆犲狉犫狅犾犻犮犳狌狀犮狋犻狅狀狊狅犾狌狋犻狅狀狊．犆狅狉狉犲狊狆狅狀犱犻狀犵犵狉犪狆犺狊狅犳狋犺犲狋狑狅犽犻狀犱狊狅犳狀狅狀犾犻狀犲犪狉狊狔狊狋犲犿狊狅犾狌狋犻狅狀狊狑犲狉犲

狆狉犲狊犲狀狋犲犱犪狀犱犻狋犮犪狀犫犲狊犲犲狀狋犺犲犻狉狊狅犾狌狋犻狅狀狊犪狉犲狊狅犾犻狋犪狉狔狑犪狏犲狊狅犾狌狋犻狅狀狊犪狀犱犽犻狀犽狊狅犾狌狋犻狅狀狊．

犓犲狔狑狅狉犱狊：犓犱犞犅狌狉犵犲狉狊犓狌狉犪犿狅狋狅犲狇狌犪狋犻狅狀；犲狓狆狅狀犲狀狋犻犪犾犳狌狀犮狋犻狅狀犿犲狋犺狅犱；狀犲狑犲狓犪犮狋狊狅犾狌狋犻狅狀

１　问题的提出

犅犲狀狀犲狔在研究具有耗散项和不稳定因素下的

犓犱犞方程时，提出了一个包含耗散项和不稳定项的

一维波模型．通过这种一维波模型得出了 犓犱犞

犅狌狉犵犲狉狊犓狌狉犪犿狅狋狅（犓犅犓）方程，也叫犅犲狀狀犲狔方程
［１］，

它的表达式为

狌狋＋狌狌狓＋α狌狓狓＋β狌狓狓狓＋γ狌狓狓狓狓 ＝０ （１）

　　方程（１）在光学物理中起着非常重要的作用，其

中，β代表频率系数，α，γ分别表示耗散和不稳定作

用．它可用于描述斜平面上向下流动黏性流体的非

线性表面长波、等离子体中不稳定漂流波、碎片状多

孔介质中的应力波．
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当式（１）中的γ＝０时，犓犅犓方程就变成了

犓犱犞犅狌狉犵犲狉狊（犓犅）方程，它是流体力学中一种非常

重要的物理模型［２］，也是在一维空间中对流体的近

似描述，其表达式形式为

狌狋＋狌狌狓＋α狌狓狓＋β狌狓狓狓 ＝０ （２）

　　当式（１）中的β＝０时，犓犅犓方程就变成了

犓狌狉犪犿狅狋狅犛犻狏犪狊犺犻狀狊犽狔（犓犛）方程．犓犛方程是犓狌狉犪犿狅狋狅

和犛犻狏犪狊犺犻狀狊犽狔导出的缓慢变量方程，被认为是无穷

维动力学中非常重要的方程，它的动力学特征有相

当大的普适性，其表示形式为

狌狋＋狌狌狓＋α狌狓狓＋γ狌狓狓狓狓 ＝０ （３）

　　犓犅犓方程、犓犅方程和犓犛方程这些非线性系统

在很多学科中都有相当广泛的应用，因此，求出这些

方程的解析解就显得非常重要．已有一些方法对这

些方程进行了求解，如先验假设法［３］、齐次平衡

法［４－５］、犉－展开法
［６］．１９８９年兰慧彬等

［７］提出了双

曲正切函数展开法，１９９２年犕犪犾犳犲犻狋
［８］首次系统阐述

了这种方法的一般求解过程和步骤．本文通过新的

指数函数法，对系数进行简单选取，并借助于犕犪狆犾犲

软件计算了方程新的精确解［９－１３］．

２　基本思想

非线性偏微分方程

Ψ（狌，狌狋，狌狓，狌狓狓，狌狋狋，…）＝０ （４）

式中，Ψ 为狌，狌狋，狌狓，狌狓狓，…的多项式函数．

现介绍指数函数法求解非线性发展方程的

步骤．

犪．对方程（４）作行波变换

狌＝狌（ξ）， ξ＝犽狓＋ω狋 （５）

式中，犽，ω为待定常数．

犫．将式（５）代入方程（４），得到关于ξ的常微分

方程

φ（狌，ω狌′，犽狌′，犽２狌″，ω２狌″，犽ω狌″，…）＝０　（６）

　　犮．假设方程（６）具有多项式形式的解

狌（ξ）＝
∑
犱

狀＝－犮

犪狀犲狓狆（狀ξ）

∑
狇

犿＝－狆

犫犿犲狓狆（犿ξ）

（７）

式中，犮，犱，狆，狇为待定常数；犪狀 狀＝－犮，…，（ ）犱 和

犫犿（犿＝－狆，…，狇）为待定系数．

犱．将方程（６）中的最高阶导数项和非线性最高

阶项用式（５）和式（７）代入，然后平衡它们的最高幂

次数就能够得到犱，狇的值．将方程（６）中的最低阶

导数项和非线性最低阶项用式（５）和式（７）代入，平

衡这两项的最低次数确定犮，狆的值．

犲．将确定值后的狌（ξ）代入方程（６）中，合并

犲狓狆（ξ）的同类项，然后令其系数为零．由此可得关

于待定常数犪狀 和犫犿 的方程组，再用犕犪狆犾犲求解该

方程组，将所得的结果代入式（７）就得到了方程（４）

的精确解．

３　方程的求解

对方程（１）作行波变换

狌＝狌（ξ） （８）

式中，ξ＝犽狓＋ω狋，犽，ω为待定常数，方程（１）便化

为常微分方

ω狌′＋犽狌狌′＋犽
２
α狌″＋犽

３
β狌＋犽

４
γ狌

（４）
＝０ （９）

　　方程两边对ξ积分，得

　ω狌＋
１
２
犽狌２＋犽

２
α狌′＋犽

２
β狌″＋犽

４
γ狌＋犮１＝０ （１０）

　　设方程（１）的解的形式为

狌（ξ）＝
∑
犱

狀＝－犮

犪狀犲狓狆（狀ξ）

∑
狇

犿＝－狆

犫犿犲狓狆（犿ξ）
＝

犪－犮犲狓狆（－犮ξ）＋…＋犪犱犲狓狆（犱ξ）

犫－狆犲狓狆（－狆ξ）＋…＋犫狇犲狓狆（狇ξ）
（１１）

式中，犮，犱，狆，狇为待定正整数；犪狀 和犫犿 为待定

系数．

为求得正整数犱，狇，将方程（１０）的最高阶导数

项和非线性最高阶项次数平衡，得

狌
（３）（ξ）＝

犺１犲狓狆［（犱＋７狇）ξ］＋…

犺２犲狓狆（８狇ξ）＋…
（１２）

狌２（ξ）＝
犺４犲狓狆（２犱ξ）＋…

犺３犲狓狆（２狇ξ）＋…
＝

犺４犲狓狆［（２犱＋６狇）ξ］＋…

犺３犲狓狆（８狇ξ）＋…
（１３）

式中，犺犻表示已确定的系数．

通过计算可得

犱＝狇 （１４）

　　同样，为了求得正整数犮和狆，将方程（１０）的最

低阶导数项和非线性最低阶项的次数平衡，得

　　狌
（３）（ξ）＝

…＋狊１犲狓狆［－（７狆＋犮）ξ］
…＋狊２犲狓狆（－８狆ξ）

（１５）

　　狌
２（ξ）＝

…＋狊３犲狓狆（－２犮ξ）
…＋狊４犲狓狆（－２狆ξ）

＝

２３１
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…＋狊３犲狓狆［－（２犮＋６狆）ξ］

…狊４犲狓狆（－８狆ξ）
（１６）

式中，狊犻为确定的系数．

从而有

犮＝狆 （１７）

　　由式（１４）和式（１７）可以看出，犮，犱的值可以任

意选择，但方程的精确解并不完全依赖于犮，犱．当

狆＝狇＝１和狆＝狇＝２时，通过计算所求得的解都含

有γ＝０，此时方程（１）就变为犓犱犞犅狌狉犵犲狉狊方程，文

献［１３］已经求出这种情形下的精确解．因此，只需从

狆＝狇＝３开始计算，方程解的形式可以表示为

狌（ξ）＝
∑
３

狀＝－３

犪狀犲狓狆（狀ξ）

∑
３

犿＝－３

犫犿犲狓狆（犿ξ）

（１８）

　　如果选取犪０＝犫０＝犪２＝犪－２＝犫２＝犫－２＝０，

犫－１＝犫１＝３和犫－３＝犫３＝１，那么，式（１８）就化为

狌（ξ）＝

　
犪－３犲狓狆（－３ξ）＋犪－１犲狓狆（－ξ）＋犪１犲狓狆（ξ）＋犪３犲狓狆（３ξ）

犲狓狆（－３ξ）＋犲狓狆（３ξ）＋３犲狓狆（ξ）＋３犲狓狆（－ξ）
（１９）

　　将式（１９）代入方程（１０），然后合并犲狓狆（ξ）的同

类项，对那些求得的方程让它们的系数为零，便可以

得到关于待定系数的复杂方程组，借助犕犪狆犾犲软件

可得到该方程组的１３种解．

犪．犪１＝０，犪３＝０，犪－１＝９６０犽３γ，犪－３＝０，

犽＝犽，α＝４犽２γ，β＝８犽２γ，ω＝－４８犽４γ．

犫．犪１＝－９６０犽
３
γ，犪３＝０，犪－１＝０，犪－３＝０，

犽＝犽，α＝４犽２γ，β＝－８犽２γ，ω＝４８犽４γ．

犮．犪１＝－２８８犽
３
γ，犪３＝犪－３＝－９６犽３γ，犪－１＝

６７２犽３γ，犽＝犽，α＝４犽２γ，β＝８犽２γ，ω＝４８犽４γ．

犱．犪１＝－６７２犽
３
γ，犪３＝９６犽３γ，犪－１＝２８８犽３γ，

犪－３＝ ９６犽３γ，犽＝ 犽，α＝ ４犽２γ，β＝－８犽２γ，ω＝

－４８犽４γ．

犲．犪１＝犪３＝犪－１＝０，犪－３＝－９６０犽３γ，犽＝犽，

α＝１８８犽
３
γ，β＝２４犽２γ，ω＝４８０犽４γ．

犳．犪１＝０，犪３＝９６０犽３γ，犪－１＝犪－３＝０，犽＝犽，

α＝１８８犽
２
γ，β＝－２４犽２γ，ω＝－４８０犽４γ．

　　犵．犪１＝２８８０犽
３
γ，犪３＝９６０犽３γ，犪－１＝２８８０犽３γ，

犪－３＝０，犽＝犽，α＝１８８犽２γ，β＝２４犽２γ，ω＝－４８０犽４γ．

　　犺．犪１＝－２８８０犽
３
γ，犪３＝０，犪－１＝－２８８０犽３γ，

犪－３＝－９６０犽
３
γ，犽＝犽，α＝１８８犽２γ，β＝－２４犽２γ，

ω＝４８０犽
４
γ．

犻．犪１ ＝犪３ ＝０，犪－１ ＝１４４０犽３γ，犪－３ ＝

４８０犽３γ，犽＝犽，α＝－７６犽２γ，β＝０，ω＝－２４０犽４γ．

犼．犪１＝－１４４０犽
３
γ，犪３＝－４８０犽３γ，犪－１＝

犪－３＝０，犽＝犽，α＝－７６犽２γ，β＝０，ω＝２４０犽４γ．

犽．犪１ ＝
９
８
犪－１，犪３ ＝

３
８
犪－１，犪－３ ＝０，

α＝
７３
９６０
犪－１
犽
，β＝

犪－１
１２０犽

，ω＝－
３
１６
犽犪－１，犽＝

３
犪－１
３８４０槡 γ

．

犾．犪１＝
１
３
犪３，犪－１＝犪－３＝０，α＝

７３犪３
３６０犽

，β＝

－
犪３
４５犽

，ω＝－
１
２
犽犪３，犽＝

３
犪３

１４４０槡 γ
．

犿．犪１＝－
３
４
犪－１，犪３＝

犪－１
１２
，犪－３＝０，α＝

１９犪－１
１４４０犽

，β＝０，ω＝－
犪－１
２４
犽，犽＝

３
１１犪－１
５７６０槡 γ

．

４　解的讨论

将解犪所得的系数代入式（１９），并取犽＝１，γ＝

２，得

狌（狓，狋）＝
１９２０犲狓狆（－狓＋９６狋）

犲狓狆（－３狓＋２８８狋）＋犲狓狆（３狓－２８８狋）＋３犲狓狆（狓－９６狋）＋３犲狓狆（－狓＋９６狋）
（２０）

　　由双曲函数变换

犲狓狆（狓，狋）＝犮狅狊犺（狓，狋）＋狊犻狀犺（狓，狋） （２１）

式（２０）化简为

狌（狓，狋）＝

　　
１９２０［犮狅狊犺（－狓＋９６狋）＋狊犻狀犺（－狓＋９６狋）］

２犮狅狊犺（－３狓＋２８８狋）＋６犮狅狊犺（－狓＋９６狋）
（２２）

此时所得解的结构如图１所示．

将解犫所得的系数代入式（１９），并取犽＝２，γ＝

１，得
图１　当犽＝１，γ＝２时方程的解结构

犉犻犵．１　犠犺犲狀犽＝１，γ＝２，狋犺犲狊狅犾狌狋犻狅狀狊狋狉狌犮狋狌狉犲狅犳犲狇狌犪狋犻狅狀

狌（狓，狋）＝－
７６８０犲狓狆（２狓－２狋）

犲狓狆（－６狓＋６狋）＋犲狓狆（６狓－６狋）＋３犲狓狆（２狓－２狋）＋３犲狓狆（－２狓＋２狋）
（２３）

３３１
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　　同样，通过变换式（２１），式（２３）可化为

　狌（狓，狋）＝

　　－
７６８０［犮狅狊犺（－２狓＋２狋）－狊犻狀犺（－２狓＋２狋）］

２犮狅狊犺（－６狓＋６狋）＋６犮狅狊犺（－２狓＋２狋）
（２４）

　　式（２４）相应解的结构如图２所示．

类似地，可以按照系数的不同分类来构造犓犱犞

犅狌狉犵犲狉狊犓狌狉犪犿狅狋狅方程各种形式的行波解或者孤波

解．另外，解犻，犼，犿所得的系数中的β＝０，那么，方程

（１）就变成犓犛方程．

将解犻所得的系数代入式（１９），并取犽＝１，γ＝

１，得

图２　当犽＝２，γ＝１时方程的解结构

犉犻犵．２　犠犺犲狀犽＝２，γ＝１，狋犺犲狊狅犾狌狋犻狅狀狊狋狉狌犮狋狌狉犲

狅犳犲狇狌犪狋犻狅狀

狌（狓，狋）＝
４８０［犲狓狆（－３狓＋７２０狋）＋３犲狓狆（－狓＋２４０狋）］

犲狓狆（－３狓＋７２０狋）＋３犲狓狆（３狓－７２０狋）＋３犲狓狆（狓－２４０狋）＋３犲狓狆（－狓＋２４０狋）
（２５）

　　由双曲函数变换，式（２５）可化为

狌（狓，狋）＝
２４０［犮狅狊犺（３狓－７２０狋）－狊犻狀犺（３狓－７２０狋）＋３犮狅狊犺（狓－２４０狋）－３狊犻狀犺（狓－２４０狋）］

２犮狅狊犺（３狓－７２０狋）＋狊犻狀犺（３狓－７２０狋）＋３犮狅狊犺（狓－２４０狋）
（２６）

　　式（２６）相应解的结构如图３所示．

图３　当犽＝１，γ＝１时方程的解结构

犉犻犵．３　犠犺犲狀犽＝１，γ＝１，狋犺犲狊狅犾狌狋犻狅狀狊狋狉狌犮狋狌狉犲狅犳犲狇狌犪狋犻狅狀

５　结束语

用指数函数方法对犓犅犓方程进行了求解，通过

对指数函数形式解中的某些系数取特殊值，得到了

１３种待定系数的解，并通过指数函数和双曲函数之

间的关系，构造了犓犅犓方程的双曲函数形式的精确

解．特别地，当所得的系数解中β＝０时，就得到了

犓犛方程的精确解．
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