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摘要：在已有的变量选择方法和稳健估计方法的基础上，提出了一种针对纵向数据的稳健的变量

选择方法，通过模拟衡量其稳健性，并将其应用到一组实际的纵向数据分析中．模拟和实例分析结

果表明，提出的稳健的变量选择方法在选择变量、估计变量系数的同时，对数据中可能存在的异常

值有明显的抵抗作用．
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　　统计学的中心任务是对观测到的因变量和自变

量进行建模，从而对因变量在未来的取值进行预测

和一些统计推断．在现实问题的数据中往往会含有

多个自变量，如果建立的模型中含有多余的自变量，

不仅会引起过度拟合，还会影响估计的精度和估计

的效率［１］．因此，如何选择出真正对因变量有影响的

自变量是建模过程中值得关注的问题．另一方面，如

果数据中存在异常值，这些个别的异常值也会对模

型中参数的估计造成很大的影响［２］．

针对上述两个问题，统计学家们作了大量的研

究．一方面，对于变量选择问题，统计学方法已经由

古典的子集选择方法发展到近年来的系数压缩方

法［３］．文献［４］提出的带有光滑截断绝对差的惩罚似

然方法（犛犆犃犇）能够将变量选择和对回归系数的估

计同时进行，这大大缩减了传统的犃犐犆（犃犽犪犻犽犲狊

犻狀犳狅狋犿犪狋犻狅狀犮狉犻狋犲狋犻狅狀）、犅犐犆（犅犪狔犲狊犻犪狀犻狀犳狅狉犿犪狋犻狅狀
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犮狉犻狋犲狉犻狅狀）等方法的计算量和计算时间．另外，文献

［５］提出的最小绝对压缩选择算子方法（犔犃犛犛犗）和

文献［６］提出的硬截断惩罚方法（犎犪狉犱），以及之后

文献［７］提出的弹性网方法（犈犖）和文献［８］的自适

应的犔犃犛犛犗方法（犃犔犃犛犛犗）都属于同一类型的变

量选择方法．这些方法的共同点是将一个损失函数

（如最小二乘损失、似然函数、估计方程等）加上一个

惩罚项，作为新的目标函数加以优化．它们的区别在

于所加的惩罚函数各有不同［９］．另一方面，在稳健性

问题上，许多学者研究了异常点对估计的影响以及

对异常点的诊断［２，１０］．文献［１１－１２］等对稳健的估

计方法进行了研究．

本文将上述两方面的工作结合起来，提出了一个

稳健的变量选择方法，具体来说就是首先对估计方程

稳健化，用一个依赖于自变量的权重函数使得杠杆点

对估计方程的影响降低，并且对残差项使用一个有界

的得分函数来限制因变量中异常点的影响；然后在稳

健化的估计方程中加上一个连续的惩罚函数项，将稳

健估计和变量选择同步进行．同样考虑将变量选择方

法稳健化的研究还有文献［１３－１４］．文献［１３］是基于

稳健化的拟似然方程建立一系列检验统计量来进行

变量选择，文献［１４］是基于一个加权二次预测风险函

数将传统的犕犪犾犾狅狑狊的犆狆准则（期望在狆附近的准

则）加以推广来进行变量选择．但是，这些工作都需要

利用蒙特卡洛模拟来估计所拟合的模型的自由度，计

算量比较大．本文的方法综合了稳健估计方程和系数

压缩方法的优点，计算方便．模拟效果和实际应用效

果显示，本文方法能在变量选择和估计的同时有效抵

抗数据中异常点的影响．

１　稳健的惩罚估计方程

考虑一组纵向数据，包含狀个个体，每个个体

有犿犻次观测，犻＝１，２，…，狀．每一组观测包含一个

因变量狔犻犼和一个自变量狓犻犼，这里狓犻犼为一个犱维向

量，设∑
狀

犻＝１

犿犻＝犖．对这组数据｛（狓犻犼，狔犻犼），犻＝１，２，

…，狀；犼＝１，２，…，犿犻．｝拟合一个边际线性模型

犢犻 ＝犡犻β＋ε犻，　犻＝１，２，…，狀 （１）

式中，犢犻＝（狔犻１，…，狔犻犿犻）
犜；犡犻＝（狓犻１，…，狓犻犿犻）

犜；β
是犱维回归系数向量；ε犻＝（ε犻１，…，ε犻犿犻）

犜 表示随

机误差向量．假设ε犻犼的期望为０，方差为σ
２．假设不

同个体之间的观测是相互独立的．

受文献［１１］中稳健估计方法的启发，考虑稳健

的估计方程

犝（β）＝∑
狀

犻＝１

犡犜犻犚
－１
犻 （α）犠犻ψ

犢犻－犡犻β（ ）σ
＝０（２）

式中，犚犻（α）为工作相关阵，它依赖一个未知参数α．

常见的工作相关阵包括等相关、一阶自回归相关

等［１３，１５］．函数ψ（·）是一个有界得分函数，用来限

制因变量中异常点的影响，本文选取犎狌犫犲狉型函数

ψ犮（狓）＝犿犻狀｛犮，犿犪狓｛－犮，狓｝｝，这里犮是一个平衡

稳健性和效率之间的调节参数．犮越大，估计的效率

越高，估计的稳健性就越差；相反，犮越小，估计的稳

健性越好，但效率越低．权重矩阵犠犻＝犱犻犪犵（狑犻１，

…，狑犻犿犻）用来降低自变量中杠杆点的影响．这里，

类似于文献［１２］，使用如下定义的权重

狑犻犼＝狑（狓犻犼）＝

　　犿犻狀１，
犫０

（狓犻犼－犿狓）犜犛－１狓 （狓犻犼－犿狓
［ ］）

狉

｛ ｝２ （３）

式中，狉为大于１的常数；犫０是自由度为犱的卡方

分布的０．９５分位数；犿狓，犛狓 为狓犻犼的中心和离差的

某种稳健估计，本文取 犿狓 为狓犻犼的中位数，即 犿狓

的第犽个分量取为犡＝（犡犜１，…，犡犜狀）犜第犽列的中

位数；犱×犱维的对角阵犛狓 的第犽个对角元取为

１．４８３ 犿犲犱犻犪狀犡（犽）－犿狓（犽）Ι（ ）犖 ，犡（犽）表示

犡的第犽列，表示犽狉狅狀犲犮犽犲狉乘积，Ι犖 表示犖 维

元素全为１的列向量．

如果取ψ（狓）＝狓，狑犻犼＝１，则式（２）退化为普通

的估计方程．文献［１１－１２］主要考虑了模型参数的

稳健估计方法，并没有考虑变量选择问题．

为了使变量选择和估计能同时进行，现考虑惩

罚估计方程

犝犘（β）＝∑
狀

犻＝１

犡犜犻犚犻（α）－１犠犻ψ
犢犻－犡犻β（ ）σ

－

狀狇λ（β ）狊犵狀（β）＝０ （４）

式中，狇λ（β ）＝（狇λ１（β１ ），…，狇λ犱（β犱 ））
犜 为

某些常用惩罚函数的导数；狊犵狀（β）表示β的符号；λ

为大于０的调节参数，它的不同取值表示惩罚的程

度不同．

现考虑几种近年来常用的一些惩罚函数．第１

种是犔犃犛犛犗惩罚函数
［５］，这是近年来广泛使用的一

种惩罚函数．第２种是硬截断犎犪狉犱惩罚函数
［６］，这

种惩罚函数来自于小波截断准则，在某种程度上对

应于最优子集选择．第３种是犛犆犃犇惩罚函数
［４］，某

种程度上犛犆犃犇可以看成是犔犃犛犛犗和犎犪狉犱的综

合．第４种是弹性网惩罚函数，记为犈犖
［７］．还有一种

是自适应的犔犃犛犛犗惩罚，记为犃犔犃犛犛犗
［８］．

７５２
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２　计算过程

在模型（１）中，β的最终估计是方程（４）的解．本

文采用文献［１４］提出的犕犕（犿犪犼狅狉犻狕犲犿犻狀狅狉犻狕犲）算

法，具体计算过程如下：

犪．对一个给定的λ值，计算β的初始值β
（０）．本

文取犚犻（α）为单位阵，ψ（狓）＝狓时估方程（２）的解

作为初始值．

犫．用β
（犽）表示第犽次迭代所得的解，犽≥０，则

β
（犽＋１）＝β

（犽）
＋［犇β

（犽）
＋Δλ（β

（犽））］－１犝犘（β）

式中，犇为犱阶导数阵（犝（β））／β．

Δλ（β）＝犱犻犪犵（狇λ（β１ ）／（ε＋ β１ ），…，

狇λ（β犱 ）／（ε＋ β犱 ））

式中，ε为一个很小的正数，本文计算时取ε＝１０－６．

犮．对当前给定的λ值，当β
（犽＋１）－β

（犽）
≤１０

－４

时，终止迭代，记最后一次迭代的结果为β^λ．

犱．将β^λ 带入犌犆犞统计量来衡量当前模型和

数据的拟合效果．

犌犆犞（λ）＝
犚犛犛犚（λ）／狀
｛１－犱（λ）／狀｝２

式中，犚犛犛犚（λ）是稳健化的残差和犠（ψ（犢－犡β^λ／

σ））２，犢＝（犢１，…，犢狀）犜，犡＝（犡犜１，…，犡犜狀）犜，犠＝

犱犻犪犵（犠１，…，犠狀），犱（λ）＝狋狉［（犇＋Δλ（β^λ）
－１）犇］．

犲．取λ＝犪狉犵犿犻狀λ犌犆犞（λ）为最终用的λ，然后

再进行第犪—犲步，算出最终的β^．

λ的选择一般在一个事先规定的范围内．本文

在计算中让λ跑遍从
１

槡犖
～４的均匀间隔的５０个

数．λ的范围一般没有统一规定，要根据具体数据和

模型来调节［４－５］．

本文主要求β的估计，但计算过程中涉及到多

余参数α和σ的估计问题．本文对σ的估计采用和

文献［１１］类似的方法，取

σ^＝１． ｛４８３犿犲犱犻犪狀 （狔犻犼－狓
犜
犻犼β

）－

犿犲犱犻犪狀（狔犻犼－狓
犜
犻犼β

 ｝）

α的估计依赖于工作相关阵犚（α）的形式，对各种常

见的工作相关阵，采取和文献［１３］相同的估计方法．

３　数值模拟

从下列真实模型中产生数据：

狔犻犼＝狓犻犼β０＋ε犻犼，犻＝１，２，…狀，犼＝１，２，…犿

这里β０＝（３，１．５，０，０，２，０，０，０）
犜，犿＝５，狓犻犼从均值

为０的多元正态分布中抽取，其中，第犽个与第犾个

分量的相关系数取为０．５ 犾－犽 ，ε犻＝（ε犻１，…，ε犻犿）犜

服从犖（０，σ２犚犻（α））．在模拟中，将权重函数狑犻犼中

的狉取为１，犎狌犫犲狉函数中的常数犮取为２．

为了考察本文所提方法的稳健性，通过３种污

染数据方式产生数据中的异常值．污染１是随机挑

选１个狓犻犼把它替换成狓犻犼＋５．污染２是随机挑选１

个狓犻犼把它替换成狓犻犼＋５，并且同时将随机挑选的另

外１个狔犻犼替换成狔犻犼＋１０．污染３是将污染２中污

染的个数变为３个．

衡量变量选择方法优劣的标准有３个．第一个

是模型误差犕犈，采用文献［４］中的定义方式．

犕犈＝（β^－β０）
犜犈（犡犡犜）（β^－β０）

式中，犡＝（犡犜１，…，β
犜
狀）犜，犡犻＝（狓犻１，…，狓犻犿）犜，由于

犡均值为０，用犡的样本协方差阵估计犈（犡犡犜）．用

犚犕犈表示所选模型的模型误差和最优模型（即在事

先知道β中哪些分量为０的情况下，通过式（２）对模

型参数直接估计）的模型误差之比．最后比较各种方

法所得出犚犕犈的中位数，记作犕犚犕犈，该指标越小

越好．还用多次模拟中的平均选对比例（选对指把该

是０的识别为０，不是０的识别为非０），记作犆犉，以

及平均正确压缩为０的系数个数（记为犆犛）来衡量

各种方法变量选择的效果．犆犉最好的情况是１（即

百分百选对），犆犛最好的情况是５（因为真实模型中

有５个系数为０）．取狀＝５０，σ＝１，工作相关阵取为

真实的协方差阵（等相关，α＝０．５）．表１给出了模

拟结果．其中，后缀“－犚”表示稳健方法，“－犖犚”表

示非稳健方法，非稳健方法是指在式（２）中取

ψ（狓）＝狓，狑犻犼＝１．

在表１中，犛犆犃犇犚表示在惩罚函数犛犆犃犇下稳

健方法，犛犆犃犇犖犚表示在惩罚函数犛犆犃犇下非稳健

方法，其余符号的含义类似．从表１可以看出，在使

用各种惩罚函数的情况下，当数据集中含有异常值

的时候，通常的非稳健方法会受到强烈的影响，尤其

是使用犈犖惩罚函数的时候．由于非稳健方法对方

差估计的不稳定，造成其在变量选择方面的波动．相

比之下，稳健方法对异常值就有比较强的抵抗力，引

入权重函数和有界的得分函数能够大大降低异常值

引起的模型误差，尤其是在污染３的情况下．同时，

稳健方法在数据存在异常值的情况下，能够在一定

程度上挽回完全选对的比例．

８５２
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表１　不同惩罚函数下稳健方法与非稳健方法表现的比较

犜犪犫．１　犆狅犿狆犪狉犻狊犻狅狀犫犲狋狑犲犲狀狉狅犫狌狊狋犪狀犱狀狅狀狉狅犫狌狊狋犿犲狋犺狅犱狊狌狀犱犲狉犱犻犳犳犲狉犲狀狋狆犲狀犪犾狋狔犳狌狀犮狋犻狅狀狊

方　法
污染１

犕犚犕犈 犆犉 犆犛

污染２

犕犚犕犈 犆犉 犆犛

污染３

犕犚犕犈 犆犉 犆犛

犛犆犃犇犚 ２．１２ ０．５２ ４．１８ ２．５２ ０．６０ ４．４５ ２．５８ ０．７０ ４．５３

犛犆犃犇犖犚 ５．００ ０．４２ ３．３４ ９．０５ ０．５４ ４．２８ ２１．２０ ０．６５ ４．５３

犎犃犚犇犚 ２．１２ ０．９５ ４．９５ ２．０８ ０．９６ ４．９６ ２．１０ ０．９６ ４．９６

犎犃犚犇犖犚 ７．８６ ０．９４ ４．８３ ７．２２ ０．９５ ４．９８ １１．５０ ０．９４ ４．９８

犃犔犃犛犛犗犚 １．９２ ０．９６ ４．９６ ２．２０ ０．９７ ４．９７ １．９５ ０．９６ ４．９７

犃犔犃犛犛犗犖犚 ５．２６ ０．２５ ３．８０ ９．９６ ０．２２ ３．８６ ２２．２０ ０．４０ ４．００

犔犃犛犛犗犚 ４．３２ ０．３５ ３．８２ ４．４２ ０．３１ ３．９９ ３．５２ ０．４１ ３．９９

犔犃犛犛犗犖犚 ５．２６ ０．２５ ３．８０ ９．９６ ０．２２ ３．８６ ２２．２０ ０．４０ ４．００

犈犖犚 ４．５９ ０．２８ ３．２９ ４．８８ ０．２３ ３．３９ ３．９４ ０．２１ ３．６４

犈犖犖犚 ２１．２０ ０．２０ ３．１５ ２３．６０ ０．１７ ２．８６ ２３．４０ ０．１６ ３．５５

４　实例分析

将本文提出的稳健变量选择方法应用到文献

［１６］的妇女黄体酮纵向数据集中，这批数据共收集

了３４位妇女在１个月经周期内的尿样，并检测黄体

酮水平．将每位妇女的每次尿检看作１次观测，则这

批数据共有３４个个体，每个个体的观测次数从１１

～２８不等，共收集了犖＝４９２次观测数据．将每次

观测到黄体酮水平的对数作为因变量，自变量包括

测量时间、被测者年龄和被测者身体质量指数．

用犢犻犼表示第犻个妇女的第犼次观测因变量值，

犜犻犼表示观测时间，犃犻 表示第犻位妇女年龄，犅犻 表

示第犻位妇女的身体质量指数．该组数据已有多位

作者研究过．文献［１７］对该组数据拟合了一个半参

数混合效应模型，研究的结论是年龄犃和身体质量

指数犅对因变量的影响不显著，而时间犜对因变量

的影响是显著的，而且时间犜对因变量的影响是非

线性的．文献［２］用半参数混合模型来检测该批数据

的异常值．本文对该批数据拟合线性回归模型为

犢犻犼＝β０＋β１犃犻＋β２犅犻＋β３犜犻犼＋β４犃犻犅犻＋

β５犃犻犜犻犼＋β６犅犻犜犻犼＋β７犜
２
犻犼＋ε犻犼 （５）

式中，ε犻犼为独立同分布的随机误差，同时服从犖（０，

σ
２）分布．假定不同的个体内部观测值的相关结构相

同，都取为一阶自回归相关结构，即犚（α）的（犽，犾）

元为α
犾－犽 ．

为了检测这批数据中的异常值，计算了每个观

测值的权重，用狊犻犼表示第犻个个体的第犼次观测的

权重，狊犻犼按公式计算．

狊犻犼＝狑犻犼
ψ（（犢犻犼－犡犻犼β

（０））／^σ）
（犢犻犼－犡犻犼β

（０））／^σ

式中，β
（０）为式（２）的解；犡犻犼＝（１，犃犻，犅犻，犜犻犼，犃犻犅犻，

犃犻犜犻犼，犅犻犜犻犼，犜
２
犻犼）．

各个观测值的权重如图１所示．

图１　４９２个观测值的权重

犉犻犵．１　犠犲犻犵犺狋狊狅犳４９２狅犫狊犲狉狏犪狋犻狅狀狊

　　从图１可以看出，第１８个个体观测值的权重较

低，低于０．４，尤其是第２４４个和第２６３个观测值的

权重相对较低，低于０．３．这表明第１８个个体，尤其

是第２４４个和第２６３个观测值是异常值．这个结果

在某种程度上和文献［２］的结果一致．根据文献［２］

的研究结果，第１８个个体中的观测值是强影响点．

现将本文的稳健变量选择方法应用到该批数

据，所得结果如表２所示（见下页）．

表２中的数据表示模型（５）中回归系数的估计

值，０表示该系数被估计为０，或者说模型不选择该

系数所对应的自变量，认为它对因变量影响不显著．

从表２可以看出，５种惩罚函数对应的惩罚估计都

认为模型中应该包含截距项、时间犜和时间犜的平

方项，而认为年龄犃和身体质量指数犅以及交互效

应都对因变量没有显著影响，不应包含在模型中．这

个分析结果和文献［２，１７］的分析结果类似．

为了考量本文方法的稳健性，进一步用交互验

证的方法比较稳健和非稳健两种方法的表现．每次

剔除１个个体的数据，用剩余的３３个个体的数据估

计式（５）中的回归系数，并且用平均均方误差犕犛犈

９５２
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来衡量各个方法在交互验证过程的稳定性，定义

犕犛犈＝
１
３４∑

３４

犻＝１

犢犻－犡犻β^（－犻）
２

式中，β^（－犻）表示去掉第犻个个体之后回归系数的估计．

表２　不同惩罚函数下黄体酮数据的分析结果

犜犪犫．２　犚犲狊狌犾狋狊犳狅狉狆狉狅犵犲狊狋犲狉狅狀犲犱犪狋犪狌狀犱犲狉犱犻犳犳犲狉犲狀狋

狆犲狀犪犾狋狔犳狌狀犮狋犻狅狀狊

系数 犛犆犃犇 犎犪狉犱 犃犔犃犛犛犗 犔犃犛犛犗 犈犖

β０（截距） ０．８７６８ ０．９８６４ ０．９４３１ ０．８７１８ ０．８７０２

β１（犃） ０ ０ ０ ０ ０

β２（犅） ０ ０ ０ ０ ０

β３（犜） ０．４８０４ ０．５６０５ ０．５６８５ ０．４９７７ ０．４９３６

β４（犃·犅） ０ ０ ０ ０ ０

β５（犃·犜） ０ ０ ０ ０ ０

β６（犅·犜） ０ ０ ０ ０ ０

β７（犜２） ０．０２１７ ０．０２６７ ０．０４６６ ０．０３０５ ０．０２８６

犕犛犈越小，表示该方法越稳健．计算结果如表

３所示．

表３中的数值是犕犛犈的值，这里非稳健方法

指的是计算的过程中取ψ（狓）＝狓，狑犻犼＝１．从表３

可以看出，非稳健方法的犕犛犈比稳健方法对应的

犕犛犈要大，仅有犔犃犛犛犗方法除外．因此，从大体上

来说，稳健方法得到的结果比较稳定，分析结果不易

受到异常值的影响．

表３　稳健和非稳健方法的比较

犜犪犫．３　犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀犫犲狋狑犲犲狀狉狅犫狌狊狋犪狀犱

狀狅狀狉狅犫狌狊狋犿犲狋犺狅犱狊

方法 犛犆犃犇 犎犪狉犱 犃犔犃犛犛犗 犔犃犛犛犗犈犖

稳健方法 ３．００９４ ３．１９０１ ３．０１７６ ３．１１０４３．０８３２

非稳健方法 ３．０５１５ ３．３７７１ ３．０２５９ ３．１０５８３．１１０７

５　结束语

将文献中已有的变量选择方法和稳健估计方法

结合起来，提出了一类针对纵向数据线性回归模型

的稳健变量选择方法，该方法先将通常的估计方程

稳健化，然后结合一些常用的惩罚函数，构成稳健的

惩罚估计方程，通过解该方程获得模型回归系数的

估计．加惩罚函数的作用是能将很小的回归系数估

计为零，从而达到在估计的同时进行变量选择，选出

真正对因变量有影响的自变量．将估计方程稳健化

的作用是当数据中含有异常点时，估计结果能保持

相对稳定性．将稳健的变量选择方法应用在模拟实

验和实际数据上的应用结果显示，当数据中含有异

常点时，稳健方法比非稳健方法更加稳定．
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