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一类具有常数移民和分布时滞的犛犐犚犛
传染病模型分析

朱春娟
（广东韶关学院 数学与信息科学学院，韶关　５１２００５）

摘要：通过恰当的犔犻犪狆狌狀狅狏函数，研究了一类在易感者类和移出者类具有常数移民、通过媒介传

播和含分布时滞的犛犐犚犛传染病模型．在不存在染病者移民时，得到了地方平衡点存在的阈值犚０．

当犚０＜１时，无病平衡点是全局渐近稳定的；当犚０＞１时，无病平衡点不稳定，地方平衡点全局渐

近稳定．在染病者存在常数输入时，模型不存在无病平衡点，地方平衡点全局渐近稳定．

关键词：传染病模型；分布时滞；平衡点；稳定性
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　　一般讨论的传染病模型，染病者类都没有常数

移民，但对某些疾病，除易感者具有常数移民率外，

染病者及移出者也有常数移民，如爱滋病、非典等，

尽管各国海关进行控制，但仍然有少量的带病者进

入某一地区，使疾病在这一地区流行．关于传染者也

具有常数移民率的传染病模型，目前所见的文章还

很少，主要有陈军杰．李建全等
［１－２］．

在现实生活中，有些传染病是通过大众媒体来

传播给人体的［３］．有些媒介的个体数量非常大，以至

于每个人体被传染的机会均等．文献［４－６］分别研
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究了具有一般接触率、饱和传染率和双线性传染率

的传染病模型，在传播媒介种类或数量比较多时不

现实．文献［７］研究了具分布时滞、未考虑移民影响

的犛犐犛传染病模型．本文采用传染率为β犛∫
∞

０
犳（τ）·

犐（狋－τ）犱τ，即狋时刻的传染率既与该时刻的易感

者数量有关，又与该时刻以前的染病者的数量有关，

更适用于当传染的媒介种类或数量比较多的情况，

建立具有常数移民的犛犐犚和犛犐犚犛传染病模型．其

中，犳（狋）为非负的权函数，在犚＋０＝［０，∞）上平方

可积，且满足

∫
∞

０
犳（τ）犱τ＝１，　∫

∞

０
τ犳（τ）犱τ＜＋∞

１　模型的建立

研究系统

　

犛′＝犪犃－β犛∫
∞

０
犳（狌）犐（狋－狌）犱狌－μ犛＋δ犚

犐′＝犫犃＋β犛∫
∞

０
犳（狌）犐（狋－狌）犱狌－（μ＋γ＋α）犐

犚′＝犮犃＋γ犐－（μ＋δ）

烍

烌

烎犚

（１）

　　总人口方程为

犖′＝犃－μ犖－α犐 （２）

式中，犖＝犖（狋）表示狋时刻总人口；犃为单位时间

从外界迁入的总人口；犪＞０，犫≥０，犮≥０，犪＋犫＋

犮＝１，犪，犫，犮分别为输入人群中易感者犛、染病者犐

和移出者犚 所占的比例；γ，δ，μ，α分别为染病者

成为移出类的恢复率、免疫失去率、出生（死亡）率、

因病死亡率．其中，β，γ，μ，α均为正常数，δ为非负

常数．假设新生儿均为易感者．

由于犖＝犛＋犐＋犚，并结合式（２），系统（１）等

价于系统

　

犐′＝犫犃＋β（犖－犐－犚）∫
∞

０
犳（狌）犐（狋－狌）犱狌－

　　（μ＋γ＋α）犐

犚′＝犮犃＋γ犐－（μ＋δ）犚

犖′＝犃－μ犖－α

烍

烌

烎犐

（３）

　　当犫＝０时，系统（３）有无病平衡点；当犫＞０

时，没有无病平衡点．分犫＝０和犫＞０两种情形进

行研究．

２　平衡点的稳定性

现分两种情形进行研究．

情形１　犫＝０．

则系统（３）等价为

　　

犐′＝β（犖－犐－犚）∫
∞

０
犳（狌）犐（狋－狌）犱狌－

　　（μ＋γ＋α）犐

犚′＝犮犃＋γ犐－（μ＋δ）犚

犖′＝犃－μ犖－α

烍

烌

烎犐

（４）

　　令犇＝｛（犐，犚，犖）犐≥０，犚＞０，犐＋犚＜犖≤

犃／μ｝．显然，犇是系统（４）的正向不变集．

容易算出系统（４）存在无病平衡点

狆
０（犐，犚，犖）＝ ０，

犮犃
μ＋δ

，犃（ ）μ
记

犚０＝
β
犃
μ
－
犮犃
μ＋（ ）δ

μ＋γ＋α

由系统（４）的后两个方程解出

犐＝
犃－μ犖
α

，犚＝
α犮犃＋γ（犃－μ犖）

α（μ＋δ）

　　将犐和犚代入系统（４）的第一个方程，得

犵１（犖）＝ ［β －μ＋δ＋α犮＋γ
α（μ＋δ）

犃＋

（α＋μ）（μ＋δ）＋μγ
α（μ＋δ）

］犖 －（μ＋γ＋α）

　　显然，犵１（０）＜０，

犵１
犃（ ）μ ＝β

犃
μ
－
犮犃
μ＋（ ）δ －（μ＋γ＋α）

　　当犚０＞１时，即β
犃
μ
－
犮犃
μ＋（ ）δ ＞μ＋γ＋α时，

犵１
犃（ ）μ ＞０．由犵１（犖）的单调性和连续函数的介值

定理可知，在区间 ０，
犃（ ）μ 上犵１（犖）＝０存在唯一解

犖．　

定理１　记

犚０＝
β
犃
μ
－
犮犃
μ＋（ ）δ

μ＋γ＋α
，　犮＝１－犪

　　系统（４）始终存在无病平衡点

狆
０（犐，犚，犖）＝ ０，

犮犃
μ＋δ

，犃（ ）μ
　　当犚０＞１时，系统（４）存在唯一地方病平衡点

狆
（犐，犚，犖）．

２．１　无病平衡点狆
０的全局渐近稳定性

定理２　对于系统（４），当犚０＜１时，无病平衡

点狆
０是全局渐近稳定的；当犚０＞１时，狆

０是不稳

定的．

２６２
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证明　容易得到系统（４）对应于平衡点狆
０ 的

线性化系统为

　

狓′＝β
犃
μ
－
犮犃
μ＋（ ）δ∫

∞

０
犳（狌）狓（狋－狌）犱狌－

　　（μ＋γ＋α）狓

狔′＝γ狓－（μ＋δ）狔

狕′＝－μ狕－α

烍

烌

烎狓

（５）

　　将狓＝犮１犲λ
狋，狔＝犮２犲λ

狋，狕＝犮３犲λ狋代入式（５），得

到对应于平衡点狆
０
２的特征方程为

（λ＋μ）（λ＋μ＋δ ［）λ＋μ＋γ＋α－

β
犃
μ
－
犮犃
μ＋（ ）δ∫

∞

０
犳（狌）犲－λ

狌犱 ］狌 ＝０ （６）

　　方程（６）除有根λ＝－μ，λ＝－（μ＋δ）外，其余

的根由方程

λ＋μ＋γ＋α－β
犃
μ
－
犮犃
μ＋（ ）δ·

∫
∞

０
犳（狌）犲－λ

狌犱狌＝０ （７）

来决定．

设方程（７）有根λ＝犿＋狀犻，其中，犿≥０，则将

λ＝犿＋狀犻代入式（７），比较两端实部，得

犿＋μ＋γ＋α－β
犃
μ
－
犮犃
μ＋（ ）δ·

∫
∞

０
犳（狌）犲－

犿狌犮狅狊（狀狌）犱狌＝０ （８）

　　由于当 犿≥０时，在［０，∞）上，０＜犲－犿狌≤１，

犮狅狊（狀狌）≤１，所以，方程（８）的左端大于等于 犿

＋μ＋γ＋α－β
犃
μ
－
犮犃
μ＋（ ）δ ．当犚０＜１时，即μ＋γ

＋α＞β
犃
μ
－
犮犃
μ＋（ ）δ ，则方程（８）左端大于０，方程

（８）不成立．所以，当犚０＜１时，方程（７）无非负实部

的根，无病平衡点狆
０是局部渐近稳定的．

设

犉（λ）＝λ＋μ＋γ＋α－β
犃
μ
－
犮犃
μ＋（ ）δ∫

∞

０
犳（狌）犲－λ

狌犱狌

　　当犚０＞１时，即

μ＋γ＋α＜β
犃
μ
－
犮犃
μ＋（ ）δ

所以，犉（０）＝μ＋γ＋α－β
犃
μ
－
犮犃
μ＋（ ）δ ＜０，又因为

犾犻犿
λ→＋∞

犉（λ）＝＋∞，故由连续函数的介值定理可知，

犉（λ）＝０至少存在１个正根，故当犚０＞１时，无病

平衡点狆
０是不稳定的．

考虑犔犻犪狆狌狀狅狏函数

犞＝犐＋β
犃
μ
－
犮犃
μ＋（ ）δ∫

∞

０
犳（狌）∫

狋

狋－狌
犐（狏）犱狏犱狌

则

犞′ （４）＝β（犖－犐－犚）∫
∞

０
犳（狌）犐（狋－狌）犱狌－

（μ＋γ＋α）犐＋β
犃
μ
－
犮犃
μ＋（ ）δ·

∫
∞

０
犳（狌）［犐（狋）－犐（狋－狌）］犱狌＝

－（μ＋γ＋α）（１－犚０）犐＋β（犖－犐－

犚－
犃
μ
＋
犮犃
μ＋δ

）∫
∞

０
犳（狌）犐（狋－狌）犱狌

　　因为，０≤犖≤
犃
μ
，犐≥０，则犖－犐－

犃
μ
≤０，又由

系统（４）的后２个方程解出

犚＝
α犮犃＋γ（犃－μ犖）

α（μ＋δ）

所以，存在犜＞０，当狋＞犜时，犚≥
犮犃
μ＋δ

，则－犚＋

犮犃
μ＋δ

≤０．故当犚０＜１时，犞′ （４）＜０，即当犚０＜１

时，无病平衡点狆
０是全局渐近稳定的．

２．２　地方平衡点狆的全局渐近稳定性

定理３　对系统（４），当犚０＞１时，定义区域

犇＝ （犖，犐，犚）犖－犐－犚＜
β犐＋μ＋γ＋α｝｛ β

则在区域犇内地方平衡点狆
是全局渐近稳定的

证明　系统（４）在狆处的线性化系统为

狓′＝（μ＋γ＋犪）∫
∞

０
犳（狌）狓（狋－狌）犱狌－

　　　（β犐＋μ＋γ＋犪）狓＋β犐狕－β犐狔

狔′＝γ狓－（μ＋δ）狔

狕′＝－μ狕－α

烍

烌

烎狓

（９）

　　类似于前面的推导，地方平衡点狆是局部渐

近稳定的．

对系统（４）作变换

狓＝犐－犐，狔＝犚－犚，狕＝犖－犖

则式（４）变为

狓′＝β（狕－狔－狓＋犛犲）∫
∞

０
犳（狌）狓（狋－狌）犱狌－

　　　（β犐＋μ＋γ＋犪）狓＋β犐狕－β犐狔

狔′＝γ狓－（μ＋δ）狔

狕′＝－μ狕－α

烍

烌

烎狓

（１０）

其中，犛犲＝犖－犐－犚．

考虑犔犻犪狆狌狀狅狏函数

犞＝
１
２
狓２＋

β犐

２γ
狔
２
＋
β犐

？

２α
狕２＋

（β犐＋μ＋α＋γ）

２ ∫
∞

０
犳（狌）∫

狋

狋－狌
狓２（狏）犱狏犱狌

３６２
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则

犞′ （１０）＝－
（β犐＋μ＋α＋γ）

２
狓２＋

　β（狕－狓－狔＋犛犲）∫
∞

０
犳（狌）狓（狋）狓（狋－狌）犱狌－

　
（β犐＋μ＋α＋γ）

２ ∫
∞

０
犳（狌）狓

２（狋－狌）犱狌－

　
β犐（μ＋δ）狔

２

γ
－
β犐μ狕

２

α

记

犠１＝－（β犐＋μ＋α＋γ）狓２＋

２β（狕－狓－狔＋犛犲）狓（狋）狓（狋－狌）－

（β犐＋μ＋α＋γ）狓２（狋－狌）

则

犞′ （１０）＝－
１
２∫

∞

０
犳（狌）犠１犱狌－

β犐（μ＋δ）狔
２

γ
－
β犐μ狕

２

α

　　当 β（狕－狓－狔＋犛犲）＜β犐＋μ＋α＋γ时，

即犖－犐－犚＜
β犐＋μ＋γ＋α

β
时，犠１是正定的．同

样，由文献［５］可知，犞′ （１０）＜０，地方平衡点狆是

全局渐近稳定的．

情形２　犫＞０．

当犫＞０时，系统（３）不存在无病平衡点．同样，

由系统（３）的后两个方程可解出

犐＝
犃－μ犖
α

，犚＝
α犮犃＋γ（犃－μ犖）

α（μ＋δ）

　　将犐和犚代入系统（３）的第一个方程，得

犵２（犖）＝犫犃＋ ［β －μ＋δ＋α犮＋γ
α（μ＋δ）

犃＋

（α＋μ）（μ＋δ）＋μγ
α（μ＋δ）

］犖 犃－μ犖
α

－

（μ＋γ＋α）
犃－μ犖
α

犵２（０）＝（犫－１）犃－β
μ＋δ＋α犮＋γ
α
２（μ＋δ）

犃２－（μ＋γ）
犃
α

　　因为，犫＜１，所以，犵２（０）＜０．

因为，犵２
犃（ ）μ ＝犫犃＞０，所以，由连续函数的介

值定理可知，在区间 ０，
犃（ ）μ 上，存在解犖．又因为

犵′２（犖）＞０，所以，该解唯一．所以，有引理１．

引理１　当犫＞０时，系统（３）不存在无病平衡

点，只存在唯一的地方平衡点狆（犐，犚，犖）．

系统（３）在狆处的线性系统为系统（９），系统

（３）在狆处作变换狓＝犐－犐２，狔＝犚－犚
２，狕＝犖

－犖
２ 后为系统（１０）．同样，采用定理３的证明方法

得定理４．

定理４　对于系统（３），在区域犇内，地方平衡

点狆
是全局渐近稳定的．

３　结束语

考虑了常数移民中具有染病者和无染病者的两

种情况，利用恰当的犔犻犪狆狌狀狅狏函数讨论了地方病平

衡点全局渐近稳定的情况．
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