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经济动态系统的一种几何描述框架

———犔犪犵狉犪狀犵犲体系模型

周石鹏
（上海理工大学 管理学院，上海２０００９３）

摘要：为方便地将物理学中的对称性分析方法应用到经济动态系统的研究中，从而揭示经济系统

所内蕴的特性及其运行规律，给出了一种以犔犪犵狉犪狀犵犲体系模型形式将主流经济学中的大多数经济

动态模型纳入到统一的描述框架中，建立了所谓的经济犞犪犽狅狀狅犿犻犮模型．这种描述框架的特点是：

经济动态系统被赋予了一种几何结构，其中应用了微分流形和辛结构的数学方法，同时揭示了经济

动态系统与物理系统之间具有某种相似性．
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　　经济系统的动态行为是当今经济学研究的重要

对象．第一个采用分析力学的描述方式来研究经济动

态过程中的守恒量是著名的经济学家犛犪犿狌犲犾狊狅狀，他

在１９７０年发现了狏狅狀犖犲狌犿犪狀狀型经济增长模型的

守恒量并且给出了经济解释［１］．之后由犛犪狋狅推广了

该方法，他采用犔犻犲群的方法来寻求更普遍的经济

系统之中的对称性与相应的守恒量［２］，其研究范围

基本上也局限于经济增长方面．本文的目的是要推

广这种研究方法，赋予大多数经济动态系统以一种

统一的几何描述框架，指出以带约束的变分问题为

基础的较普遍的一类犞犪犽狅狀狅犿犻犮模型能自然地应

用于描述动态经济系统．同时，也为关于经济系统对

称性与守恒量及其规范场建模系列研究的后续文章

提供了一个基本的描述框架，这样一种研究视角能

使人们更深入地认识经济动态系统的基本规律．

１　动态经济系统的犔犪犵狉犪狀犵犲体系与

犞犪犽狅狀狅犿犻犮模型

１．１　基本术语与记号

一个经济动态系统是由一组随时间狋变化的

变量｛狇
１（狋），狇

２（狋），…，狇
狀（狋）｝及其时间变化率（导

数）来刻画，记狇（狋）＝（狇
１（狋），狇

２（狋），…，狇
狀（狋））犜∈

瓗
狀，则该经济系统的状态就是（狇（狋），狇

·
（狋））．抽象

地看，经济系统所处的状态是客观发生的，它们并不

因人们所采用的计量单位或统计口径的不同而不

同，因此经济系统的所有可能状态的集合应该是一

个流形犙的切丛犜犙，这里狇（狋）∈犙，犙被称为经

济流形．从局部上看，流形犙上的每点的邻域与欧

氏空间瓗
犿 同胚（犿≤狀），即每点的邻域将由一个

局部欧氏坐标系（简称局部坐标）来描述，这坐标系

可以对应于人们目前所采用的计量单位或统计口

径，也可以是另外定义的计量体系或统计口径，当然

不同计量体系之间存在连续的变换映射．这样的做

法使得对经济系统的刻画摆脱了具体的度量单位和

计量方法的束缚，即使得其与坐标系无关，亦即这种

方式是对经济系统的内蕴性描述．本文通常要求犙

是一个可微流形，也就是说，对于它的任意两个相交

的邻域，两个局部坐标之间的变换映射是连续可微

的．如果所有的变换都具有犽次连续可微性，则称

其为犽次可微流形．本文约定下面所考察的经济流

形均具有问题所需要阶次的可微性．

因为经济系统是由具有寻优行为的主体所组

成，由此主流经济学假设经济系统的运行将由某

个目标函数的最优化所决定，所以这些系统的动

态过程的描述都是归结为一个变分模型或者最优

控制模型．这样的经济模型类似于物理学中的

犔犪犵狉犪狀犵犲形式的动力学体系，本文不妨就称它为

经济犔犪犵狉犪狀犵犲体系模型．这种经济犔犪犵狉犪狀犵犲体系

模型可以涵盖很广泛的经济模型，如动态定价模

型、生产计划模型、消费函数模型、经济增长模型、

资源利用模型等．当前主流的宏观经济理论也是

在这种框架下展开的．

１．２　经济犔犪犵狉犪狀犵犲体系模型

１．２．１　基本模型

假设所考察的经济动态系统的经济空间是流形

犙，于是状态空间是切丛犜犙＝∪
狇∈犙
犜狇犙，其投影映射

记为π：犜犙犙．采用它们的自然局部坐标系，将

犜犙 的元素写成（狇，狇
·
），于是π（狇，狇

·
）＝狇．令该经济

系统的犔犪犵狉犪狀犵犲函数为犔：犜犙瓗．那么类似于力

学中最小作用量的犎犪犿犻犾狋狅狀原理，该经济系统在时

间［０，犜］中的动态路径将由如下泛函的极值所确

定，即

犑［狇］＝犲狓狋
狇（·）∫

犜

０
犔（狇（狋），狇

·
（狋））犱狋

其中符号犲狓狋表示求极值（极大或者极小）．这里泛

函的值就是经济系统的目标取值，而经济系统的最

优目标值就是该泛函的极值，由此泛函的极值确定

了该经济的最优动态路径．

１．２．２　动态方程

假设流形犙上一条连接两个端点狇０和狇犜 的

可微路径γ：［０，犜］犙是最优路径，考虑连接这两

个固定端点的一簇可微曲线犮狊：［０，犜］×（－ε，ε）

犙，它们满足犮０（·）＝γ（·）和犮狊（０）＝狇０，

犮狊（犜）＝狇犜，狊∈（－ε，ε），其中ε是一个充分小

的正数．将这些曲线写成

犮狊（狋）＝γ（狋）＋狊υ（狋）＋犗（狊２）

其中，υ是γ的切向量，υ＝υ（狋）＝
犱
犱狊 狊＝０

犮狊（狋）∈

犜γ（狋）犙．于是，可得

δ犑
犱
犱狊 狊＝０

犑［犮狊］＝∫
犜

｛（０

犔（狇，狇
·
）

狇
－

　　
犱
犱狋
犔（狇，狇

·
）

狇
）· ·υ＋

犱
犱狋
υ·
犔

狇（ ）｝· 犱狋＝

　　∫
犜

０
!"

（犔）·υ犱狋＋犠［γ，υ］犜
０

上式中符号“·”表示向量的内积，
!"


狇
－
犱
犱狋


狇
·

２２３
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是对函数的运算符，而犠［狇，υ］υ·
犔

狇
·．

注意上面给出的是最一般的情形，对端点没

有施加任何约束，而对于固定端点的约束条件下

有υ＝０，故函数 犠 在端点处为零．所以在局部坐

标表示下，最优路径γ必然满足犈狌犾犲狉犔犪犵狉犪狀犵犲

方程

!"

（犔）＝
犔（狇，狇

·
）

狇
－
犱
犱狋
犔（狇，狇

·
）

狇
· ＝０

这就是决定最优路径的动态方程．

由此可见，犔犪犵狉犪狀犵犲函数决定了最优路径．但

反过来，决定相同路径的犔犪犵狉犪狀犵犲函数并不是唯一

的．事实上，对于任意一个可微函数犌：瓗×犙瓗，

记它的垂直提升为犌狏π犙犌：瓗×犜犙瓗（π

犙 为

投影映射π犙：犜犙犙的拉回映射），即在犙上的每

点的切空间上犌狏的取值是常量，则容易验证有

!"

［犱
犱狋
犌狏］＝０

因此，两个犔犪犵狉犪狀犵犲函数犔和犔′若只相差任意一

个时间导数的函数，即犔′－犔＝
犱
犱狋
犌狏，则它们俩有

相同的犈狌犾犲狉犔犪犵狉犪狀犵犲方程，这函数犌被称为该系

统的关联函数．

１．３　带约束的经济犞犪犽狅狀狅犿犻犮模型

１．３．１　带约束的经济Ｌａｇｒａｎｇｅ体系模型

前面所讨论的变分问题并不包含约束方程，但

是极大多数经济问题都是带约束的．通常，约束条件

是由一组定义在犜犙上的相互独立的约束方程式所

给出，假设它们确定了犜犙中的一个子流形犕，这个

经济的系统的动态路径将由如下带约束的泛函极值

来决定：

犑［狇］＝ 犲狓狋
（狇，狇
·
）∈犕
∫

犜

０
犔（狇（狋），狇

·
（狋））犱狋

下面将非完整约束力学的犞犪犽狅狀狅犿犻犮处理方式应

用于这种带约束的变分模型，并称它为经济的

犞犪犽狅狀狅犿犻犮模型．

１．３．２　经济的Ｖａｋｏｎｏｍｉｃ模型

设在一个狀维经济流形犙 的切丛犜犙 上定义

一个可微的犔犪犵狉犪狀犵犲函数犔：犜犙瓗．假设经济系

统受到犿（犿＜狀）个独立的方程组的约束：

Φ犪 ＝０，１≤犪≤犿

其中函数Φ犪：犜犙瓗是可微的且满足

狉犪狀犽
（Φ１，Φ２，…，Φ犿）

（狇
·
１，狇
·
２，…，狇

·
狀（ ）） ＝犿

这些约束确定了犜犙中的一个（２狀－犿）维子流形

犕犜犙．于是由隐函数定理可知，这些约束方程可

以被显式地写成

狇
·
犪
＝ψ

犪（狇
犻，狇

·
犽），１≤犪≤犿

其中１≤犻≤狀，犿＋１≤犽≤狀．那么，犜犙的子流形

犕 的局部坐标为（狇
犻，狇

·
犽）．

记连接上给定两点狇０ 和狇犜 的二次可微曲线

的集合为

瓘
２［狇０，狇犜］＝｛犮：［０，犜］犙 犮（０）＝

狇０，犮（犜）＝狇犜｝

这是一个无限维的可微流形．又记瓘
２［狇０，狇犜］限制

在子流形犕 上的子空间为

瓘 犕［狇０，狇犜］＝｛犮∈瓘
２［狇０，狇犜］犮

·
（狋）∈

犕犮（狋）＝犕 ∩π
－１
犙 （犮（狋）），狋∈［０，犜］｝

　　定义１（经济的犞犪犽狅狀狅犿犻犮模型）　给定经济

流形犙上由一组约束方程所确定的子流形犕犜犙

和一个泛函犑：瓘 犕［狇０，狇犜］瓗，则称该泛函约束

在流形犕 上的极值问题

犑［犮］＝ 犲狓狋
犮∈瓘 犕

［狇０
，狇犜

］∫
犜

０
犔（犮

·
（狋））犱狋

为经济的犞犪犽狅狀狅犿犻犮模型（犔，犕）．

犞犪犽狅狀狅犿犻犮模型是应用犔犪犵狉犪狀犵犲乘数方法处

理带约束的变分问题，对此可得出如下结果：

定理１　曲线犮是犞犪犽狅狀狅犿犻犮模型（犔，犕）的

解，当且仅当存在 犿 个可微函数（犔犪犵狉犪狀犵犲乘数）

λ
犪：［０，犜］瓗，０≤犪≤犿 的满足下列方程

犔
狇

犻－
犱
犱狋
犔

狇
·
犻
＝

　λ
犪 犱
犱狋

Φ犪

狇
·（ ）犻 －Φ犪狇［ ］犻 ＋λ·犪Φ犪

狇
·
犻
，０≤犻≤狀

Φ犪（狇
犻，狇

·
犻）＝０， １≤犪≤

烅

烄

烆 犿

上式和后面均采用犈犻狀狊狋犲犻狀的求和约定．令犘犙

×瓗
犿，定义增广犔犪犵狉犪狀犵犲函数：犔

～
＝犔＋λ

犪
Φ犪：犜犘

瓗．于是上面的方程成为对于增广犔犪犵狉犪狀犵犲函数

的犈狌犾犲狉犔犪犵狉犪狀犵犲方程

犔
～

狇
犻－
犱
犱狋
犔
～

狇
·
犻
＝０， ０≤犻≤狀

犔
～

λ
犪－

犱
犱狋
犔
～

λ
·
犪
＝Φ犪（狇

犻，狇
·
犻）＝０，１≤犪≤

烅

烄

烆
犿

从该增广函数犔
～出发可以构造出一个予辛结构［３］，

其构造过程如下：

３２３
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首先，定义在犜犘之上的一个效能函数：犈犔～

Δ（犔
～）－犔

～，其中算符Δ表示犔犻狅狌狏犻犾犾犲向量场：Δ＝

狇
·
犻 

狇
·
犻
＋λ
·
犪 

λ
·
犪
．

其次，再定义犜（犜犘）上的张量场：

犛


狇
·
犻
犱狇

犻
＋


λ
·
犪
犱λ

犪：犜（犜犘）犜（犜犘）

其中符号表示张量积，由此可得微分１－形式θ＝

犛（犱犔
～）．

最后，定义微分２－形式为：ω犔～＝－犱θ犔～（这里

犱是外导数），它是反对称双线性型，并且是闭的，因

为犱ω犔～＝０．

如果２－形式ω犔～ 的秩是常数，则此种辛结构

（犜犘，ω犔～，犈犔～）被称为是予辛的（狆狉犲狊狔犿狆犾犲犮狋犻犮），

下面的讨论将假设系统具有这一结构．在这予辛结

构上，如果可以由ω犔～ 来确定在犜犘上的向量场Γ，

使它满足如下的动态方程（即犞犪犽狅狀狅犿犻犮模型的

犈狌犾犲狉犔犪犵狉犪狀犵犲方程的几何表示形式）

犻Γω犔～ ＝犱犈犔～

其中犻Γ表示内积运算符号，那么上面方程就确定了

这个犞犪犽狅狀狅犿犻犮系统的解．但是一般来说，在予辛

结构中２－形式ω犔～ 并没有像辛流形那样是非退化

的，所以该方程并不能在犜犘上全局地给出解Γ．那

么必须对这个予辛结构应用犌狅狋犪狔犖犲狊狋犲狉算法来

产生如下一个子流形序列（详情参见文献［４］）：

犘０犘１犘２…犘犽…

其中令犘０＝犜犘，犘犽是犘０的子流形．这个算法的步

骤是：

第一步　置犽：＝１，记在犘０ 上使得犻Γ狓ω犔～＝

犱犈犔～ 有解的全体元素的集合为

犘犽 ＝｛狓∈犘０ Γ狓 ∈犜犘０，犻Γ狓ω犔～ ＝犱犈犔～｝

　　第二步　置犽：＝犽＋１，再要限制犘犽－１到如下

的子流形

犘犽 ＝｛狓∈犘０ 犱犈犔～（狓）（υ）＝０，υ∈犜狓犘⊥犽－１｝

其中犜狓犘⊥犽－１＝｛υ∈犜狓犘０｜ω犔～（狌，υ）＝０，狌∈

犜狓犘犽－１｝．

第三步　如果犘犽＝犘犽－１，则算法结束，令犳＝

犽－１；否则转第二步．

犌狅狋犪狔犖犲狊狋犲狉已证明
［４］：通常，这个算法将在有

限 步 后 终 止．这 时 得 出 的 动 态 方 程

犻Γω犔～＝犱犈犔（ ）～ 犘
犳
将有确定的解，然而解却并不一

定是唯一的，记这方程的解集为

（犘犳）＝｛Γ∈犜犘犳 （犻Γω犔～ ＝犱犈犔～）犘
犳
｝

　　下面给出两个具体的示例描述．

２　两则示例

现在来考察经济中两个较常见的具体实例．

例１（犜犪狔犾狅狉模型）　这模型是考察通货膨胀

与失业的最优交替变化路径问题．设经济在充分就

业下的产出水平为犢犳，实际通货膨胀率为π．定义

社会损失函数为

犾＝（犢犳－犢）
２
＋απ

２

其中α＞０是对通胀的权重系数．根据通货膨胀的

犘犺犲犾狆狊关系

π＝β（犢－犢犳）＋狓，　β＞０

其中狓表示预期通货膨胀率，假设它由自适应过程

决定，即

狓
·

＝
犱狓
犱狋
＝γ（π－狓），　０＜γ≤１

于是，损失函数可以写成为

犾＝
狓
·

（ ）βγ
２

＋α
狓
·

γ
＋（ ）狓

２

记犪＝αβ
２，犫＝γ，犾′＝（βγ）２犾，则损失函数等价地可

写为

犾′＝狓
·
２
＋犪（狓

·

＋犫狓）２

为了方便起见，不妨将犾′仍记为犾．

政府在［狋０，狋１］时期内对通货膨胀进行管理的

最优政策是如下变分问题的解为

犑［狓］＝犿犻狀∫
狋１

狋０

犲－ρ狋犾（狓（狋），狓
·
（狋））犱狋

并且满足固定端点条件狓（狋０）＝狓０和狓（狋１）＝０．

这里，犔犪犵狉犪狀犵犲函数是犔＝犲－ρ狋犾（狓，狓
·
）．

例２（可枯竭资源的经济增长模型）　这个模型

描述经济中可枯竭资源的最优资源配置问题．设犓

代表可枯竭资源的存量，犆代表消费，社会福利由

如下效用函数描述为

犝（犓，犆）＝犓α（狋）犆β（狋），　α，β＞０，α＋β≤１

　　假设可枯竭资源的消耗速率恰好等于消费额，

即犓
·

＝－犆．社会的目标是在整个时期［０，犜］里实

现对资源的最优配置，即

犿犪狓∫
犜

０
犝（犓，犆）犱狋＝犿犪狓∫

犜

０
犓α（狋）犆β（狋）犱狋

狊．狋．　犓
·

＋犆＝０

这问题的犔犪犵狉犪狀犵犲函数为犔＝犓α（狋）犆β（狋），而约

束方程为Φ＝犓
·

＋犆＝０．令λ为犔犪犵狉犪狀犵犲乘数，则

增广犔犪犵狉犪狀犵犲函数为犔
～
＝犓α犆β＋λ（犓

·

＋犆）．
（下转第３３５页）
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３　结论

通过上述对经济犔犪犵狉犪狀犵犲体系模型的研究，可

以看到许多经济中的动态系统也与力学一样可以由

变分模型来描述，这使得人们可以应用几何力学的

方法来更好地研究这些经济动态系统．本文已将动

态经济系统统一地纳入到犞犪犽狅狀狅犿犻犮模型形式，并

以微分几何的语言来刻画经济动态系统．这样的描

述方式不但赋予了经济系统一种几何结构，而且能

够让人们看到经济系统与物理系统都拥有某些共同

的系统属性．作者将在后续的文章中展示：这样的研

究可以方便地将物理学中的对称性分析方法应用到

经济动态系统之中，从而使人们更深入地认识经济

系统的运行规律．

致谢：作者在此谨向车宏安教授表示由衷的感

谢，本项研究受到他的诸多指教与帮助．
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