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节点具有双重需求车辆路径问题及其解的性质分析
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摘要：概括介绍了逆向物流领域中的各类车辆路径问题，将问题按照节点的需求类型分为节点单

需求以及具有双重需求两个大类．按照节点的需求类型，将同时送取货（犞犚犘犛犇犘）、集送货需求可

拆分车辆路径问题（犛犞犚犘犘犇）统称为节点具有双重需求车辆路径问题（犞犚犘犖犇犇）．文中首先给出

了它们的定义及数学模型．接着，作为设计求解问题启发式算法的前期工作，对犞犚犘犖犇犇问题解的

结构方面的一些性质进行了分析证明．最后，举例说明了犛犞犚犘犘犇与送货需求可拆分车辆路径问

题最优解性质方面的差异，并通过定理证明说明了犛犞犚犘犘犇，犞犚犘犛犇犘启发式算法的改良对于

犛犞犚犘犘犇相对犞犚犘犛犇犘节省成本百分比研究的意义．
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　　随着人们对环境问题越来越多的关注以及废物

利用带来的附加经济效益逐渐被认识，使用过的商

品在它们生命周期结束时会被部分或全部回收、拆

卸、组装得以重新使用．此外，包装和装载设备也可

以再循环使用．许多国家已经就原材料的再循环率、

产品包装的回收，甚至产品全部生命周期包括义务

进行产品使用期结束后的回收，对工业界提出一系

列强制性的要求．所有这些活动导致了原材料从终

端客户回溯到上游供应链的流动．

在存在逆向物流的环境中，一部分任务点需要

送货，另一部分任务点需要集货，于是产生了带回程

的车辆路径问题 犞犚犘犅（狏犲犺犻犮犾犲狉狅狌狋犻狀犵狆狉狅犫犾犲犿

狑犻狋犺犫犪犮犽犺犪狌犾狊）、混合装载车辆路径问题犞犚犘犅犕

（犞犚犘狑犻狋犺犫犪犮犽犺犪狌犾犪狀犱犿犻狓犲犱犾狅犪犱）、同时送取货车

辆路 径 问 题 犞犚犘犛犇犘（犞犚犘 狑犻狋犺狊犻犿狌犾狋犪狀犲狅狌狊

犱犲犾犻狏犲狉狔犪狀犱狆犻犮犽狌狆）、集送货需求可拆分车辆路径

问题犛犞犚犘犘犇（狏犲犺犻犮犾犲狉狅狌狋犻狀犵狆狉狅犫犾犲犿狑犻狋犺狊狆犾犻狋

犱犲犾犻狏犲狉犻犲狊犪狀犱狆犻犮犽狌狆狊）和收发问题犘犇犘（狆犻犮犽狌狆犪狀犱

犱犲犾犻狏犲狉狔）．

１　逆向物流领域犞犚犘问题概述

１．１　带回程车辆路径问题
［１－２］

不同于经典的犞犚犘问题
［３］，犞犚犘犅是在原来车

辆只能进行后尾装载（狉犲犪狉犾狅犪犱犲犱）的时候，如果在

发送完货物之前进行货物的接收，这样会影响下

一次货物的发送这种特定的历史条件下产生的．

犞犚犘犅问题中客户被分为两个子集，一个子集中的

每个客户只具有接收需求，另一个子集的客户只

具有发送需求．车辆负载货物从车场出发，先服务

所有的具有发送需求的客户，然后服务具有接收

需求的客户，最后车辆返回车场，车辆的负载在整

个配送过程中是单调减少的．犞犚犘犅的示意图见图

１（犪）．

１．２　混合装载带回程车辆路径问题
［４－５］

随着物流技术的进步，车辆不仅可以进行后尾

装载，还可以进行侧面装载（狊犻犱犲犾狅犪犱犲犱），对发送和

接收的顺序没有了限制，因此就产生了犞犚犘犅犕问

题．犞犚犘犅犕与犞犚犘犅不同的是，对于车辆先进行发

送还是先进行接收没有限制，车辆负载在配送过程

中不是单调变化的，因此对于这种问题的车辆容量

可行性控制成为算法设计需要注意的关键．犞犚犘犅犕

示意图见图１（犫）．

１．３　同时送取货车辆路径问题
［６－９］

犞犚犘犅和犞犚犘犅犕中客户处只具有单一需求，

但是如果一个客户同时具有接收和发送两种需求的

话，车辆如果仍然一次对其进行一种服务，那么该客

户必然要被进行第二次服务，这样会产生不必要的

车辆被使用，而且考虑到操作的复杂程度，客户也可

能不会接受两种需求被分开服务，于是就有

犞犚犘犛犇犘问题的提出．如果一个客户同时具有收发

需求，且车辆对其只能服务一次，这种犞犚犘问题就

是犞犚犘犛犇犘问题．犞犚犘犅犕是犞犚犘犛犇犘问题当客户

节点处接收或发送需求其中一个为０时的特例．

犞犚犘犛犇犘的示意图见图１（犮）．

１．４　集送货需求可拆分车辆路径问题
［１０－１３］

犞犚犘犅，犞犚犘犅犕，犞犚犘犛犇犘都有一个前提假设就

是客户需求不超过车辆容量，问题中所有客户只能

接受一次服务，客户点需求不可拆分，车辆大多数情

况下处于非满载状态．但物流服务中可能出现下面

的情况：部分或全部任务点发送，接收需求量可能很

大，车辆容量却很小，在一次访问中车辆无法完成任

务；在时间非常紧的情况下，为了在规定的时间窗内

完成任务，对客户的访问次数的限制可以没有那么

高的要求．诸如以上问题，如何解决值得进一步

研究．

２０世纪９０年代犇狉狅狉和犜狉狌犱犲犪狌
［１４－１５］提出了

发送需求可拆分的车辆路径问题（狊狆犾犻狋犱犲犾犻狏犲狉狔

犞犚犘，犛犇犞犚犘）的概念，因为允许需求拆分导致客户

被访问一次的限制被取消了，而且车辆的利用率

提高了，这样可以节省运输服务距离，同时可以节

省服务车辆的数目．单一发送需求可拆分的车辆

路径问题所带来成本上的节省也使人们联想到节

点具有接收和发送双重需求的车辆路径问题，对

于这种问题的需求可拆分情形是否也具有同样良

好的性质，近年来人们开始了对集送货需求可拆

分车辆路径问题（犛犞犚犘犘犇）的研究．犛犞犚犘犘犇可以

看成是对犛犇犞犚犘的扩展，而后者可看成前者当两

种需求其一为０时的特例．犛犞犚犘犘犇的示意图见图

１（犱）．

０３３
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１．５　收发问题
［１６］

犘犇犘问题与前面３种问题不同的是，车辆在具

有接收需求的客户处收货，将这些货物发送给具有

发送需求的客户，收货点和送货点成对出现．犘犇犘

不仅可以应用于逆向物流，同样在其它领域也有所

应用，如 最 常 见 的 校 车 路 径 问 题 （犱犻犪犾犪狉犻犱犲

狆狉狅犫犾犲犿）．犘犇犘示意图见图１（犲）．

根据客户节点需求的特点，本文将犞犚犘问题划

分为单一需求的犞犚犘问题以及具有双重需求的犞犚犘

问题．那么犞犚犘，犞犚犘犅，犞犚犘犅犕，犘犇犘，犛犇犞犚犘以及添

加各种约束的变种问题都是节点单需求的犞犚犘问

题，而只有犞犚犘犛犇犘和犛犞犚犘犘犇及其变种问题为节点

具有双重需求的犞犚犘问题（狏犲犺犻犮犾犲狉狅狌狋犻狀犵狆狉狅犫犾犲犿

狑犻狋犺狀狅犱犲犺犪狏犻狀犵犱狅狌犫犾犲犱犲犿犪狀犱狊），记作犞犚犘犖犇犇．因

为涉及到容量可行性控制，节点需求的双重性使得

犞犚犘犖犇犇问题求解起来相对于其它几种问题难度更

大，而且这一结构上的复杂性可能带给该问题其它尚

未发现的一些性质．文献［１７］研究了离散情形下，允

许节点需求大于车辆容量、车辆容量取特定值时的

犞犚犘犖犇犇问题，给出了问题的计算复杂性及可简化

性．犞犚犘犖犇犇问题在一般情况下是犖犘难问题，因此

寻找求解问题有效的启发式算法是必然选择．然而，

设计好的启发式算法离不开对问题本身固有性质的

把握，基于这种想法本文将讨论该类问题解的一些结

构性质，为后续算法研究作准备．

图１　逆向物流犞犚犘问题

犉犻犵．１　犞犚犘狆狉狅犫犾犲犿狊犻狀狉犲狏犲狉狊犲犾狅犵犻狊狋犻犮狊

２　犞犚犘犖犇犇问题定义及模型

定义１　一组容量相同的车辆从一个车场出

发，对一些客户进行服务最后返回车场．每个客户具

有集货和送货双重需求，且需求不大于车辆容量，车

辆在服务客户的时候同时执行发送、接收两种操作，

从而保证每个客户只被服务一次．目标是找到一套

车辆路径使得在保证每条路径上的装载量不超过车

辆容量的前提下，使得总的行驶距离最小．这种问题

称为同时送取货车辆路径问题（犞犚犘犛犇犘）．

定义２　一组容量相同的车辆从一个车场出

发，对一些客户进行服务最后返回车场．每个客户具

有集货和送货双重需求，且允许这两种需求大于车

辆容量，车辆在服务客户的时候集货、送货的数量没

有限制，每个客户可以被同一个车辆或不同的车辆

服务多次，目标是找到一套车辆路径使得在保证每

条路径上的装载量不超过车辆容量的前提下，使得

总的行驶距离最小．这种问题称为集送货需求可拆

分车辆路径问题（犛犞犚犘犘犇）．

２．１　犞犚犘犛犇犘问题数学模型

符号说明：

犖为车场和客户节点的集合，它包括车场（用

犻＝０，狀＋１来表示车场，其中，犻＝０表示起点，犻＝

狀＋１表示终点，它们之间的距离为０），以及客户节

点集合（犻＝１，２，…，狀）；

犆为客户节点集（犻＝１，２，…，狀）；

犞 表示可以利用的车辆集，假设集合基数

犞 ＝犿，并且１≤犿＜狀；

犙为车辆容量；

犮犻为客户犻处的收货需求；

犱犻为客户犻处的送货需求；

狑犻犼为从客户犻到客户犼的旅行费用．

决策变量：

狓犻犼犽为二项变量，如果车辆犽直接从客户犻行驶

到客户犼，取值为１，否则取值为０；

狔犻犼犽表示车辆犽从客户犻到客户犼这段路径上

的接收货物装载量；

狕犻犼犽表示车辆犽从客户犻到客户犼这段路径上

的发送货物装载量．

犞犚犘犛犇犘的数学模型为

　　犿犻狀 ∑
犻∈犖＼｛狀＋１｝

∑
犼∈犖＼｛０｝
∑
犽∈犞

狓犻犼犽狑犻犼

１３３
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　　狊．狋．

∑
犼∈犆

狓０犼犽 ≤１，　犽∈犞 （１）

∑
犻∈犖＼｛狀＋１｝

∑
犽∈犞

狓犻犼犽 ＝１，　犼∈犆 （２）

∑
犻∈犖＼｛狀＋１｝

狓犻犺犽 ＝ ∑
犼∈犖＼｛０｝

狓犺犼犽，　犺∈犆，

　犽∈犞 （３）

∑
犻∈犖＼｛０｝
∑
犽∈犞

狔犼犻犽－ ∑
犻∈犖＼｛狀＋１｝

∑
犽∈犞

狔犻犼犽 ＝犮犼，

　犼∈犆 （４）

∑
犻∈犖＼｛狀＋１｝

∑
犽∈犞

狕犻犼犽－ ∑
犻∈犖＼｛０｝
∑
犽∈犞

狕犼犻犽 ＝犱犼，

　犼∈犆 （５）

狔犻犼犽＋狕犻犼犽 ≤犙狓犻犼犽，　犻∈犖＼｛狀＋１｝，

　犼∈犖＼｛０｝，犽∈犞 （６）

狔０犼犽 ＝０，　犼∈犆，犽∈犞 （７）

狕犻，狀＋１，犽 ＝０，　犻∈犆，犽∈犞 （８）

狔犻犼犽，狕犻犼犽 ∈瓕
－

———
，　犻∈犖＼｛狀＋１｝，

　犼∈犖＼｛０｝，犽∈犞 （９）

狓犻犼犽 ∈｛０，１｝，　犻∈犖＼｛狀＋１｝，

　犼∈犖＼｛０｝，犽∈犞 （１０

烅

烄

烆 ）

其中，目标函数是最小化全部的行驶费用；约束（１）

说明每辆车从车场出发不超过一次；约束（２）说明每

个客户只被服务一次；约束（３）说明一辆车进出客户

节点的次数相等；约束（４）～（５）保证客户处的集货、

送货需求得到满足；约束（６）表示一条路径上的车辆

装载量不能超过车辆容量；约束（７）～（８）保证车辆

从车场出发时车辆上没有已收集的货物，返回车场

时车辆上没有尚未发送的货物；约束（９）～（１０）是整

数变量声明．

２．２　犛犞犚犘犘犇模型

将上述犞犚犘犛犇犘模型中约束（２）去掉即可得

犛犞犚犘犘犇问题的数学模型．

３　犞犚犘犖犇犇路径的容量可行性

犞犚犘，犛犇犞犚犘分别是犞犚犘犛犇犘，犛犞犚犘犘犇当节

点需求其中一个为０时的特例．因为节点需求的双

重性带来的问题结构方面的改变使得犞犚犘犛犇犘，

犛犞犚犘犘犇比只有单一需求的犞犚犘，犛犇犞犚犘在固有性

质方面的研究更为困难，在求解算法方面体现在容

量可行性控制更为复杂．所以为了方便对犞犚犘犖犇犇

的研究，需要对该问题解中路径结构特点进一步明

确．首先引进路径弱可行、强可行的定义．

定义３　如果一条路径上所有节点的发送需求

之和以及所有节点接收需求之和都不大于车辆的容

量，则称该路径是弱可行的．

定义４　如果一条路径上所有边上的车辆装载

量都不超过车辆容量，则称该路径是强可行的．

那么显然有下面结论成立：

定理１　如果一条路径是强可行的则这条路径

必是弱可行的，反之不然．

那么在一条弱可行的路径中所有客户节点间，

是否存在一条强可行的路径将它们串联起来，下面

将研究这个问题．

定理２　设集合犞＝ ０，１，…，｛ ｝犿 是车场和一

组客户节点的集合，其中０代表车场，１，…，｛ ｝犿 代

表客户集合．对任意客户犻∈ １，…，｛ ｝犿 ，其集货需

求犮犻＞０，送货需求犱犻＞０，已知车辆容量犙＞０．如

果∑
犿

犻＝１

犮犻≤犙，∑
犿

犻＝１

犱犻≤犙，那么一定可以找到一条

车辆的行驶路径，它是一条满足全部 犿 个客户集

货、送货双重需求和车辆容量约束的强可行的

犎犪犿犻犾狋狅狀回路．

证明　设犆＝∑
犿

犻＝１

犮犻≤犙，犇＝∑
犿

犻＝１

犱犻≤犙．当车

辆从车场出发时，装载送货需求总量为犇．不妨假设

存在正整数犿１，犿２，使得对任意犻∈ １，…，犿｛ ｝１ ，有

犮犻＜犱犻；对任意犻∈ 犿１＋１，…，犿｛ ｝２ ，有犮犻＞犱犻；对

任意犻∈ 犿２＋１，…，｛ ｝犿 ，有犮犻＝犱犻．如果车辆按照

先访问犮犻＜犱犻的客户节点，再访问犮犻＞犱犻的客户节

点，最后访问犮犻＝犱犻的客户节点的顺序，则关于客户

节点犻的装载函数犔（犻）是关于节点犻的先减后增非

单调函数，在犻＝犿１ 处达到最小值，即犔犿犻狀＝

犇＋∑
犿

犻＝１

（犮犻－犱犻），然后增大，最后在犿２处趋于水

平直到点犿，其函数曲线走势如图２所示（犆，犇之间

的大小关系任意）．

图２　装载函数

犉犻犵．２　犔狅犪犱犳狌狀犮狋犻狅狀

　　当车辆行驶到点犿 时，车辆装载量为

犔（犿）＝犇＋∑

犿１

犻＝１

（犮犻－犱犻）＋

２３３
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∑

犿２

犻＝犿１＋１

（犮犻－犱犻）＋ ∑
犿

犻＝犿２＋１

（犮犻－犱犻）

　　因为 ∑
犿

犻＝犿２＋１

（犮犻－犱犻）＝０，∑

犿１

犻＝１

犮犻＋ ∑

犿２

犻＝犿１＋１

犮犻＝

犆－ ∑
犿

犻＝犿２＋１

犮犻，∑

犿１

犻＝１

犱犻＋ ∑

犿２

犻＝犿１＋１

犱犻＝犇－ ∑
犿

犻＝犿２＋１

犱犻，所

以犔（犿）＝犇＋犆－ ∑
犿

犻＝犿２＋１

犮犻－（犇－ ∑
犿

犻＝犿２＋１

犱犻）＝

犆－ ∑
犿

犻＝犿２＋１

（犮犻－犱犻）＝犆．整个行驶过程中边上的最

大装载量 犿犪狓
犻∈ １，…，｛ ｝犿

犔（犻）＝犿犪狓 犔（１），犔（犿｛ ｝）＝

犿犪狓犇，｛ ｝犆 ≤犙，所以该路径是强可行的（事实上满

足犮犻＝犱犻的客户节点可以放在整条路径的任何一

个阶段访问，它对车辆的装载量没有影响）．由于在

访问这犿 个客户的过程中，每个节点只被服务一

次，所以该路径是一个犎犪犿犻犾狋狅狀回路．证毕．

４　犛犞犚犘犘犇与犛犇犞犚犘路径结构差异

定理２说明了犞犚犘犖犇犇问题的解中每条弱可

行路径必存在强可行路径与之对应．下面讨论

犛犞犚犘犘犇由于节点需求的双重性，导致其解的路径

结构性质与犛犇犞犚犘结构性质方面的差异．

例１　假设共有４个客户节点，如图３所示，节

点编号及客户需求分别为１（３，１），２（１，２），３（０，１），

４（１，１），０代表车场，车辆容量犙＝５．设距离对称，

边长犮０１＝１．２，犮０２＝１．５，犮０４＝０．８，犮１２＝０．５，犮１３＝

０．５，犮１４＝０．５，犮２３＝０．５，犮３４＝０．８．显然，这些距离

满足三角不等式．假设车辆装载剩余空箱数为狉犱，

已装载实箱数为狉犮．

图３　犛犞犚犘犘犇问题的解中可能含有子回路

犉犻犵．３　犛狌犫犾狅狅狆狆狅狊狊犻犫犾狔犮狅狀狋犪犻狀犲犱犻狀狋犺犲狊狅犾狌狋犻狅狀

狅犳犛犞犚犘犘犇

　　如图３（犪）所示，车辆访问节点的次序及在各节

点的装卸情况如下：车辆从车场出发装载５单位待

发送货物，此时狉犱＝５且狉犮＝０；到达节点２卸载２

个单位货物，同时装载１个单位货物，则狉犱＝３且

狉犮＝１；到达节点３卸载１个单位货物，则狉犱＝２且

狉犮＝１；到达节点４卸载１单位货物，同时装载１单

位货物，则狉犱＝１且狉犮＝２；到达节点１卸载１单位

货物，同时装载３单位货物，则狉犱＝０且狉犮＝５；最

终车辆满载５单位收集的货物返回车场．整条路径

满足强可行性，并且是一条犎犪犿犻犾狋狅狀回路，记为犾１．

将犾１ 的总长度记为狊１，则狊１＝犮０２＋犮２３＋犮３４＋

犮４１＋犮１０＝１．５＋０．５＋０．８＋０．５＋１．２＝４．５．

如图３（犫）所示，车辆访问节点的次序及在各节

点的装卸情况如下：车辆从车场出发装载５单位待

发送货物，此时狉犱＝５且狉犮＝０；到达节点１卸载１

单位货物，则狉犱＝４且狉犮＝０；到达节点２卸载２单

位的货物，同时装载１单位的货物，则狉犱＝２且

狉犮＝１；到达节点３卸载１单位的货物，则狉犱＝１且

狉犮＝１；到达节点１装载３单位的货物，则狉犱＝１且

狉犮＝４；到达节点４卸载１单位的货物，同时装载１

单位货物，则狉犱＝０且狉犮＝５；最终车辆满载５单位

收集的货物返回车场．整条路径满足强可行性，但是

含有子回路，记为犾２．将犾２ 的总长度记为狊２，则

狊２＝犮０１＋犮１２＋犮２３＋犮３１＋犮１４＋犮４０＝１．２＋０．５＋

０．５＋０．５＋０．５＋０．８＝４．

由于狊２＜狊１，这说明在犛犞犚犘犘犇问题的解的一

条路径中含有子回路的路径相对于不含子回路的路

径可能会使行驶距离更短，而对距离满足三角不等

式的 犛犇犞犚犘问题却不存在这种情况．所以在

犛犇犞犚犘的定义中，节点需求允许被不同的车辆拆分

运输而不允许被同一辆车分多次拆分运输，而在

犛犞犚犘犘犇问题的定义中，节点需求可以被同一辆车

或不同车辆分多次拆分运输．

在明确了犛犞犚犘犘犇解中路径结构以后，很容易

得到如下结论：

定理３　犞犚犘犛犇犘 问 题 的 可 行 解 一 定 是

犛犞犚犘犘犇问题的可行解，反之不然．

定理４　记“狕（　）”为问题最优值，则有

狕（ ）犛犞犚犘犘犇 ≤狕（ ）犞犚犘犛犇犘 ．

５　犛犞犚犘犘犇最优解性质

犇狉狅狉和犜狉狌犱犲犪狌
［１５］证明了如果距离满足三角

不等式，那么在犛犇犞犚犘问题的最优解中，任何两条

路径的公共点的数目都不会超过１；进而证明了

犛犇犞犚犘问题的最优解中，不存在犽狊狆犾犻狋犮狔犮犾犲．这两

个性质是关于 犛犇犞犚犘 问题的很重要的结论，

３３３
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犛犇犞犚犘的一些性质证明很多基于它们
［１８］．由于

犛犞犚犘犘犇是犛犇犞犚犘问题当节点需求变为双重需求

时的更为一般的情形，所以很容易想到，犛犞犚犘犘犇问

题的最优解是否也存在同样的性质．作者已经通过

实例说明了犛犞犚犘犘犇问题的最优解中两条路径间

可能有两个公共点［１７］，这是犛犞犚犘犘犇与犛犇犞犚犘问

题的最优解性质的重要差异．

然而，以上只是对犛犞犚犘犘犇问题最优解性质的

一些观察，关于该问题最优解的性质可能还存在尚

未发现的结论．目前对于“犛犞犚犘犘犇与犛犇犞犚犘最优

解性质差异”直接研究存在困难，可以采取先进行节

省成本分析，看成本节省最大值如何，通过这些研究

有助于发掘问题最优解的性质．就像有关犛犇犞犚犘

相对于犞犚犘节省成本百分比分析那样
［１８］，当客户

的平均需求略大于车辆容量的一半且需求方差较小

时犛犇犞犚犘最优值相对于犞犚犘最优值节省成本百分

比达到最大．作为对犛犞犚犘犘犇问题最优解性质的进

一步探索，犛犞犚犘犘犇相对于犞犚犘犛犇犘节省成本百分

比狕
（犞犚犘犛犇犘）－狕（犛犞犚犘犘犇）

狕（犛犞犚犘犘犇）
×１００％的研究也是

关于犞犚犘犖犇犇问题研究的一项重要工作．目前，关

于犞犚犘犛犇犘问题的求解算法比较多，求解精度也比

较高，而关于犛犞犚犘犘犇问题的求解算法相对比较

少，只有为数不多的几篇文章［１０－１３］．

定理５　设犞犚犘犛犇犘，犛犞犚犘犘犇问题的最优值分

别为狕１，狕２＞０，启发式算法求解犞犚犘犛犇犘，犛犞犚犘犘犇

问题的计算结果分别为犎１，犎２＞０，而且存在ε１，

ε２＞０，使得犎１－ε１＝狕１，犎２－ε２＝狕２，则

犎１－犎２
犎２

＝
狕１－狕２＋ε１－ε２

狕２＋ε２

（ε１，ε２）→（０，０
→
）

狕１－狕２
狕２

（１１）

　　证明　设０＜ε＜
２狕１
狕２
，取δ＝

狕２２ε
２狕１－狕２ε

，又

犎１－犎２
犎２

－
狕１－狕２
狕２

＝

　
狕１－狕２＋ε１－ε２

狕２＋ε２
－
狕１－狕２
狕２

＝

　
（狕１－狕２＋ε１－ε２）狕２－（狕１－狕２）（狕２＋ε２）

狕２（狕２＋ε２）
＝

　
ε１狕２－ε２狕１
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＝
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狕２＋ε２
－
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＋
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ε２
狕２＋ε２

（１２）

故当 ε１ ，ε２ ≤δ 时，由假设及定理４可知

式（１２）小于等于
ε
２
＋
ε
２
＝（ ）ε ，根据二元函数极限

的定义可知， 犾犻犿
（ε１
，ε２
）→（０，０）

犎１－犎２
犎２

＝
狕１－狕２
狕２

．证毕．

从式（１１）可以看出，求解算法的精度越高，即

ε１，ε２越接近０，则使用启发式算法进行节省成本分

析的研究所得结果越准确，所以今后对犛犞犚犘犘犇及

犞犚犘犛犇犘求解精度的改良是进行成本节省分析的

关键．

６　总　结

由于犞犚犘犖犇犇问题节点需求的双重性，使得该

类问题也变得相对于节点单一需求的犞犚犘问题更

加难以求解．犞犚犘犖犇犇问题一般情况下是犖犘难的，

因此寻找能够有效快速求解的启发式算法是问题求

解必需选择的正确研究方向．为设计更好的启发式

算法作准备，本文致力于进一步明确犞犚犘犖犇犇解的

结构特点，给出了几个重要的关于解的结构性质的

定理，并对之进行了证明．最后，本文说明了

犛犞犚犘犘犇的最优解性质与犛犇犞犚犘问题最优解性质

的显著差异，并阐述了犛犞犚犘犘犇，犞犚犘犛犇犘启发式算

法的改良对于犛犞犚犘犘犇问题最优解性质研究及

犛犞犚犘犘犇相对犞犚犘犛犇犘节省成本百分比研究的意

义．通过本文的研究，明确了今后有效启发式算法的

设计与改良、最优解性质及节省成本分析研究的方

向，所以具有重要的理论意义．
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３　结论

通过上述对经济犔犪犵狉犪狀犵犲体系模型的研究，可

以看到许多经济中的动态系统也与力学一样可以由

变分模型来描述，这使得人们可以应用几何力学的

方法来更好地研究这些经济动态系统．本文已将动

态经济系统统一地纳入到犞犪犽狅狀狅犿犻犮模型形式，并

以微分几何的语言来刻画经济动态系统．这样的描

述方式不但赋予了经济系统一种几何结构，而且能

够让人们看到经济系统与物理系统都拥有某些共同

的系统属性．作者将在后续的文章中展示：这样的研

究可以方便地将物理学中的对称性分析方法应用到

经济动态系统之中，从而使人们更深入地认识经济

系统的运行规律．

致谢：作者在此谨向车宏安教授表示由衷的感

谢，本项研究受到他的诸多指教与帮助．
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