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一类重调和方程边值问题解的奇点可去性
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摘要：给出了一类重调和方程边值问题解的表示式，研究了其解的奇点可去性，利用判断反常积分

收敛性的方法对解的表示式作了敛散性分析，给出了该类方程在限定条件下的具体表达式，研究了

相应的解的积分表达式．将函数项幂次的取值范围在实数域上分为３段，分别讨论了每种情形下相

应积分式的敛散性，得出了其在不同参数范围下解的奇点可去性．
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１　问题的提出

近年来有许多学者致力于重调和方程的研

究［１－２］，对于这类问题，重调和方程解的奇点可去性

研究是至关重要的内容．１９９７年，犛狅狉犪狀狕狅
［３］研究了

一类超线性双重调和方程

Δ
２狌＝ 狓 σ狌狆 狓∈Ω＼｛０｝

狌≥０，－Δ狌≥０ 狓∈Ω＼｛０｛ ｝

正解的孤立奇点，围绕双重调和方程奇异解的局部
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行为，给出了奇点及其存在性的完整描述，此外还建

立了方程的径向对称解的一个先验估计．

２００９年，犎狊狌
［４］研究了重调和方程Δ

犿狌＝０的

可去奇点，证明了多重调和方程Δ犿狌＝０在Ω＼｛狓０｝

上的一个解狌在狓０有一个可去奇点的充要条件．

２０１０年，犌犺犲狉犵狌等
［５］研究了多重调和不等式

－Δ
犿狌≥０在犅１（０）－｛０｝瓗狀 上的非负古典解

狌，给出在整数狀≥２，犿≥１情形下，解狌 满足一个

点点先验界（当狓→０时）的充分必要条件，该情形

下，当狓→０，狌的最佳估计为狌（狓）＝犗（Γ（狓））．其

中，Γ是－Δ在瓗狀 中的基本解．

近几年来在偏微分方程这一数学领域中对解的

奇点可去性的研究引起普遍重视．本文在借鉴以上

研究成果的同时，参阅了相关文献［６－８］，利用判断

反常积分收敛性的方法对双调和方程边值问题

（－Δ）２狌＝ 狓 β 狓∈犅

犇α狌 犅＝０ α ≤
烅
烄

烆 １

进行解的奇点可去性分析．

２　预备知识

给定多重调和方程边值问题

（－Δ）犿狌＝犳 狓∈Ω

犇α狌 Ω＝０ α ≤犿－
烍
烌

烎１
（１）

式中，Ω瓗狀 为有界光滑区域；犳是在适当函数空

间内的已知函数；狌表示未知的解．

假设犳属于适当的函数空间，在表达式有意义

及问题（１）有解的情况下，可以在形式上将问题（１）

的解狌写成用格林函数表示的公式

狌（狓）＝∫Ω犌（狓，狔）犳（狔）犱狔 （２）

　　显然，格林函数犌（狓，狔）的具体表达式不容易

给出，但是，若积分区域在狀 维单位球上，即Ω＝

犅瓗
狀，在有界光滑区域上，问题（１）存在格林函数

犌（－Δ）
犿，Ω，从而解狌的表达式可写为

狌（狓）＝∫Ω犌（－Δ）
犿，Ω（狓，狔）犳（狔）犱狔　狓∈Ω （３）

　　现介绍Ω为狀维单位球时，狄利克雷问题（１）

的格林函数表达式．

在此之前，先介绍一些记号．

犪．假设犳，犵≥０为定义在同一集合犇上的两

个函数．

记犳犵，若对任意的狓∈犇，都存在犮＞０，使得

犳（狓）≤犮犵（狓）．

记犳犵，若同时满足犳犵和犵犳．

犫．在有界光滑区域Ω 上，点到区域边界的距

离定义为

犱（狓）∶＝犱犻狊狋（狓，Ω）＝犿犻狀
狔∈Ω

狓－狔 　狓∈Ω

　　将其写成单位球内相应的坐标形式，便有下面

的表达式：

对狓，狔∈犅
—
，有

［犡犢］∶＝ 狓 ２
狔

２
－２狓狔＋槡 １＝

狓狔－
狓
狓

＝ 狔狓－
狔
狔

式中，［犡犢］是从 狔狓到狔在单位球上的投影的距

离，事实上，［犡犢］比 狓－狔 大．对任意的狓，狔∈犅，

有［犡犢］２－ 狓－狔
２＝（１－ 狓 ２）（１－ 狔

２）＞０．

引理１　在单位球上，即Ω＝犅，狄利克雷问题

（１）的格林函数是正的，并且可表示为

犌犿，狀（狓，狔）＝犽犿，狀 狓－狔
２犿－狀·　

∫
［犡犢］／ 狓－狔

１

（狏２－１）犿－１狏１－狀犱狏

其中，犽犿，狀为正常数，且

犽犿，狀 ＝
１

狀犲狀４
犿－１（（犿－１）！）２

犲狀 ＝
π
狀／２

Γ（１＋狀／２）

　　为了方便分析本文所要解决的问题，给出犌犿，狀

的估计式．

犌犿，狀（狓，狔）

　

狓－狔
２犿－狀犿犻狀１，

犱（狓）犿犱（狔）
犿

狓－狔
２｛ ｝犿 狀＞２犿

犾狀１＋
犱（狓）犿犱（狔）

犿

狓－狔
２（ ）犿 狀＝２犿

犱（狓）犿－
狀
２犱（狔）

犿－
狀
２·

　犿犻狀１，
犱（狓）

狀
２犱（狔）

狀
２

狓－狔｛ ｝狀 狀＜２

烅

烄

烆
犿

（４）

　 　 对 于 一 般 的 区 域 Ω  瓗
狀，不 知 道

犌（－Δ）
犿，Ω 是否仍然适用这个估计式，这个问题在

文献［１］中有所阐述．为了避免太多的技术问题，这

里只讨论双调和的情形．下述估计适用于任何有界

区域Ω瓗
狀，其中，Ω∈犆４

，γ．

犌Δ２，Ω（狓，狔）

　

狓－狔
４－狀犿犻狀１，

犱（狓）２犱（狔）
２

狓－狔｛ ｝４ 狀＞４

犾狀１＋
犱（狓）２犱（狔）

２

狓－狔（ ）４ 狀＝４

犱（狓）２－
狀
２犱（狔）

２－
狀
２·

　犿犻狀１，
犱（狓）

狀
２犱（狔）

狀
２

狓－狔｛ ｝狀 狀＜

烅

烄

烆
４

（５）

４４４
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３　主要结果

定理１　在犿＝２，犳＝ 狓 β，Ω＝犅情形下，重

调和方程边值问题（１），即双调和方程边值问题

（－Δ）２狌＝ 狓 β 狓∈犅

犇α狌 犅＝０ α ≤
烅
烄

烆 １
（６）

在β≥０及－狀＜β＜０情形下奇点可去，在β≤－狀

情形下奇点不可去．

证明　考虑四阶情形下，双调和方程边值问题

（－Δ）２狌＝ 狓 β 狓∈犅

犇α狌 犅＝０ α ≤
烅
烄

烆 １

也就是在重调和方程边值问题（１）中令 犿＝２，犳＝

狓 β，Ω＝犅所得到的问题，那么，从上述预备知识

可得，此情形下单位球上的格林函数的估计式可表

示为

犌Δ２，犅（狓，狔）

　

狓－狔
４－狀犿犻狀１，

犱（狓）２犱（狔）
２

狓－狔｛ ｝４ 狀＞４

犾狀１＋
犱（狓）２犱（狔）

２

狓－狔（ ）４ 狀＝４

犱（狓）２－
狀
２犱（狔）

２－
狀
２·

　犿犻狀１，
犱（狓）

狀
２犱（狔）

狀
２

狓－狔｛ ｝狀 狀＜

烅

烄

烆
４

（７）

而且解的表达式可写为

　狌（狓）＝∫犅犌（－Δ）
２，犅（狓，狔）狔 β犱狔　狓∈犅 （８）

　　为了方便解决问题，使分析过程更有条理，将β

在整个实数域上分为β≥０，－狀＜β＜０，β≤－狀这

３段来讨论．

３．１　β≥０

将狀分为３种情形 （狀＞４，狀＝４，狀＜４）分别

来讨论．

犪．考虑狀＞４的情形．

　狌（狓）∫犅 狓－狔
４－狀·

　　犿犻狀１，
犱（狓）２犱（狔）

２

狓－狔｛ ｝４ 狔
β犱狔　狓∈犅 （９）

　　由犿犻狀１，
犱（狓）２犱（狔）

２

狓－狔｛ ｝４ ≤１可得

　狌（狓）∫犅 狓－狔
４－狀

狔
β犱狔　狓∈犅 （１０）

　　由式（１０），积分∫犅 狓－狔
４－狀

狔
β犱狔在单位

球上是收敛的，因此

∫犅 狓－狔
４－狀犿犻狀１，

犱（狓）２犱（狔）
２

狓－狔｛ ｝４ ·

狔
β犱狔＜ !

，　狌（狓）＜ !

从而这种情形下奇点可去．

犫．考虑狀＝４的情形．

狌（狓）∫犅犾狀１＋
犱（狓）２犱（狔）

２

狓－狔（ ）４ 狔
β犱狔，

狓∈犅 （１１）

　　已知积分∫犅
狔
β

狓－狔
３犱狔是收敛的，而且有

犾犻犿
狔→狓

犾狀１＋
犱（狓）２犱（狔）

２

狓－狔（ ）４ 狔
β

狔
β

狓－狔
３

＝０

那么，积分∫犅犾狀１＋
犱（狓）２犱（狔）

２

狓－狔（ ）４ 狔
β犱狔是收

敛的，从而积分

∫犅犾狀１＋
犱（狓）２犱（狔）

２

狓－狔（ ）４ 狔
β犱狔＜ !

，狌（狓）＜ !

这种情形下奇点也是可去的．

犮．考虑狀＜４的情形．

狌（狓）∫犅犱（狓）
２－
狀
２犱（狔）

２－
狀
２·

犿犻狀１，
犱（狓）

狀
２犱（狔）

狀
２

狓－狔｛ ｝狀 狔
β犱狔，

　　　　狓∈犅 （１２）

　　因为犿犻狀 １，
犱（狓）

狀
２犱（狔）

狀
２

狓－狔｛ ｝狀 ≤１，所以

狌（狓）∫犅犱（狓）
２－
狀
２犱（狔）

２－
狀
２ 狔

β犱狔，

狓∈犅 （１３）

　　明显地，积分∫犅犱（狓）
２－

狀
２犱（狔）

２－
狀
２ 狔

β犱狔 在

单位球上没有奇点，因此，

∫犅犱（狓）
２－
狀
２犱（狔）

２－
狀
２·

犿犻狀１，
犱（狓）

狀
２犱（狔）

狀
２

狓－狔｛ ｝狀 狔
β犱狔

有界，奇点可去．

３．２　－狀＜β＜０

将单位球分为两部分犅ε 和犅＼犅ε 来考虑．犅ε

表示以原点为心的小邻域，犅＼犅ε 表示单位球其余

部分．

同样地，分为狀＞４，狀＝４，狀＜４这３种情形来

讨论．

犪．考虑狀＞４的情形．

由式（９）和式（１０）可得

５４４
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狌（狓）∫犅 狓－狔
４－狀犿犻狀１，

犱（狓）２犱（狔）
２

狓－狔｛ ｝４ ·

狔
β犱狔＝∫犅 狓－狔

４－狀
狔

β犱狔＝

∫犅
１

狓－狔
狀－４
狔

－β犱狔＝

∫犅＼犅ε
１

狓－狔
狀－４
狔

－β犱狔＋

∫犅ε
１

狓－狔
狀－４
狔

－β犱狔 （１４）

　　对于∫犅＼犅ε
１

狓－狔
狀－４
狔

－β犱狔，０不是奇点；

对于∫犅＼犅ε
１

狓－狔
狀－４犱狔，狓是一个奇点．明显地，狀

－４＜狀，所以，∫犅＼犅ε
１

狓－狔
狀－４犱狔是收敛的，从而

∫犅＼犅ε
１

狓－狔
狀－４
狔

－β 犱狔 是收敛的，对于积分

∫犅ε
１

狓－狔
狀－４
狔

－β 犱狔，狓 不 是 奇 点； 对 于

∫犅ε
１

狔
－β犱狔，０是奇点．积分∫犅ε

１

狔
－β 犱狔 当

－β＜狀，即β＞－狀时收敛，因此，当－狀＜β＜

０时，∫犅ε
１

狓－狔
狀－４
狔

－β 犱狔 收 敛， 从 而

∫犅＼犅ε
１

狓－狔
狀－４
狔

－β犱狔＋∫犅ε
１

狓－狔
狀－４
狔

－β犱狔

＜ !

，狌（狓）＜ !

奇点可去．

犫．考虑狀＝４的情形．

由式（１１）可得

狌（狓）∫犅犾狀１＋
犱（狓）２犱（狔）

２

狓－狔（ ）４ 狔
β犱狔＝

∫犅
犾狀１＋

犱（狓）２犱（狔）
２

狓－狔（ ）４

狔
－β 犱狔＝

∫犅＼犅ε
犾狀１＋

犱（狓）２犱（狔）
２

狓－狔（ ）４

狔
－β 犱狔＋

∫犅ε
犾狀１＋

犱（狓）２犱（狔）
２

狓－狔（ ）４

狔
－β 犱狔 （１５）

　　对于积分∫犅＼犅ε
犾狀１＋

犱（狓）２犱（狔）
２

狓－狔（ ）４

狔
－β 犱狔，０

不是奇点，已知犾犻犿
狔→狓

犾狀１＋
犱（狓）２犱（狔）

２

狓－狔（ ）４

狔
－β

１
狓－狔

３
狔

－β

＝０，且

对积分∫犅＼犅ε
１

狓－狔
３
狔

－β犱狔，０不是奇点，很明

显它收敛，从而∫犅＼犅ε
犾狀１＋

犱（狓）２犱（狔）
２

狓－狔（ ）４

狔
－β 犱狔是

收敛的，对于积分∫犅ε
犾狀１＋

犱（狓）２犱（狔）
２

狓－狔（ ）４

狔
－β 犱狔，狓

不是奇点，因此，积分∫犅ε
犾狀１＋

犱（狓）２犱（狔）
２

狓－狔（ ）４

狔
－β 犱狔

是收敛的，因此，这两个积分的和

∫犅＼犅ε
犾狀１＋

犱（狓）２犱（狔）
２

狓－狔（ ）４

狔
－β 犱狔＋

　　∫犅ε
犾狀１＋

犱（狓）２犱（狔）
２

狓－狔（ ）４

狔
－β 犱狔＜ !

，狌（狓）＜ !

从而奇点可去．

犮．考虑狀＜４的情形．

由式（１２）和式（１３）可得

狌（狓）∫犅犱（狓）
２－
狀
２犱（狔）

２－
狀
２·

犿犻狀１，
犱（狓）

狀
２犱（狔）

狀
２

狓－狔｛ ｝狀 狔
β犱狔＝

∫犅犱（狓）
２－
狀
２犱（狔）

２－
狀
２ 狔

β犱狔＝

∫犅
犱（狓）２－

狀
２犱（狔）

２－
狀
２

狔
－β 犱狔 （１６）

　　对积分∫犅
犱（狓）２－

狀
２犱（狔）

２－
狀
２

狔
－β 犱狔，当－β＜狀，即

β＞－狀时，它是收敛的，因此，当－狀＜β＜０时，

有∫犅犱（狓）
２－
狀
２犱（狔）

２－
狀
２ 狔

β犱狔＜ !

，狌（狓）＜ !

，从

而奇点可去．

３．３　β≤－狀

当β≤－狀时，狌（狓）＝∫犅犌（－Δ）２，犅（狓，狔）狔
β犱狔

是发散的．

由式（４），令犿＝２，Ω＝犅，得到

犌Δ２，犅（狓，狔）

　

狓－狔
４－狀犿犻狀１，

犱（狓）２犱（狔）
２

狓－狔｛ ｝４ 狀＞４

犾狀１＋
犱（狓）２犱（狔）

２

狓－狔（ ）４ 狀＝４

犱（狓）２－
狀
２犱（狔）

２－
狀
２·

　犿犻狀１，
犱（狓）

狀
２犱（狔）

狀
２

狓－狔｛ ｝狀 狀＜

烅

烄

烆
４

（１７）

　　犪．考虑狀＞４，β≤－狀，即狀＞４，－β≥狀的

情形．

６４４
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由式（８）可得

狌（狓）∫犅 狓－狔
４－狀犿犻狀１，

犱（狓）２犱（狔）
２

狓－狔｛ ｝４ ·

狔
β犱狔 （１８）

　　当１＜
犱（狓）２犱（狔）

２

狓－狔
４
时，有

狌（狓）＝∫犅犌（－Δ）
２，犅（狓，狔）狔 β犱狔

∫犅 狓－狔
４－狀犿犻狀１，

犱（狓）２犱（狔）
２

狓－狔｛ ｝４ ·

狔
β犱狔＝∫犅 狓－狔

４－狀
狔

β犱狔＝

∫犅
１

狓－狔
狀－４
狔

－β犱狔 （１９）

　　而当
犱（狓）２犱（狔）

２

狓－狔
４ ＜１时，有

狌（狓）＝∫犅犌（－Δ）
２，犅（狓，狔）狔 β犱狔

∫犅 狓－狔
４－狀犿犻狀１，

犱（狓）２犱（狔）
２

狓－狔｛ ｝４ 狔
β犱狔＝

∫犅 狓－狔
４－狀犱（狓）

２犱（狔）
２

狓－狔
４ 狔

β犱狔＝

∫犅
犱（狓）２犱（狔）

２

狓－狔
狀
狔

－β犱狔 （２０）

　　因为，积分∫犅
１

狓－狔
狀－４
狔

－β犱狔 和积分

∫犅
犱（狓）２犱（狔）

２

狓－狔
狀
狔

－β犱狔当－β≥狀时都是发散的，

所以，在狀＞４，β≤－狀情形下，∫犅犌（－Δ）
２，犅（狓，狔）·

狔
β犱狔发散，从而狌（狓）→ !．

犫．考虑狀＝４，－β≥狀的情形，

积分∫犅
犾狀１＋

犱（狓）２犱（狔）
２

狓－狔（ ）４

狔
－β 犱狔是发散的，

从解的积分表达式 狌（狓）＝∫犅犌（－Δ）
２，犅（狓，狔）

狔
β犱狔，狓∈犅，可以得到

狌（狓）∫犅犾狀１＋
犱（狓）２犱（狔）

２

狓－狔（ ）４ 狔
β犱狔＝

∫犅
犾狀１＋

犱（狓）２犱（狔）
２

狓－狔（ ）４

狔
－β 犱狔 （２１）

因此，∫犅犌（－Δ）
２，犅（狓，狔） 狔 β犱狔 是发散的，而且

狌（狓）→ !．

犮．考虑狀＜４，－β≥狀的情形．

由式（８）可得

狌（狓）∫犅犱（狓）
２－
狀
２犱（狔）

２－
狀
２·　　　　　

犿犻狀１，
犱（狓）

狀
２犱（狔）

狀
２

狓－狔｛ ｝狀 狔
β犱狔 （２２）

　　则当１＜
犱（狓）

狀
２犱（狔）

狀
２

狓－狔
狀
时，有

狌（狓）＝∫犅犌（－Δ）
２，犅（狓，狔）狔 β犱狔

∫犅犱（狓）
２－
狀
２犱（狔）

２－
狀
２·

犿犻狀１，
犱（狓）

狀
２犱（狔）

狀
２

狓－狔｛ ｝狀 狔
β犱狔＝

∫犅犱（狓）
２－
狀
２犱（狔）

２－
狀
２ 狔

β犱狔＝

∫犅
犱（狓）２－

狀
２犱（狔）

２－
狀
２

狔
－β 犱狔 （２３）

　　而当
犱（狓）

狀
２犱（狔）

狀
２

狓－狔
狀 ＜１时，有

狌（狓）＝∫犅犌（－Δ）
２，犅（狓，狔）狔 β犱狔

∫犅犱（狓）
２－
狀
２犱（狔）

２－
狀
２·

犿犻狀１，
犱（狓）

狀
２犱（狔）

狀
２

狓－狔｛ ｝狀 狔
β犱狔＝

∫犅
犱（狓）２犱（狔）

２

狓－狔
狀 狔

β犱狔＝

∫犅
犱（狓）２犱（狔）

２

狔
－β 犱狔 （２４）

　　因为，积分∫犅
犱（狓）２－

狀
２犱（狔）

２－
狀
２

狔
－β 犱狔 和积分

∫犅
犱（狓）２犱（狔）

２

狔
－β 犱狔当－β≥狀时都发散，所以，在

狀＜４，β≤－狀情形下，∫犅犌（－Δ）
２，犅（狓，狔）狔 β犱狔

发散，而且狌（狓）→ !．

４　结论及推广

从定理的证明过程来看，以上讨论了当犿 ＝２，

犳＝ 狓 β，Ω＝犅时，重调和方程边值问题（１）的解

的积分表达式 狌（狓）＝∫犅犌（－Δ）２，犅（狓，狔）狔
β犱狔，

狓∈犅的收敛性，由此判断出奇点的可去性，将该问题

分为β≥０，－狀＜β＜０，β≤－狀这３种情形来讨论，

对于情形β≥０和－狀＜β＜０，每种情况都得到

狌（狓）＝∫犅犌（－Δ）２，犅（狓，狔）狔
β犱狔＜!

，狓∈犅，但是，

对β≤－狀，则有狌（狓）＝∫犅犌（－Δ）
２，犅（狓，狔）狔 β犱狔＞

!

，狓∈犅．综上所述，在犿 ＝２，犳＝ 狓 β，Ω＝犅

７４４
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情形下，当β≥０或－狀＜β＜０时，重调和方程边

值问题（１）的解的奇点可去，当β≤－狀时，解的奇

点不可去．

本文仅考虑了当 犿＝２，犳＝ 狓 β，Ω＝犅时，

重调和方程边值问题（１）的解的奇点可去性．实际

上，可以将重数、函数形式和积分区域这３个变量选

择其中１个推广到更一般的形式，例如，可以推广到

下列形式：

犿＝２，犳＝犳（狓，狌， 狌），Ω＝犅；或 犿＝３，４，

…，犳＝ 狓 β，Ω＝犅；或 犿＝２，犳＝ 狓 β，Ω 为瓗狀

上的有界区域．

甚至还可以选择其中２个或３个都进行推广，

除了需要更多技术及复杂的分析过程之外，思想和

方法上都有共通之处．
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