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带非线性边界的狆犔犪狆犾犪犮犻犪狀问题的多重解

刘向平，　章国庆
（上海理工大学 理学院，上海　２０００９３）

摘要：研究了外域空间上一类带非线性边界的狆犔犪狆犾犪犮犻犪狀问题多重解的存在性．利用极值原理和

山路引理，证明了带非线性边界的狆犔犪狆犾犪犮犻犪狀问题至少存在２个非平凡解．
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１　问题的提出

几何学中的一些问题都与带非线性边界的狆

犔犪狆犾犪犮犻犪狀方程相关，如微分几何中的标量曲率问题

和犢犪犿犪犫犲问题
［１－２］可导出类似的如下带非线性边

界条件的狆犔犪狆犾犪犮犻犪狀问题

－犱犻狏（犪（狓） 狌 狆－２ 狌）

　　＝λ犿（狓）狌 狆－２狌，　狓∈Ω

犪（狓） 狌 狆－２狌
狀
＋犫（狓）狌 狆－２狌

　　＝犵（狓，狌），　狓∈

烍

烌

烎Ω

（１）

式中，Ω为犚犖 上的光滑外域；１＜狆＜犖；０＜犪０≤

犪（狓）∈犔
!（Ω）∩犆δ（Ω）；犫（狓）为连续函数，且满足

犮
（１＋｜狓｜）狆－１

≤犫（狓）≤
犆

（１＋｜狓｜）狆－１
，０＜犮≤犆；

犵（狓，狌）＝犵１（狓，狌）＋犵２（狓，狌），犵１（狓，狌）＝

犳（狓）狌 α－１狌，犵２（狓，狌）＝犺（狓）狌 β－１狌；０≤

α＜狆－１＜β＜狆
－１，狆＝

（犖－１）狆
犖－狆

．

１９９２年，犢狌
［３］研究了在外域上带犇犻狉犻犮犺犾犲狋边界

的狆犔犪狆犾犪犮犻犪狀问题．分别对超线性、次线性、超线性

加次线性这３种情况进行了讨论，得到了非平凡解的

存在性和正则性．２００１年，犕狅狀狋犲犳狌狊犮狅和犚犪犱狌犾犲狊犮狌
［４］

利用山路引理证明了在无界区域上的带非线性边界

的狆犔犪狆犾犪犮犻犪狀问题至少存在１个非平凡解．２００８
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年，犉犻犾犻狆狆狌犮犮犻和犘狌犮犮犻
［５］证明了外域上带非线性边

界的狆犔犪狆犾犪犮犻犪狀问题至少存在１个非平凡解，并给

出了解的正则性．但对于此类问题多重解的研究并

不多见，本文利用山路引理和在局部区域找极小值

点的方法，证明了问题（１）至少有２个非平凡解，得

到了多重解的存在性．

２　预备知识

定义犆
!

δ（Ω）为在Ω上犆
!

０（犚）函数全体所构成

的空间，加权犛狅犫狅犾犲狏空间犈为犆!

δ（Ω）在范数

狌 犈＝∫Ω 狌 狆犱狓＋∫Ω
１

１＋（ ）狓 狆 狌
狆犱（ ）σ

１／狆

下的完备化空间，加权犔犲犫犲狊犵狌犲空间犔狆（Ω，ω１），

犔α＋１（Ω，ω２）和犔β＋１（Ω，ω３）分别对应如下相应

的范数：

狌 狆
狆，ω１ ＝∫Ωω１ 狌（狓）

狆犱狓

狌 α＋１
α＋１，ω２ ＝∫Ωω２ 狌（狓）

α＋１

犱狓

狌 β＋１
β＋１，ω３ ＝∫Ωω３ 狌（狓）

β＋１

犱狓

式中，ω犻＝
１

（１＋ 狓 ）α犻
，犻＝１，２，３；狆＜α１＜犖；

（α＋１）
犖－狆
狆

－犖＋１＜α２＜犖；（β＋１）
犖－狆
狆

－

犖＋１＜α３＜犖．
由文献［６］中的定理２和推论６可得，犈紧嵌入

到犔狆（Ω，ω１），犔α＋１（Ω，ω２），犔β＋１（Ω，ω３）．
引理１

［７］
　范数

狌 狆
犫 ＝∫Ω犪（狓） 狌 狆犱狓＋∫Ω犫（狓）狌

狆犱σ

定义了加权犛狅犫狅犾犲狏空间犈的一个等价范数．
假设：

犪．犿（狓），犳（狓）和犺（狓）是非平凡可测函数且满足

０≤犿（狓）≤
犮０

（１＋狓 ）α１
，０≤犳（狓）≤

犮１
（１＋狓 ）α２

，

０≤犺（狓）≤
犮２

（１＋ 狓 ）α３
，犮０，犮１，犮２＞０

　　犫．犳（狓）∈犔
!（Ω）∩犔狆０（Ω），犺（狓）∈

犔
!（Ω）∩犔狇０（Ω），其中

狆０＝
（犖－１）狆

（犖－１）狆－（α＋１）（狀－狆）

狇０＝
（犖－１）狆

（犖－１）狆－（β＋１）（狀－狆）

　　犮．存在一个μ∈（０，α＋１］使得对于任意的狓∈

Ω和狋∈犚，有

μ犌１（狓，狋）≤狋犵１（狓，狋）

其中，犌１（狓，狋）＝∫
狋

０
犵１（狓，狊）犱狊

记

λ
～

＝ 犻狀犳
狌∈犈，狌≠０

∫Ω犪（狓） 狌 狆犱狓＋∫Ω犫（狓）狌
狆犱σ

∫Ω犿（狓）狌
狆犱

烄

烆

烌

烎
狓

则对于任意的狏∈犈 和λ＜λ
～

，存在一个犆０＞０，

使得

狏 狆
犫－λ∫Ω

犿（狓）狏 狆犱狓≥犆０ 狏
狆
犫

　　本文的主要结论如下：

定理１　假设条件犪—犮都成立，λ＜λ
～

，且

狆
犆０
犃狆 犳

β＋１－狆
β－α
狆０

犺
狆－α－１
β－α
狇０

［

·

１
α＋１

（β＋１）（狆－α－１）
（α＋１）（β＋１－狆（ ））

α＋１－狆
β－α

＋

１
β＋１

（β＋１）（狆－α－１）
（α＋１）（β＋１－狆（ ））

β＋１－狆
β－ ］α

＜１

其中

犳 狆０ ＝∫Ω 犳
狆０ｄ（ ）σ

１
狆０

犺 狇０ ＝∫Ω 犺
狇０ｄ（ ）σ

１
狇０，狌 狆

 ≤犃狌 ｂ

则问题（１）至少存在２个非平凡解．

３　主要定理的证明

利用山路引理和在局部区域找极小值点的方法

证明定理１．

证明　定义对应于问题（１）的能量泛函：犑∶犈→犚

　　犑（狌）＝
１

狆
狌 狆

犫－
λ
狆∫Ω犿（狓）狌

狆犱狓－

　　　　　∫Ω犌１（狓，狌）犱σ－∫Ω犌２（狓，狌）犱σ＝

　　　　　
１

狆
狌 狆

犫－
λ
狆∫Ω犿（狓）狌

狆犱狓－

　　　　　
１
α＋１∫Ω犳（狓）狌

α＋１犱σ－

　　　　　
１
β＋１∫Ω犺（狓）狌

β＋１犱σ

　　首先，证明犑（狌）在犈上犉狉犲犮犺犲狋可微．记

犉（狌）＝
１

狆
狌 狆

犫
，犉犿（狌）＝

１

狆∫Ω犿（狓）狌
狆犱狓

犉犳（狌）＝
１
α＋１∫Ω犳（狓）狌

α＋１犱σ，犉犺（狌）＝

　　　　
１
β＋１∫Ω犺（狓）狌

β＋１

犱σ

从而可得，对于任意的狏∈犈，

〈犑′（狌），狏〉＝〈犉′（狌），狏〉－λ〈犉′犿（狌），狏〉－
〈犉′犳（狌），狏〉－〈犉′犺（狌），狏〉

　　利用文献［４］中的引理２和引理３，可得

犉′犿，犉′犳和犉′犺 的紧性

０５４
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且存在 狌｛ ｝狀
!

狀＝１犈为（犘犛）序列，即对于任意的狀

∈犖
＋，

犑（狌狀）≤犆，且当狀→ !

时，犑′（狌狀）犈 →０ （２）

　　其次，证明（犘犛）序列 狌｛ ｝狀 的有界性．由式（２）

可得，对于充分大的狀，有

〈犑′（狌狀），狌狀〉≤μ狌狀 犫

从而可知

犆＋ 狌狀 犫≥犑（狌狀）－
１

μ
〈犑′（狌狀），狌狀〉＝

１

狆
－
１（ ）
μ
（狌狀

狆

犫－λ∫Ω
犿（狓）狌狀 狆犱狓）＋

１

μ∫Ω犵１
（狓，狌狀）狌狀犱σ－∫Ω犌１（狓，狌狀）犱（ ）σ ＋

１

μ
－
１
β＋（ ）１∫Ω犺（狓）狌狀 β＋１犱σ≥

１

狆
－
１（ ）
μ
犆０ 狌狀

狆

犫

因此，可得序列 狌｛ ｝狀 是有界的．

然后，证明犑（狌）满足（犘犛）条件．利用２个重要

不等式，见文献［８］中的引理４．１０，取ξ，ζ∈犚

ξ－ζ 狆
≤犆１（ξ 狆－２ξ－ ζ 狆－２ζ）（ξ－ζ），

　　　　　　　　　　　狆≥２

ξ－ζ
２
≤犆１（ξ 狆－２ξ－ ζ 狆－２ζ）（ξ－ζ）·

　　（ξ ＋ ζ ），　１＜狆＜

烅

烄

烆 ２

因此，当狆≥２时，有

狌犿 －狌犽
狆
犫 ＝∫Ω犪（狓） 狌犿 － 狌犽 狆犱狓＋

　　　∫Ω犫（狓）狌犿 －狌犽
狆犱σ≤

　　　犆１（〈犐′（狌犿），狌犿 －狌犽〉－

　　　〈犐′（狌犽），狌犿 －狌犽〉）≤

　　　犆１（犉′（狌犿）犈 ＋ 犉′（狌犽）犈 ＋

　　　 λ 犉′犿（狌犿）－犉′犿（狌犽）犈 ＋

　　　′犉犳（狌犿）－犉′犳（狌犽）犈 ＋′犉犺（狌犿）－

　　　犉′犺（狌犽）犈）（狌犿 －狌犿 犫）

　　当１＜狆＜２时，由文献［５］中的引理３可得

狌犿 －狌犽
２
犫≤犆′ 〈犉′（狌犿），狌犿 －狌犽〉－

　　　〈犉′（狌犽），狌犿－狌犽〉

　　利用犉′犿，犉′犳，犉′犺 的紧性和犑′（狌狀）→０，显然

可得 狌｛ ｝狀 存在１个柯西序列．则犑（狌）满足（犘犛）

条件．

最后，证明问题（１）存在２个非平凡解．先验证

犑满足山路引理的２个几何条件：

犪．取φ∈犆
!

δ（Ω）和狋∈犚
＋，有

犑（狋φ）＝
１

狆
狋狆 φ 狆

犫－
λ狋狆

狆∫Ω犿（狓）φ
狆犱狓－

狋α＋１

α＋１
·

　∫Ω犳（狓）φ
α＋１犱σ－

狋β＋１

β＋１∫Ω犺（狓）φ
β＋１犱σ （３）

　　显然，当狋充分大时，犑（狋φ）＜０．

犫．假定存在一个狉＞０，使得对于所有的狌∈

犅狉（０），有犑（狌）＞０．事实上

犑（狌） 狌 犫＝狉≥
犆０
狆
狌 狆

犫－
１
α＋１

犃α＋１ 犳 狆０
·

狌 α＋１
犫 －

１
β＋１

犃β＋１ 犺 狇０ 狌
β＋１
犫 ＝

犆０
狆
狉 （狆 １－ 狆

犆０（α＋１）
犃α＋１ 犳 狆０狉

α＋１－狆－

狆
犆０（β＋１）

犃β＋１ 犺 狇０狉
β＋１－ ）狆 ∶＝犆０狆狉狆犌（狉）

显然，犌（狉）在

狉０＝
１
犃

（β＋１）（狆－α－１）犳 狆０

（α＋１）（β＋１－狆）犺 狇
［ ］

０

１
β－α

处取 得 极 大 值，且 犌 （狉０）＞０，从 而 可 得

犑（狌）｜ 狌 犫＝狉＞０，故假设成立．
因此，可得山路引理的所有条件满足，则犑（·）

存在临界点，且为狌１，则犑（狌１）＞０．又由式（３）可

知，当狋＞０充分小时，犑（狋φ）＜０，因此，犑（·）可以

在某些点处取得局部极小值，记为狌２，狌２∈犅狉（０）∩

Ω，即犑（狌２）＝ 犻狀犳
狏∈犅狉

（０）∩Ω
犑（狏）＜０．

综上所述，问题（１）至少存在２个非平凡解．
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