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色散项系数为负的犕犓犱犞犅狌狉犵犲狉狊
方程的有界行波解

裴胜兵１，　张卫国１，　李　想２
（１．上海理工大学 理学院，上海　２０００９３；２．上海理工大学 管理学院，上海　２０００９３）

摘要：利用平面动力系统理论、假设待定法和齐次化原理研究了色散项系数为负的犕犓犱犞犅狌狉犵犲狉狊

方程的有界行波解，得到了方程行波解所对应的平面动力系统在不同参数条件下的全局相图以及

有界行波解存在的条件和个数．讨论了该方程有界行波解的波形与耗散系数之间的关系，给出了表

征耗散作用大小的临界值，该临界值与犅犻犽犫犪犲狏在文献中提出的临界值是不相同的．求出了该方程

的钟状和扭状孤波解，进一步根据衰减振荡解对应的解轨线在相图中的演化关系，求得了该方程的

衰减振荡解的近似解．给出了所求衰减振荡近似解与精确解的误差估计，其误差是以指数形式速降

的无穷小量．最后，证明了所求衰减振荡解的近似解关于对接点的稳定性．

关键词：犕犓犱犞犅狌狉犵犲狉狊方程；定性分析；衰减振荡解；误差估计；稳定性
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１　问题的提出

犕犓犱犞方程
［１－４］

狌狋＋６狌
２狌狓＋狌狓狓狓 ＝０ （１）

可作为描述非谐晶格中声波的一个模型方程，也可

用来研究非线性光学中光波的波动和尘埃等离子体

中的尘埃孤波问题．许多学者对方程（１）进行了研

究．文献［５－１１］研究了方程（１）解的存在性和唯一

性，文献［１２－１４］研究了方程（１）的反散射解，文献

［１５］研究了方程（１）的犔犪狓对，文献［１６－１８］分别用

格子犅狅犾狋狕犿犪狀狀方法、拟小波方法、修正的犑犪犮狅犫犻椭

圆函数展开法求得了方程（１）的部分孤波解．

色散项系数的正负表征着色散的类型，正的说

明色散是扩张型的，负的说明色散是内敛型的，在现

实中都较为常见［１９］．同时，由于实际问题中耗散是

不可避免的，一些作者考虑了较方程（１）更有实际意

义的犕犓犱犞犅狌狉犵犲狉狊方程

狌狋＋６狌
２狌狓＋γ狌狓狓狓 ＝υ狌狓狓，　υ≥０ （２）

式中，γ为色散系数；υ为耗散系数．

对于方程（２），文献［２０］利用推广的狋犪狀犺函数

展开法得到了３个精确行波解，其中，包含１个有界

的扭状孤波解．文献［２１］用变异参数法得到了更广

泛的行波解，而且还得到了一些无界周期行波解．

犅犻犽犫犪犲狏在文献［２２］中利用吸引子解释了方程（２）

的冲击波问题，研究了方程（２）的行波解在狋→＋∞

时的渐近性质，求出了使冲击波解取单调形状或振荡

形状的耗散系数υ的临界值υ０＝２ γ（６狌２－－犞槡 ）

（其中，狌－表示方程的行波解在自变量趋于负无穷

时的渐近值，犞表示行波的波速），并强调这个临界

值不依赖于γ的符号．对于方程（２）振荡解的求解

问题，文献［２２］特别指出，它是一个没被解决的开问

题．文献［２３］研究了γ，υ→０，而比例系数
γ
υ
２
保持

为一个常数时，方程（２）的行波解趋于满足数量守恒

定律狌狋＋ 狌（ ）３ 狓＝０的冲击波的问题，该文中指

出：当γ＞０时，方程（２）的相容性冲击波解

（文献［２３］中将方程（２）在γ，υ→０，而比例系数
γ
υ
２

保持为一个常数时其极限满足数量守恒定律狌狋＋

狌（ ）３ 狓＝０的冲击波解称为相容性冲击波解）都是

满足犔犪狓熵条件的，而在γ＜０时，存在不满足犔犪狓

熵条件的相容性冲击波解；当γ＞０时，黎曼问题的

解都是与古典解吻合的，而在γ＜０时，存在一系列

初值使得解与古典解不吻合．文献［２３］意味着对于

方程（２）在γ＜０情形下的研究似乎是比在γ＞０情

形下的研究更有意义．

本文着重研究γ＜０情形下的犕犓犱犞犅狌狉犵犲狉狊方

程（２）的有界行波解，应用平面动力系统的理论和方

法研究方程（２）的有界行波解存在的条件、存在的个

数，讨论耗散作用的大小（即υ的大小）对行波解波形

的影响，更重要的是针对文献［２２］中所述的开问题给

出方程（２）振荡解的近似解及其误差估计，还给出了

这种近似解的稳定性．以下讨论中始终假定γ＜０．

２　方程（２）有界行波解的定性分析

假设方程（２）有行波解狌 狓，（ ）狋 ＝狌（）ξ ＝

狌 狓－（ ）犞狋 ，与文献［２４］类似，可知狌（）ξ 满足

　狌″（）ξ ＋υ
—

狌′（）ξ ＋犫
—

狌３（）ξ ＋狆狌（）ξ ＋（ ）狇 ＝０（３）

其中

υ
—

＝－
υ
γ
，犫
—

＝
２
γ
，狆＝－

犞
２
，狇＝－

犵
２

（４）

式中，犵为积分常数．

进一步，令狓＝狌（）ξ 和狔＝狌′（）ξ ，可以得到

等价于方程（３）的平面动力系统

　

犱狓
犱ξ
＝狔≡犘 狓，（ ）狔

犱狔
犱ξ
＝－υ

—

狔－犫
—

狓３＋狆狓＋（ ）狇 ≡犙 狓，（ ）
烍

烌

烎
狔

（５）

　　在 狓，（ ）狔 平面上，方程犳（ ）狓 ＝狓３＋狆狓＋狇＝０

６０２
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实根的个数决定了系统（５）有限远奇点的个数．设

Δ＝
狇（ ）２

２

＋
狆（ ）３

３

＝
２７犵

２－２犞３

４３２
，由于方程犳（ ）狓 ＝

０根的数量性质和Δ的关系与文献［２４］中指出的一

致，不再赘述．

由于在Δ＞０情形下，系统（５）只含有１个有限

远奇点，相应的方程（３）不具有有界行波解，所以，以

下始终假定犞＞０和Δ≤０．另外，为了不致于叙述

重复，始终假定积分常数犵≥０，对犵＜０情况可类似

讨论，并且结论相同或类似．

在上述假定下，系统（５）有３个有限远奇点

犘犻 狓犻，（ ）０ 犻＝１，２，（ ）３ ，狓犻 犻＝１，２，（ ）３ 是犳（ ）狓 ＝０

的根，可设狓１≤狓２≤狓３，则有

狓１＋狓２＋狓３＝０，狓１狓２＋狓１狓３＋狓２狓３＝狆，

狓１狓２狓３＝－狇 （６）

　　另外，系统（５）在有限远奇点犘犻（狓犻，０）（犻＝１，

２，３）处的雅可比矩阵为

犑狓犻，（ ）０＝
０ １

－犫
—

犳′狓（ ）犻 －υ

烄

烆

烌

烎
— ，犻＝１，２，３（７）

则雅可比行列式有

犱犲狋犑狓犻，（ ）（ ）０ ＝犫
—

犳′狓（ ）犻 ＝犫
—

３狓２犻＋（ ）狆 （８）

　　利用平面动力系统的理论
［２５－２６］对系统（５）进行

定性分析，并画出全局相图．

２．１　υ＝０的情况

由平面动力系统理论［２５－２６］可知，若犱犲狋（犑（狓犻，

０））＞０，则犘犻（狓犻，０）为中心；若犱犲狋（犑（狓犻，０））＜０，

则犘犻（狓犻，０）为鞍点；若犱犲狋（犑（狓犻，０））＝０且

犘犻（狓犻，０）的犘狅犻狀犮犪狉é指数等于０，则犘犻（狓犻，０）是尖

点．综合这些结论和式（６）来分析系统（５）的有限远

奇点，可得如下结论：

犪．在狇＝０即犵＝０的情况．

此时有Δ＜０，故系统（５）有３个不相同的有限

远奇点犘犻（狓犻，０）（犻＝１，２，３），其中狓１＝－狓３＝

－ －槡 狆，狓２＝０．犘１和犘３为鞍点，犘２为中心．

犫．在狇＜０即犵＞０的情况．

（犪）当Δ＝０时，犘１（狓１，０）与犘２（狓２，０）重合，

记为犘１，２（狓１，２，０），那么，系统（５）具有２个不相同

的有限远奇点犘１，２（狓１，２，０）和犘３（狓３，０），其中，

狓１，２＜０＜狓３．犘１，２为尖点，犘３为鞍点．

（犫）当Δ＜０时，系统（５）具有３个不相同的有

限远奇点犘犻（狓犻，０）（犻＝１，２，３）．其中，狓１＜狓２＜

０＜－狓２＜－狓１＜狓３．犘１和犘３为鞍点，犘２为中心．

２．２　υ＞０的情况

这里将犘犻 狓犻，（ ）０ 处的特征方程的判别式记为

Δ犻，则

Δ犻＝υ
—
２
－４犫

—

犳′狓（ ）犻 ＝υ
—
２
－４犫

—

３狓２犻＋（ ）狆 ，

犻＝１，２，３ （９）

　　由平面动力系统理论
［２５－２６］可知，若犱犲狋（犑（狓犻，

０））＞０，Δ犻＞０，则 犘犻（狓犻，０）为稳定结点；若

犱犲狋（犑（狓犻，０））＞０，Δ犻＜０，则犘犻（狓犻，０）为稳定焦

点；若犱犲狋（犑（狓犻，０））＝０，易证此时犘犻（狓犻，０）为鞍

结点；若犱犲狋（犑（狓犻，０））＜０，则犘犻（狓犻，０）为鞍点．结

合这些结论和式（６）对系统（５）的有限远奇点作分

析，可得下述结论：

犪．在狇＝０即犵＝０的情况．

此时系统（５）有３个不同的有限远奇点

犘犻（狓犻，０）（犻＝１，２，３），其中，狓１＝－狓３＝－ －槡 狆，

狓２＝０，犘１和犘３为鞍点，犘２在Δ２＞０时为稳定结

点，在Δ２＜０时为稳定焦点．

犫．在狇＜０即犵＞０的情况．

（犪）当Δ＝０时，犘１（狓１，０）与犘２（狓２，０）重合，

记为犘１，２（狓１，２，０），且狓１，２＜０＜狓３，易证犘１，２为鞍结

点，犘３为鞍点．

（犫）当Δ＜０时，系统（５）有３个不同的有限远

奇点犘犻（狓犻，０）（犻＝１，２，３），且狓１＜狓２＜０＜－狓２＜

－狓１＜狓３．易证犘１和犘３为鞍点，犘２在Δ２＞０时为

稳定结点，在Δ２＜０时为稳定焦点．

再对系统（５）作犘狅犻狀犮犪狉é变换，分析其无穷远

奇点的类型可得，系统（５）仅在狔轴上含有２个无

穷远奇点犃犻（犻＝１，２），其中，犃１ 在狔轴的正半轴

上，犃２在狔轴的负半轴上，且犃犻（犻＝１，２）周围分

别存在１个椭圆型区域．除此之外，犘狅犻狀犮犪狉é圆盘的

圆周也为轨线．

对于平面动力系统（５），因为，
犘
狓
＋
犙
狔
＝－υ

—
，所

以，根据犅犲狀犱犻狓狊狅狀犇狌犾犪犮判别法，可得命题１成立．

命题１　当υ
—

＞０即υ＞０时，平面动力系统（５）

在 狓，（ ）狔 平面上既不具有闭轨线，也不具有含有限

个奇点的奇异闭轨线．相应地可知，当υ＞０时，方

程（２）不存在周期行波解和钟状孤波解．

根据上述分析，可做出系统（５）在不同参数条件

下的全局相图，如图１～５所示（见下页）．

犪．在υ＝０的情况下（见图１）．

犫．在υ＞０的情况下（见图２～４）．

相图中的参数λ′，λ０，λ由式（１２）给出．

由全局相图１～５，可得命题２和命题３．

　　命题２　犪．当υ＝０时，除去奇点犘犻（犻＝１，２，３）

７０２
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图１　系统（５）在狇＝０，Δ＜０；狇＜０，Δ＝０；狇＜０，Δ＜０情形下的全局相图

犉犻犵．１　犌犾狅犫犪犾狆犺犪狊犲狆狅狉狋狉犪犻狋狊狅犳狊狔狊狋犲犿（５）犻狀狋犺犲犮犪狊犲狅犳狇＝０，Δ＜０；狇＜０，Δ＝０；狇＜０，Δ＜０

图２　系统（５）在狇＝０，Δ＜０，Δ２＞０；狇＝０，Δ＜０，Δ２＜０情形下的全局相图

犉犻犵．２　犌犾狅犫犪犾狆犺犪狊犲狆狅狉狋狉犪犻狋狊狅犳狊狔狊狋犲犿（５）犻狀狋犺犲犮犪狊犲狅犳狇＝０，Δ＜０，Δ２＞０；狇＝０，Δ＜０，Δ２＜０

图３　系统（５）在狇＜０，Δ＝０情形下的全局相图

犉犻犵．３　犌犾狅犫犪犾狆犺犪狊犲狆狅狉狋狉犪犻狋狊狅犳狊狔狊狋犲犿（５）犻狀狋犺犲犮犪狊犲狅犳狇＜０，Δ＝０

图４　系统（５）在狇＜０，Δ＜０，Δ２＞０，０＜犪≤犃
—
情形下的全局相图

犉犻犵．４　犌犾狅犫犪犾狆犺犪狊犲狆狅狉狋狉犪犻狋狊狅犳狊狔狊狋犲犿（５）犻狀狋犺犲犮犪狊犲狅犳狇＜０，Δ＜０，Δ２＞０，０＜犪≤犃
—

及轨线犔 犘１，犘（ ）３ ，犔 犘３，犘（ ）１ ，犔 犘１，犘（ ）１ 和它周

围的闭轨线外，系统（５）的所有非周期轨线全部是无

界的，并且这些轨线上点的狓坐标值和狔坐标值也

全部是无界的．

犫．当υ＞０时，除去奇点犘犻 犻＝１，２，（ ）３ 及轨线

犔 犘１，犘（ ）２ ，犔 犘３，犘（ ）２ ，犔 犘３，犘１，（ ）２ ，犔 犘３，犘（ ）１ ，系

统（５）的所有非周期轨线全部是无界的，并且这些轨

线上点的狓坐标值和狔坐标值也全部是无界的．

以上命题证明类似于文献［２４］中命题２．２的

证明．

命题３　犪．在υ＝０情形．当狇＝０时，系统（５）

具有２条同宿轨犔 犘１，犘（ ）３ ，犔 犘３，犘（ ）１ ，如图１（犪）

８０２
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图５　系统（５）在狇＜０，Δ＜０，Δ２＜０，犃
—

＜犪＜１／２情形下的全局相图

犉犻犵．５　犌犾狅犫犪犾狆犺犪狊犲狆狅狉狋狉犪犻狋狊狅犳狊狔狊狋犲犿（５）犻狀狋犺犲犮犪狊犲狅犳狇＜０，Δ＜０，Δ２＜０，犃
—

＜犪＜１／２

所示；而当狇＜０时，系统（５）至多具有１条同宿轨

犔（犘１，犘１），如图１（犫）和图１（犮）所示．

犫．在υ＞０情形．当狇＝０时，系统（５）具有２条

异宿轨犔（犘犻，犘２）（犻＝１，３），如图２所示；而当狇＜

０时，系统（５）至多具有２条异宿轨犔（犘３，犘１，２）或

犔（犘１，犘２）或犔（犘３，犘２）或犔（犘３，犘１），如图３～５

所示．

由于平面动力系统的同宿轨和闭轨分别对应非

线性发展方程中的钟状孤波解和周期行波解，而异

宿轨对应振荡行波解或扭状孤波解等，故由命题２

和命题３以及全局相图１～５可得定理１．

定理１　假设波速犞与积分常数犵满足２７犵
２－

２犞３≤０，此时Δ≤０．

犪．在υ＝０情形．当狇＝０时，方程（２）具有２个

扭状孤波解，对应图１（犪）中的异宿轨犔（犘１，犘３），

犔（犘３，犘１）；当狇＜０时，方程（２）具有１个钟状孤波

解，对应图１（犮）中的同宿轨犔（犘１，犘１）．

犫．在υ＞０情形．当狇＝０时，方程（２）具有２个

有界行波解，其中，图２（犫）中异宿轨犔（犘犻，犘２）分

别对应于２ 个扭状孤波解，图 ２（犪）中异宿轨

犔（犘犻，犘２）分别对应２个振荡解（犻＝１，３）；当狇＜０

时，方程（２）至多具有２个有界行波解，其中，图３（犫）

和３（犮）中异宿轨 犔（犘３，犘１，２），图４中异宿轨

犔（犘１，犘２），图４（犫）和图５（犫）中异宿轨犔（犘３，犘１），

图４（犱）中异宿轨犔（犘３，犘２）分别对应于１个扭状孤

波解，图４（犮）中轨线犔（犘３，犘２）对应１个先减后增

的有界行波解，图５中轨线犔（犘１，犘２）和图５（犮）中

犔（犘３，犘２）对应１个振荡行波解．

３　方程（２）有界行波解的波形与耗散

系数υ之间的关系

　　讨论方程（２）有界行波解的性态与耗散系数υ

之间的关系．在假定Δ≤０下，方程犳（ ）狓 ＝０有３

个实根狓１，狓２，狓３，不妨设狓１≤狓２＜狓３，则方程（３）

可等价于

狌″（ξ）＋υ
—

狌′（ξ）＋犫
—
（狌（ξ）－狓１）·　　

（狌（ξ）－狓２）（狌（ξ）－狓３）＝０　　（１０）

　　对方程（１０）作变换犝（ξ）＝
狌（ξ）－狓１
狓３－狓１

，得

犝″（ξ）＋υ
—

犝′（ξ）＋犫
—

′犝（ξ）·　　

（１－犝（ξ））（犝（ξ）－犪）＝０　　 （１１）

其中，犪＝
狓２－狓１
狓３－狓１

，犫
—

′＝－犫
—
（狓３－狓１）２．

显然，犘′１（０，０），犘′２（犪，０）和犘′３（１，０）是方程

（１１）对应平面动力系统的奇点，其分别对应于系统

（５）的奇点犘１（狓１，０），犘２（狓２，０）和犘３（狓３，０）．由于

奇点的性质不随线性变换改变，故奇点犘′犻（犻＝１，

２，３）与奇点犘犻（犻＝１，２，３）具有相同的性质．

由定性分析和命题１可知，方程（５）在υ
—

＞０的

情形下不具有满足狌（－∞）＝狌（＋∞）的有界解，

只可能具有满足下列３种情况的有界解：

（犃）　狌（－∞）＝狓１，狌（＋∞）＝狓２
（犅）　狌（－∞）＝狓３，狌（＋∞）＝狓２
（犆）　狌（－∞）＝狓３，狌（＋∞）＝狓１

　　从而，相应的方程（１１）就只可能具有满足下述

情况的有界解：

（犃１）　犝（－∞）＝０，犝（＋∞）＝犪
（犅１）　犝（－∞）＝１，犝（＋∞）＝犪
（犆１）　犝（－∞）＝１，犝（＋∞）＝０

记

　

犃
—

＝
１
２
（１－槡

２
３
），λ＝２ 犪（１－犪）犫

—

槡 ′

λ′＝ ２犫
—

槡 ′（
１
２
－犪）

λ０＝

（犪＋１） 犫
—

槡′
槡２

，０≤犪≤
１
３

λ，
１
３
＜犪≤

烅

烄

烆

烍

烌

烎
１
２

（１２）

９０２
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　　由所给假设和式（６）易知，０≤犪≤
１
２
．根据计算

还易得：当０≤犪≤犃
—
时，λ≤λ′≤λ０；当犃

—

＜犪＜
１
３

时，λ′＜λ＜λ０；当
１
３
≤犪≤

１
２
时，λ′＜λ＝λ０；当

犪＝
１
２
时，λ′＝０，λ＝λ０．根据文献［２７－２９］中的

相关结果，可以得到引理１．

引理１　犪．当υ
—

≥λ且０＜犪≤
１
２
时，方程（１１）

有单调上升的解犝（ξ），满足情况（犃１）；

犫．当υ
—

≥λ０且０≤犪≤
１
２
时，方程（１１）有单调

下降的解犝（ξ），满足情况（犅１）；

犮．当υ
—

＝λ′且０≤犪≤
１
２
时，方程（１１）有唯一单

调下降的有界解犝（ξ），满足情况（犆１）；

犱．当０＜υ
—

＜λ且０＜犪≤
１
２
时，方程（１１）有振

荡解犝（ξ），满足情况（犃１）；

犲．当λ′＜υ
—

＜λ且犃
—

＜犪≤
１
２
时，方程（１１）有

振荡解犝（ξ），满足情况（犅１）；

犳．当犿犪狓（λ′，λ）＜υ
—

＜λ０且０＜犪＜
１
３
时，方

程（１１）具有先单调递减后单调递增的有界解犝（ξ），

本文将这种情况称为拟单调，满足情况（犅１）．

由于在本文的假设条件下，０≤犪≤
１
２
自然成

立，根据引理１，可得方程（２）在Δ≤０条件下行波解

的波形与耗散系数υ之间关系的定理２．

定理２　设波速犞 与积分常数犵满足２７犵
２－

２犞３＜０．

犪．当υ≥－γλ时，方程（２）具有单调上升的扭

状孤波解 狌（ξ），对应图 ２（犫），图 ４ 中轨线

犔（犘１，犘２）；当０＜υ＜－γλ时，方程（２）具有振荡

行波解狌（ξ），对应图２（犪），图５中轨线犔（犘１，犘２）．

这里的狌（ξ）均满足狌（－∞）＝狓１和狌（＋∞）＝狓２．

犫．当υ≥－γλ０时，方程（２）具有单调下降的扭

状孤波解狌（ξ），对应图２（犫），图４（犱）中轨线

犔（犘３，犘２）和图３（犮）中轨线犔（犘３，犘１，２）．这里的

狌（ξ）均满足狌（－∞）＝狓３和狌（＋∞）＝狓２．

犮．当υ＝－γλ′时，方程（２）具有唯一单调下降

的扭状孤波解狌（ξ），对应于图４（犫），图５（犫）中轨线

犔（犘３，犘１）和图３（犫）中轨线犔（犘３，犘１，２）．这里

狌（ξ）满足狌（－∞）＝狓３和狌（＋∞）＝狓１．

犱．当－γλ′＜υ＜－γλ且犃
—

＜犪≤
１
２
时，方程

（２）具有振荡行波解狌（ξ），对应于图２（犪），５（犮）中

轨线犔（犘３，犘２）．这里狌（ξ）满足狌（－∞）＝狓３和

狌（＋∞）＝狓２．

犲．当－γ犿犪狓｛λ′，λ｝＜υ＜－γλ０且０＜犪＜

１
３
时，方程（２）具有先减后增的有界行波解狌（ξ），

对应于图４（犮）中轨线犔（犘３，犘２）．这里狌（ξ）满足

狌（－∞）＝狓３和狌（＋∞）＝狓２．

当狇＝０时，有狓１＝－狓３，狓２＝０，犪＝
１
２
，此时

λ′＝０．故图２（犪）中轨线犔（犘３，犘２）对应的条件等价

于０＜υ＜－γλ．

进一步，类似于文献［２４］中定理３．２的证明，可

证明定理２中的振荡行波解具有衰减性．以图２（犪）

中的振荡行波解为例给出定理３．为节省篇幅，其证

明省略．

定理３　设波速犞 与积分常数犵满足２７犵
２－

２犞３＜０．

犪．当０＜υ＜－γλ时，方程（２）对应于轨线

犔（犘１，犘２）的振荡行波解狌（ξ）具有最大值点ρ^１，使

在ρ^１的左侧，狌（ξ）具有单调递增性，而在其右侧，

狌（ξ）具有衰减振荡性，即在ξ轴上具有无穷可数个

极大值点ρ^犻（犻＝１，２，…，＋∞）和极小值点ρ
∨

犻（犻＝１，

２，…，＋∞），满足

　
－∞＜…＜ρ^１＜ρ

∨

１＜…＜ρ^狀 ＜ρ
∨

狀 ＜＋∞

犾犻犿
狀→∞
ρ^狀 ＝犾犻犿

狀→∞
ρ
∨

狀 ＝＋∞
烍
烌

烎
（１３）

　

狌（－∞）＜狌（ρ
∨

１）＜…＜狌（ρ
∨

狀）＜…＜

　　狌（＋∞）＜…＜狌（ρ^狀）＜…＜狌（ρ^１）

犾犻犿
狀→∞
狌（ρ^狀）＝犾犻犿

狀→∞
狌（ρ

∨

狀）＝狌（＋∞

烍

烌

烎）

（１４）

并且有

犾犻犿
狀→∞

（ρ^狀－ρ^狀＋１）＝犾犻犿
狀→∞

（ρ
∨

狀－ρ
∨

狀＋１）＝　　　

－４πγ

－４γ（６狓２１－犞）－υ槡 ２
（１５）

　　犫．当－γλ′＜υ＜－γλ时，方程（２）对应于轨

线犔（犘３，犘２）的振荡行波解狌（ξ）具有最小值点ρ
∨

１，

使在ρ
∨

１的左侧具有单调递减性，而在其右侧具有衰

减振荡性，即在ξ轴上具有无穷可数个极大值点

ρ^犻（犻＝１，２，…，＋∞）和极小值点ρ
∨

犻（犻＝１，２，…，

＋∞），满足

０１２



　第３期 裴胜兵，等：色散项系数为负的犕犓犱犞犅狌狉犵犲狉狊方程的有界行波解 　

－∞＜…＜ρ
∨

１＜ρ^１＜…＜ρ
∨

狀＜ρ^狀＜＋∞

犾犻犿
狀→∞
ρ^狀 ＝犾犻犿

狀→∞
ρ
∨

狀 ＝＋∞
烍
烌

烎
（１６）

狌（ρ
∨

１）＜…＜狌（ρ
∨

狀）＜…＜狌（＋∞）＜…＜

　　狌（ρ^狀）＜…＜狌（ρ^１）＜狌（－∞）

犾犻犿
狀→∞
狌（ρ^狀）＝犾犻犿

狀→∞
狌（ρ

∨

狀）＝狌（＋∞

烍

烌

烎）

（１７）

并且有

犾犻犿
狀→∞

（ρ^狀－ρ^狀＋１）＝犾犻犿
狀→∞

（ρ
∨

狀－ρ
∨

狀＋１）＝　　　

－４πγ

－４γ（６狓２３－犞）－υ槡 ２
（１８）

　　因行波解狌（ξ）在ξ轴上作平行移动不改变波

的形状和速度，故不失一般性，可设ρ^１＝０或ρ
∨

１＝０．

这样，定理３描述的衰减振荡解可由图６表示．

图６　衰减振荡解的波形图

犉犻犵．６　犠犪狏犲犳狅狉犿犮犺犪狉狋狅犳犱犪犿狆犲犱狅狊犮犻犾犾犪狋狅狉狔

狊狅犾狌狋犻狅狀狊

　　由引理１、定理２和定理３可知，－γλ起到了

描述耗散作用大小临界值的作用．当υ≥－γλ时，

行波解的波形呈现单调或拟单调的形式；而当０＜

υ＜－γλ时，在狇＝０情形下，方程（２）的２个有界

行波解都是衰减振荡的，在狇＜０情形下，方程（２）

的１个有界行波解是衰减振荡的；而当犃
—

＜犪≤
１
２
，

－γλ′＜υ＜－γλ时，方程（２）的２个有界行波解都

是衰减振荡的．

现在来考察临界值υ
—

０＝－γλ．

υ
—

０＝－γλ ＝－γ２ 犪（１－犪）犫
—

槡 ′＝　　　

２ （－γ）２狓２－狓（ ）１ 狓３－狓（ ）槡 ２ ＝

２ γ（６狌２＋－犞槡 ）≠２ γ（６狌２－－犞槡 ）＝υ０ （１９）

故其与犅犻犽犫犪犲狏在文献［２２］中提出的υ０是不一致

的，式（１９）中狌＋，狌－分别是行波解狌（）ξ 当ξ→

±∞时的渐近值．

４　方程（２）的孤波解和方程（２）的衰减

振荡解的近似解

４．１　方程（２）的孤波解

根据文献［３０］中有关定理，可求得方程（２）有下

列扭状孤波解和钟状孤波解．

命题４　设γ＜０，波速犞 和积分常数犵满足

２７犵
２－２犞３≤０，狓犻（犻＝１，２，３）是２狓３－犞狓－犵＝０

的实解．

犪．若犵＝０，则υ＝０时方程（２）有对称的扭状

孤波解

狌±（ξ）＝±
犞
槡２狋犪狀犺

１
２
－
２犞
槡γ

（ ）ξ （２０）

　　可以验证式（２０）中狌±（ξ）分别对应图１（犪）中

两条异宿轨犔（犘１，犘３）和犔（犘３，犘１）．

犫．若犵＞０，２７犵
２－２犞３＜０，则υ＝０时方程（２）

有钟状孤波解

狌（ξ）＝

　

６狓２１－犞

犞－２狓槡 ２
１

狊犲犮犺２ １
２

１
γ
（犞－６狓２１槡 ）（ ）ξ

２－（１＋
２狓１

犞－２狓槡 ２
１

）狊犲犮犺２ １
２

１
γ
（犞－６狓２１槡 ）（ ）ξ

＋狓１ （２１）

式（２１）中狌（ξ）对应图１（犮）中同宿轨犔（犘１，犘１）．

犮．设υ
２＋６γ犞＜０，若狓＝－

１
２
６γ犞＋υ

２

３槡 γ
－

υ

６ －槡 γ
或狓＝

１
２
６γ犞＋υ

２

３槡 γ
－

υ

６ －槡 γ
是方程狓３－

犞
２
狓－犵
２
＝０的实根，则方程（２）有扭状孤波解

狌＋（ξ）＝
１
２
６γ犞＋υ

２

３槡 γ
·　　　　　　　　　

狋犪狀犺 １
２
－
６γ犞＋υ

２

３γ槡 ２（ ）ξ － υ

６ －槡 γ
（２２犪）

狌－ （ξ）＝－狌＋ （ξ） （２２犫）

　　式（２２犪）中狌＋（ξ）对应图２和图４中异宿轨

犔（犘１，犘２）．式（２２犪）中狌＋（ξ）反映的是犵＞０情形

下的解，而式（２２犫）中狌－（ξ）反映的是相应条件下

犵＜０时的解．

犱．当υ＝３ －槡 γ 狓２＋狓（ ）３ 时，方程（２）有扭状

孤波解

１１２
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　狌（ξ）＝－
狓３－狓２
２

·

　　狋犪狀犺
１
２
－
１

槡γ
（狓３－狓２）［ ］ξ ＋狓３＋狓２２

（２３）

式（２３）中狌（ξ）对应图２和图４中异宿轨犔（犘３，犘２）．

犲．当υ＝－γλ′＝３ －槡 γ 狓１＋狓（ ）３ 时，方程

（２）有扭状孤波解

狌（ξ）＝
狓３－狓１

１＋犲 －
１

槡 γ
（狓３－狓１

）ξ
＋狓１＝－

狓３－狓１
２

·　　

狋犪狀犺 １
２
－
１

槡γ
（狓３－狓１）［ ］ξ ＋狓３＋狓１２

（２４）

式（２４）中狌（ξ）对应图３（犫）中异宿轨犔（犘３，犘１，２），

图４（犫）和图５（犫）中异宿轨犔（犘３，犘１）．

对于命题４需作如下说明：

犪．命题４的犮和犱中的式（２２犪）的狌＋（ξ）和

式（２３）的狌（ξ）分别对应图２和图４中异宿轨

犔（犘１，犘２）和犔（犘３，犘２）．只需验证式（２２犪）中的

狌＋（ξ）满足Δ２＞０或υ＞－γλ．实际上，当狓＝

－
１
２
６γ犞＋υ

２

３槡 γ
－

υ

６ －槡 γ
是狓３－

犞
２
狓－犵
２
＝０的解

时，可得到狓３－
犞
２
狓－犵
２
＝０的另外２个根为

１
２
６γ犞＋υ

２

３槡 γ
－

υ

６ －槡 γ
，　

υ

３ －槡 γ

按大小可依次把３个根记为狓１，狓２，狓３（狓１＜狓２＜

狓３）．由式（２２犪）可知，狌－＝犾犻犿
ξ→－∞

狌＋（ξ）＝狓１，狌＋＝

犾犻犿
ξ→＋∞

狌＋（ξ）＝狓２，有狓１＋狓２＝－
υ

３ －槡 γ
，即有

υ＝３ －槡 γ［－ 狓１＋狓（ ）２ ］

又临界值

　υ
—

０＝－γλ ＝－γ２ 犪（１－犪）犫
—

槡 ′＝

　　　　２ （－γ）２狓２－狓（ ）１ 狓３－狓（ ）槡 ２

　υ
２
－υ

—
２
０＝ －（ ）γ ［９狓１＋狓（ ）２ ２

－８狓２－狓（ ）１ ·

　　　　 狓３－狓（ ）２ ］＝ －（ ）γ 狓１＋５狓（ ）２ ２
＞０

即有υ＞υ
—

０＝－γλ．故式（２２犪）中的狌＋（ξ）是耗散

作用较大（即耗散满足υ＞υ
—

０＝－γλ）情况下的扭

状孤波解，且对应于图２中异宿轨犔（犘１，犘２）．

同理，说明式（２３）中的狌（ξ）是耗散系数满足

υ＝３ －槡 γ 狓２＋狓（ ）３ ＞υ
—

０＝－γλ情况下的扭状

孤波解，且对应于图２中异宿轨犔（犘３，犘２）．命题４

中其它有关结论的说明可类似作出．

犫．对于图４中异宿轨犔（犘３，犘２），此时有υ＝

３ －槡 γ（狓２＋狓３），由犪可知，υ＝３ －槡 γ（狓２＋狓３）＞

υ
—

０＝－γλ．另一方面，

－γ
（１＋犪） 犫

—

槡′
槡２

＝－γ －
１

槡γ
狓３－狓（ ）１ ·

１＋
狓２－狓１
狓３－狓（ ）

１
＝ －槡 γ 狓３＋狓２－２狓（ ）１ ＝

３ －槡 γ 狓２＋狓（ ）３

所以，有υ＝－γ
（１＋犪）犫

—

槡′
槡２

，进而据式（１２）可

得υ≥－γλ０．

犮．根据文献［２３］，判别方程（２）的相容性冲击

波是否为犔犪狓冲击波的条件等价于－
１
２
≤
狌＋
狌－
＜１，

其中，狌＋，狌－分别是相容性冲击波正、负方向的渐

近值．又由命题４可知，在υ＞０的情形下，方程（２）

的有界行波解有式（２２犪）、式（２３）和式（２４），其相容

性冲击波的渐近值与有界行波解的渐近值是相同

的．由式（６）可知，狓１＋狓２＋狓３＝０，狓１狓２狓３＝－狇≥

０，则在狓１≤狓２≤狓３且不同时为零的假定下，有

狓１＜０，　狓２≤０，　狓３＞０

　　（犪）在狓１＜狓２＜狓３的情形下，有

０＜
狓２
狓１
＜１，　－

１
２
＜
狓２
狓３
＜０，　

狓１
狓３
＜－

１
２

　　（犫）在狓１＝狓２＜狓３的情形下，有狓３＝－２狓１，

即有

狓１／狓３＝－１／２

　　结合（犪），（犫）和犔犪狓冲击波的条件可得，在

狓１＜狓２＜狓３的情形下，与图２和图４中异宿轨

犔（犘１，犘２），犔（犘３，犘２）相对应的相容性冲击波都是

犔犪狓冲击波，与图４（犫）和图５（犫）中异宿轨犔（犘３，

犘１）相对应的相容性冲击波不是犔犪狓冲击波；在

狓１＝狓２＜狓３的情形下，与图３（犫）中异宿轨犔（犘３，

犘１，２）相对应的相容性冲击波是犔犪狓冲击波．可以看

出，在γ＜０时，方程（２）既存在满足犔犪狓熵条件的

相容性冲击波，也存在不满足犔犪狓熵条件的相容性

冲击波．

４．２　方程（２）的衰减振荡解的近似解

现要求出图２（犪）、图５中鞍－焦轨线对应的方

程（２）的衰减振荡解的近似解．不妨以图２（犪）中

鞍－焦轨线犔（犘３，犘２）对应的情形为例，其余可用

类似的方法求出．

根据平面动力系统理论可知，图２（犪）中鞍－焦

轨线犔（犘３，犘２）是在耗散作用下（也就是耗散系数

２１２
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υ满足０＜υ＜－γλ时），由图１（犪）中的鞍－鞍轨

线犔（犘３，犘１）破裂而产生的，具有一部分是扭状、另

一部分是衰减振荡状的结构，所以，方程（２）对应

鞍－焦轨线犔（犘３，犘２）的衰减振荡解的非振荡部分

可以用命题４的犪中的扭状孤波解

狌１（ξ）＝－
犞
槡２狋犪狀犺

１
２
－
２犞
槡γ

（ ）ξ ，
ξ∈（－∞，ξ′０］ （２５）

来表示．狌１（ξ）是（２０）式中狌－（ξ）在（－∞，ξ′０］上的

部分，其中，ξ′０∈ ０，
π（ ）犅 ．为了获得衰减振荡解的衰

减振荡部分的近似表达式，选用下列形式的解

狌（ξ）＝犲βξ（犃１犮狅狊（犅ξ）－犃２狊犻狀（犅ξ））＋犆，

ξ∈（ξ′０，＋∞） （２６）

式中，犃１，犃２，犅，犆，β是待定系数．

之所以选用式（２６），是因为式（２６）既具有衰减

性 也 具 有 振 荡 性，其 中，犲βξ 具 有 衰 减 性，

犃１犮狅狊（犅ξ）－犃２狊犻狀（犅ξ）具有振荡性．

将式（２６）代入方程（３），略去含犲βξ的二次项和

三次项（高阶无穷小量）后，可得

犅２＝
－υ

２
＋４γ（６犆２－犞）

４γ
２

β＝
υ
２γ

２犆３－犞犆－犵＝

烍

烌

烎０

（２７）

　　为了构造整个衰减振荡解的近似解，两部分的

解还需满足对接条件．取对接条件为

犱犻

犱ξ
犻狌（ξ′０）＝

犱犻

犱ξ
犻狌１（ξ′０），　犻＝０，１

即

犲βξ′０（犃１犮狅狊（犅ξ′０）－犃２狊犻狀（犅ξ′０））＋狓２＝狌１（ξ′０）

β犲βξ
′０（犃１犮狅狊（犅ξ′０）－犃２狊犻狀（犅ξ′０））－

　犅犲βξ
′０（犃１狊犻狀（犅ξ′０）＋犃２犮狅狊（犅ξ′０））＝狌′１（ξ′０

烍

烌

烎）

（２８）

　　由式（２８）可知

犃１＝犲
－βξ′０［（狌１（ξ′０）－狓２）（犮狅狊（犅ξ′０）＋

　
β
犅
狊犻狀（犅ξ′０））－

１
犅
狊犻狀（犅ξ′０）狌′１（ξ′０）］

犃２＝犃１犮狅狋（犅ξ′０）－
（狌１（ξ′０）－狓２）犲－βξ′０

狊犻狀（犅ξ′０

烍

烌

烎）

（２９）

　　当ξ→＋∞时，由于式（２６）趋于狓２，故犆＝狓２．

进一步，由式（２７）中第一式得

犅２＝
－υ

２
＋４γ（６狓２２－犞）

４γ
２

（３０）

　　因为，无论 犅 取正还是负，犃１犮狅狊（犅ξ′０）－

犃２狊犻狀（犅ξ′０）的值都是相同的，所以，后面一致地假设

图７　对接点ξ′０的位置

犉犻犵．７　犔狅犮犪狋犻狅狀狅犳狋犺犲犮狅狀狀犲犮狋犻狏犲狆狅犻狀狋ξ′０

犅＞０．

依照上面的方法，可以得到定理４．

定理４　设犵＝０，犞＞０，狓犻是２狓
３－犞狓＝０的

实解，狓１＜狓２＜狓３，则

犪．当０＜υ＜－γλ 时，方程（２）有对应于

图２（犪）中鞍－焦轨线犔（犘３，犘２）的衰减振荡解，它

的近似解为

狌（ξ）≈

－
犞
槡２狋犪狀犺

１
２
－
２犞
槡γ（ ）ξ ，ξ∈（－∞，ξ′０］

犲
υ
２γξ（犃１犮狅狊（犅ξ）－

　犃２狊犻狀（犅ξ））＋狓２，ξ∈（ξ′０，＋∞

烅

烄

烆 ）

（３１）

其中

犅＝
－υ

２
＋４γ（６狓２２－犞）

４γ槡 ２
，　β＝

υ
２γ

　　犃１，犃２由式（２９）给出．

犫．当０＜υ＜－γλ 时，方程（２）有对应于

图２（犪）中鞍－焦轨线犔（犘１，犘２）的衰减振荡解，它

的近似解为

狌（ξ）≈

犞
槡２狋犪狀犺

１
２
－
２犞
槡γ

（ ）ξ ，ξ∈（－∞，ξ′０］
犲
υ
２γξ（犃１犮狅狊（犅ξ）－

　犃２狊犻狀（犅ξ））＋狓２，ξ∈（ξ′０，＋∞

烅

烄

烆 ）

其中

　犅＝
－υ

２
＋４γ（６狓２２－犞）

４γ槡 ２
，　β＝

υ
２γ

　犃１＝犲
－βξ′０［（狌２（ξ′０）－狓２）（犮狅狊（犅ξ′０）＋

　　　
β
犅
狊犻狀（犅ξ′０））－

１
犅
狊犻狀（犅ξ′０）狌′２（ξ′０）］

　犃２＝犃１犮狅狋（犅ξ′０）－
（狌２（ξ′０）－狓２）犲－βξ′０

狊犻狀（犅ξ′０）

　狌２（ξ）＝
犞
槡２狋犪狀犺

１
２
－
２犞
槡γ

（ ）ξ ，ξ∈（－∞，ξ′０］
　　依照上面的讨论，可得定理５和定理６．

定理５　设狓犻是２狓
３－犞狓－犵＝０的实解，且

狓１＜狓２＜狓３，则当－γλ′＜υ＜－γλ时，方程（２）有

３１２
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对应于图５（犮）中鞍－焦轨线犔（犘３，犘２）的衰减振荡

解，它的近似解为

狌（ξ）≈

－
狓３－狓１
２

狋犪狀犺［
１
２
－
１

槡γ
（狓３－狓１）ξ］＋

　
狓３＋狓１
２

，ξ∈（－∞，ξ′０］

犲
υ
２γξ（犃１犮狅狊（犅ξ）－犃２狊犻狀（犅ξ））＋

　狓２，ξ∈（ξ′０，＋∞

烅

烄

烆 ）

其中

犅＝
－υ

２
＋４γ（６狓２２－犞）

４γ槡 ２
，β＝

υ
２γ

犃１＝犲
－βξ′０［（狌３（ξ′０）－狓２）（犮狅狊（犅ξ′０）＋

　　
β
犅
狊犻狀（犅ξ′０））－

１
犅
狊犻狀（犅ξ′０）狌′３（ξ′０）］

犃２＝犃１犮狅狋（犅ξ′０）－
（狌３（ξ′０）－狓２）犲－βξ′０

狊犻狀（犅ξ′０）

狌３（ξ）＝－
狓３－狓１
２ ［狋犪狀犺

１
２
－
１

槡γ
（狓３－

　　　狓１）］ξ ＋
狓３＋狓１
２

，ξ∈（－∞，ξ′０］

　　定理６　设狓犻是２狓
３－犞狓－犵＝０的实解，且

狓１＜狓２＜狓３，则当０＜υ＜－γλ时，方程（２）有对应

于图５（犮）中鞍－焦轨线犔（犘１，犘２）的衰减振荡解，

它的近似解为

狌（ξ）≈

　

６狓２１－犞

犞－２狓槡 ２
１

狊犲犮犺２ １
２

１
γ
（犞－６狓２１槡 ）（ ）ξ

２－（１＋
２狓１

犞－２狓槡 ２
１

）狊犲犮犺２ １
２

１
γ
（犞－６狓２１槡 ）（ ）ξ

＋

　　狓１，ξ∈（－∞，ξ′０］

犲
υ
２γξ（犃１犮狅狊（犅ξ）－犃２狊犻狀（犅ξ））＋狓２，ξ∈（ξ′０，＋∞

烅

烄

烆 ）

其中

犅＝
－υ

２
＋４γ（６狓２２－犞）

４γ槡 ２
，β＝

υ
２γ

犃１＝犲
－βξ′０［（狌４（ξ′０）－狓２）（犮狅狊（犅ξ′０）＋

β
犅
狊犻狀（犅ξ′０））－

１
犅
狊犻狀（犅ξ′０）狌′４（ξ′０）］

犃２＝犃１犮狅狋（犅ξ′０）－
（狌４（ξ′０）－狓２）犲－βξ′０

狊犻狀（犅ξ′０）

狌４（ξ）＝

６狓２１－犞

犞－２狓槡 ２
１

狊犲犮犺２ １
２

１
γ
（犞－６狓２１槡 ）（ ）ξ

２－（１＋
２狓１

犞－２狓槡 ２
１

）狊犲犮犺２ １
２

１
γ
（犞－６狓２１槡 ）（ ）ξ

＋

狓１，ξ∈（－∞，ξ′０］

　　方程（２）对应图５（犪）和图５（犫）中鞍－焦轨线

犔（犘１，犘２）的衰减振荡解的近似解与图５（犮）中鞍－

焦轨线犔（犘１，犘２）的衰减振荡解的近似解一致．

为节省篇幅，这里不加证明，用类似文献［２４］中

方法可证：以上所求衰减振荡解的近似解与其相应

的精确解间的误差是以指数形式速降的无穷小量．

例如，方程（２）对应图２（犪）中鞍－焦轨线犔（犘３，犘２）

的衰减振荡解的近似解式（３１）与其精确解间的误差

不超过ε（ξ）＝犜３犲
υ
２γξ．

５　衰减振荡解的近似解关于对接点的

稳定性

　　现研究衰减振荡解的近似解关于对接点的稳定

性．以图２（犪）中鞍－焦轨线犔（犘３，犘２）对应的衰减

振荡解的近似解式（３１）为例，其余可用类似的方法

证明．为清楚起见，将以ξ′１为对接点的衰减振荡解的

近似解记为狌（ξ，ξ′１），而将式（３１）记为狌（ξ，ξ′０）．

按照求解图２（犪）鞍－焦轨线犔（犘３，犘２）对应的

衰减振荡解的近似解式（３１）的方法，当对应的衰减

振荡解的近似解以ξ′１ ξ′１∈ ０，
π（ ）（ ）犅

为对接点时，

在（－∞，ξ′１］上仍可用式（２５）近似代替（只需在式

（２５）中将ξ取值的区间用（－∞，ξ′１］替换即可），而

在（ξ′１，＋∞）上对应于振荡部分的解采用如下形式：

狌（ξ）＝犲σξ 犃３犮狅狊犅１（ ）ξ－犃４狊犻狀犅１（ ）（ ）ξ ＋犆１，

ξ∈（ξ′１，＋∞） （３２）

　　将式（３２）代入方程（３），略去ｅσξ的高阶无穷小

量后，可得

犅２１＝
－υ

２
＋４γ（６犆１－犞）

４γ
２

σ＝
υ
２γ

２犆３１－犞犆１－犵＝

烍

烌

烎０

（３３）

　　当ξ→＋∞时，由于式（３２）趋于狓２，故犆１＝狓２．

同时，对接条件为

犱犻

犱ξ
犻狌（ξ′１）＝

犱犻

犱ξ
犻狌１（ξ′１），　犻＝０，１

　　这里仍用狌１（ξ）表示式（２０）中狌－ （ξ）在

（－∞，ξ′１］上的部分，即

犲σξ′１（犃３犮狅狊（犅１ξ′１）－犃４狊犻狀（犅１ξ′１））＋

狓２＝狌１（ξ′１）

σ犲σξ
′１（犃３犮狅狊（犅１ξ′１）－犃４狊犻狀（犅１ξ′１））－犅１犲σξ′１·

（犃３狊犻狀（犅１ξ′１）＋犃４犮狅狊（犅１ξ′１））＝狌′１（ξ′１）

解之得

　犃３＝犲
－σξ′１［（狌１（ξ′１）－狓２）（犮狅狊（犅１ξ′１）＋

４１２
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σ
犅１
狊犻狀（犅１ξ′１））－

１
犅１
狊犻狀（犅１ξ′１）狌′１（ξ′１）］ （３４）

　犃４＝犃３犮狅狋（犅１ξ′１）－
（狌１（ξ′１）－狓２）犲－σξ′１

狊犻狀（犅１ξ′１）
（３５）

　　综上所述，选取一般的对接点ξ′１的衰减振荡解

的近似解的表达式为

狌（ξ）≈

－
犞
槡２狋犪狀犺

１
２
－
２犞
槡γ

（ ）ξ ，ξ∈（－∞，ξ′１］
犲
υ
２γξ（犃３犮狅狊（犅１ξ）－

　犃４狊犻狀（犅１ξ））＋狓２，ξ∈（ξ′１，＋∞

烅

烄

烆 ）

（３６）

其中，犃３，犃４分别由式（３４）和式（３５）给出．

犅１＝犅＝－
１
２γ

４γ（６狓２２－犞）－υ槡 ２，σ＝β＝
υ
２γ

　　为探求衰减振荡解的近似解式（３１）关于对接点

的稳定性，考察狌（ξ，ξ′１）－狌（ξ，ξ′０）．

犪．在ξ′１＜ξ′０情形．

在（－∞，ξ′１）上，

狌（ξ，ξ′１）＝狌（ξ，ξ′０）＝－
犞
槡２狋犪狀犺

１
２
－
２犞
槡γ

（ ）ξ
　　在［ξ′１，ξ′０］上，

狌（ξ，ξ′１）－狌（ξ，ξ′０）＝犲
υ
２γξ（犃３犮狅狊（犅１ξ）－

　犃４狊犻狀（犅１ξ））＋狓２－－
犞
槡２狋犪狀犺

１
２
－
２犞
槡γ

（ ）［ ］ξ （３７）

　　由于ξ′１≤ξ≤ξ′０，ξ′１→ξ′０时必有ξ→ξ′０，又式

（３７）中ξ′１和ξ′０都属于 ０，
π（ ）犅 ，根据连续函数的性

质，有犃３→犃１，犃４→犃２（当ξ′１→ξ′０），故得

犾犻犿
ξ′１→ξ′０

［狌（ξ，ξ′１）－狌（ξ，ξ′０）］＝犲
υ
２γξ′０［犃１犮狅狊（犅１ξ′０）－

犃２狊犻狀（犅１ξ′０）］＋狓２－狌１（ξ′０）＝０ （３８）

　　于是，ε＞０，δ１＞０，当－δ１＜ξ′１－ξ′０＜０

时，在［ξ′１，ξ′０］内

狌（ξ，ξ′１）－狌（ξ，ξ′０）＜
ε
２

（３９）

　　在（ξ′０，＋∞）上，

狌（ξ，ξ′１）－狌（ξ，ξ′０）＝犲
υ
２γξ［（犃３－犃１）·　　

犮狅狊（犅ξ）－（犃４－犃２）狊犻狀（犅ξ）］ （４０）

　　犫．在ξ′１＞ξ′０情形．

在（－∞，ξ′０）上，

狌（ξ，ξ′１）＝狌（ξ，ξ′０）＝－
犞
槡２狋犪狀犺

１
２
－
２犞
槡γ

（ ）ξ
　　在［ξ′０，ξ′１］上，

狌（ξ，ξ′１）－狌（ξ，ξ′０）＝－
犞
槡２狋犪狀犺

１
２
－
２犞
槡γ

（ ）ξ －
［犲

υ
２γξ（犃１犮狅狊（犅ξ）－犃２狊犻狀（犅ξ））＋狓２］

　　当ξ′１→ξ′０时，必有ξ→ξ′０，又因狌１（ξ）是连续

可微函数，有

犾犻犿
ξ′１→ξ′０

［狌（ξ，ξ′１）－狌（ξ，ξ′１）］＝狌１（ξ′０）－

　 犲
υ
２γξ′０（犃１犮狅狊（犅ξ′０）－犃２狊犻狀（犅ξ′０））＋狓［ ］２ ＝０ （４１）

即有ε＞０，δ２＞０，当０＜ξ′１－ξ′０＜δ２ 时，在

［ξ′０，ξ′１］内

狌（ξ，ξ′１）－狌（ξ，ξ′０）＜
ε
２

（４２）

　　在（ξ′１，＋∞）上，狌（ξ，ξ′１）－狌（ξ，ξ′０）如表达式

（４０）．

　　由犪和犫的讨论可知，为考察 狌（ξ，ξ′１）－

狌（ξ，ξ′０）的大小，可在［ξ′１，ξ′０］及（ξ′０，＋∞），或在

［ξ′０，ξ′１］及（ξ′１，＋∞）上分别估计，为明确起见，不

妨设ξ′１＞ξ′０，此时在（ξ′０，＋∞）上

狌（ξ，ξ′１）－狌（ξ，ξ′０）≤　　　　　

　　 狌（ξ，ξ′１）－狌（ξ，ξ′０）［ξ′０
，ξ′１
］＋

　　 狌（ξ，ξ′１）－狌（ξ，ξ′０）（ξ′１
，＋∞） （４３）

　　在式（４３）的右半部中，第一项表示狌（ξ，ξ′１）－

狌（ξ，ξ′０）在 ［ξ′０，ξ′１］的绝对值，第二项表示

狌（ξ，ξ′１）－狌（ξ，ξ′０）在（ξ′１，＋∞）的绝对值；显然，

在（－∞，ξ′０］，上 狌（ξ，ξ′１）－狌（ξ，ξ′０）＝０，所以，

式（４３）在（－∞，＋∞）上都成立．根据式（４０）可得

狌（ξ，ξ′１）－狌（ξ，ξ′０）（ξ′１
，＋∞）≤　　　　　

　　　 （犃３－犃１）犮狅狊（犅ξ）－（犃４－犃２）狊犻狀（犅ξ）≤

　　 （犃３－犃１）２＋（犃４－犃２）槡 ２ （４４）

犾犻犿
ξ′１→ξ′０

犃３＝犲
－σξ′［０ （狌（ξ′０）－狓２ （）犮狅狊（犅ξ′０）＋　　　

σ
犅
狊犻狀（犅ξ′０ ））－１犅狊犻狀（犅ξ′０）狌′（ξ′０ ］）＝犃１ （４５）

犾犻犿
ξ′１→ξ′０

犃４＝犾犻犿
ξ′１→ξ′

［
０

犃３犮狅狋（犅ξ′０）－　　　　　

（狌（ξ′０）－狓２）犲－σξ′０

狊犻狀（犅ξ′０ ］） ＝犃２ （４６）

　　由式（４４）～（４６）即可推知，ε＞０，δ′＞０，

当０＜ξ′１－ξ′０＜δ′时，

狌（ξ，ξ′１）－狌（ξ，ξ′０）（ξ′０
，＋∞）＜

ε
２

（４７）

　　由于在［ξ′０，ξ′１］上，有式（４２）成立，结合式（４２）

和式（４７），有ε＞０，δ＝犿犻狀（δ２，δ′）＞０，当０＜

ξ′１－ξ′０＜δ时，

狌（ξ，ξ′１）－狌（ξ，ξ′０）＜ε （４８）

　　用类似方法可证，当ξ′０＞ξ′１时，有ε＞０，

δ＞０，当０＜ξ′０－ξ′１＜δ时，

狌（ξ，ξ′１）－狌（ξ，ξ′０）＜ε （４９）

５１２
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　　故定理４中式（３１）表示的衰减振荡解（扭状头

部振荡尾巴）关于对接点ξ′０是稳定的．

又 因 对 于ξ′０ 领 域 内 的 对 接 点ξ′１ 都 有

犾犻犿
ξ→＋∞

狌（ξ，ξ′１）＝狓２，而 犾犻犿
ξ→ ＋ ∞

狌（ξ，ξ′０）＝狓２，从而有

犾犻犿
ξ→＋∞

狌（ξ，ξ′１）－狌（ξ，ξ′０）＝０，所以，得衰减振荡

解的近似解式（３１）关于对接点ξ′０还是渐近稳定的．

６　结　论

利用平面动力系统理论、假设待定法和齐次化

原理研究了色散项系数为负的犕犓犱犞犅狌狉犵犲狉狊方程

的有界行波解，得到了该方程有界行波解存在的条

件和个数的相关结论．讨论了该方程有界行波解的

波形与耗散系数之间的关系，给出了表征耗散作用

大小的临界值．求出了该方程的钟状和扭状孤波解，

进一步根据衰减振荡解所对应的解轨线在全局相图

中的演化关系，求得了该方程的衰减振荡解的近似

解．文中给出了所求衰减振荡近似解与精确解的误

差估计，其误差是以指数形式速降的无穷小量．最

后，证明了所求衰减振荡解的近似解关于对接点的

稳定性．

值得指出的是：

犪．本文实际上给出了一个求解在耗散作用下

非线性发展方程衰减振荡近似解的方法，即对所研

方程先作定性分析，再求出无耗散作用情况下的解，

而后再根据衰减振荡对应的解轨线在相图中的演化

关系求出衰减振荡解的近似解．该方法还可应用于

其它许多非线性发展方程衰减振荡近似解的求解．

犫．从本文、文献［２２］和文献［２４］的讨论可知，

方程（２）在色散系数γ＜０和γ＞０这两种情形的有

界行波解有下列不同点：（犪）当耗散系数υ＝０时，色

散系数γ＜０时的方程（２）既有钟状孤波解，又有扭

状孤波解，而γ＞０时的方程（２）只有钟状孤波解．

（犫）当耗散系数υ较小时，色散系数γ＜０时的方程

（２）既有钟状头部振荡尾巴、又有扭状头部振荡尾巴

的衰减振荡解，色散系数γ＞０时的方程（２）只有钟

状头部振荡尾巴的衰减振荡解．（犮）色散系数γ＜０

时方程（２）耗散作用大小的临界值为υ
—

０＝－γλ＝

２ γ（６狌２＋－犞槡 ），而色散系数γ＞０时方程（２）耗散

作用大小的临界值为υ０＝２ γ（６狌２－－犞槡 ），其中，

狌＋，狌－分别表示方程（２）的行波解在自变量趋于

正、负无穷时的渐近值，犞表示行波的波速．
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