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分担小函数的整函数唯一性

侯　彬，　王新利
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摘要：针对整函数与其导数在不同条件下分担值或小函数的唯一性，研究了整函数与其导数分担

小函数的唯一性问题，将整函数与其导数分担有限值的唯一性定理推广到分担小函数，得到整函数

３种可能的形式．
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１　主要结果

设犳（狕）与犵（狕）为开平面内的两个非常数整函

数，犪为一有穷复数，称犳（狕）与犵（狕）以犪为犐犕 分

担值，是指犳（狕）－犪与犵（狕）－犪的零点相同；称

犳（狕）与犵（狕）以犪为犆犕 分担值，是指犳（狕）－犪与

犵（狕）－犪的零点相同且零点的重数也相同．

采用犖犲狏犪狀犾犻狀狀犪理论
［１］常用符号：犜（狉，犳），

犿（狉，犳），犖（狉，犳），犛（狉，犳），其中 犛（狉，犳）＝

狅（犜（狉，犳）），当狉→!

时，可能除去一个测度有穷的

集合．犪（狕）称为犳的小函数是指犜（狉，犪）＝犛（狉，犳）．

１９７７年，犚狌犫犲犾
［２］证明了若犳与犳′犆犕 分担两个

有穷复数，则犳与犳′恒等．犢犪狀犵
［３］研究了犳与犳

（犽）

犆犕 分担两个有限值，得到犳≡犳
（犽）．犔犻等

［４］对函数

分担有限值作了进一步研究．另一方面，将函数与其

导数分担有限值推广到分担小函数成为唯一性理论

研究的重要课题，并取得了许多成果，如文献［５－

６］．同时，对犳与犳′，犳
（犽）（犽≥２）分担有限值或小函
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数问题的研究也取得了很多结果．

定理１
［７］
　设犳是非常数整函数，犪是一个有

穷复数．如果犳和犳′犐犕 分担犪，当犳（狕）＝犪时，

犳′′（狕）＝犪，则犳（狕）≡犳′（狕）．

定理２
［８］
　设犳为非常数整函数，犪是有穷值，

狀（≥２）是正整数．如果犳，犳′与犳
（狀）犆犕 分担犪，则

犳（狕）＝犫犲
犮狕＋犪－犪／犮，犫，犮是非零常数，且犮狀－１＝１．

定理３
［９］
　设犳为非常数整函数，犪是一个有

穷值，犽（≥２）是正整数，如果犳与犳′犆犕 分担犪，当

犳（狕）＝犪时，犳
（犽）（狕）＝犪，则犳（狕）＝犃犲λ

狕＋犪－

犪／λ，λ犽－１＝１．

常建明等［１０－１１］将定理１和定理２推广到小函

数．犔犻等
［１２］将定理３推广到小函数，并得到犳的３

种可能的形式．

王建平［９］研究得到以下分担有限值的唯一性

定理：

定理４　设犳是非常数整函数，犪是一个非零

有限值，狀和犿 均是正整数，且 犿＞狀．如果犳与

犳′犆犕分担犪，犳（狕）＝犪犳
（犿）（狕）＝犳

（狀）（狕）＝犪，则

犳（狕）＝犃犲λ
狕＋犪－犪／λ，其中犃（≠０），λ是常数，且

有λ
狀－１＝１，λ犿－１＝１．

考虑，定理４中的有限值犪能否被小函数犪（狕）

代替，本文研究了分担小函数情况，并得

定理５　设犳是非常数整函数，犪是有限级亚

纯函数，满足犜（狉，犪）＝犛（狉，犳），狀，犿 均是正整

数，犿＞狀≥２．如果犳与犳′犆犕 分担犪，当犳（狕）＝犪

时，犳
（犿）（狕）＝犳

（狀）（狕）＝犪，则犳为以下其中一种

形式：

犪．犳（狕）＝犪＋犮犲狓狆｛∫
狕

０
犲α
（狋）犱狋｝，犪′＝犪，犮是

非零常数，α为整函数；

犫．犳（狕）＝λ犲
犮狕＋犪－犪／犮，犪是常数，λ，犮是非

零常数，且有犮犿－狀＝１；

犮．犳（狕）＝λ犲
狕，λ是非零常数．

２　定理５的证明

由定理条件，犳（狕）与犳′（狕）犆犕 分担犪，得

犳′（狕）－犪＝犲α（犳（狕）－犪） （１）

其中，α是整函数．

（犪）犪′＝犪．由式（１），得

犳（狕）＝犪＋犮犲狓狆｛∫
狕

０
犲α
（狋）犱狋｝

其中，犮为常数；α为整函数．

（犫）犪′≡犪．　令犵＝犳－犪，则犵′＝犳′－犪′，由

式（１），得

犵′＝犲
α
犵＋犪－犪′ （２）

令

φ＝
（犪－犪′）犵

（狀）
－（犪－犪

（狀））犵′
犵

（３）

ψ＝
（犪－犪′）犵

（犿）
－（犪－犪

（犿））犵′
犵

（４）

由式（２）可知，犵的犽（≥２）重零点是犪－犪′的犽－１

重零点，因此

犖（２（狉，
１

犵
）≤２犖（狉，

１
犪－犪′

）≤

２犜（狉，犪－犪′）＝犛（狉，犳）

由式（３）可得犵的单零点不是φ（狕）的极点，故有

犖（狉，φ）＝犛（狉，犳）．由对数导数引理得 到，

犿（狉，φ）＝犛（狉，犳），所以犜（狉，φ）＝犛（狉，犳）．类似

方法可得，犜（狉，ψ）＝犛（狉，犳）．令

犘１＝犲α，犙０＝犪－犪′

则式（２）可改写为

犵′＝犘１犵＋犙０ （５）

对式（５）两端求犽－１阶导，并通过数学归纳法，得

犵
（犽）（狕）＝犘犽（犲α）犵（狕）＋

犙犽－１（犲α），犽＝１，２，… （６）

其中，犘犽（犲α），犙犽（犲α）是关于犲α 的犽次多项式，

满足

犘犽＋１（犲α）＝犘犽（犲α）犲α＋

（犘犽（犲α））′，犽＝１，２，… （７）

犙犽（犲α）＝（犪－犪′）犘犽（犲α）＋

（犙犽－１（犲α））′，犽＝１，２，… （８）

由式（３）和式（６），得

（犘狀（犲α）－
（犪－犪

（狀））犲α

犪－犪′
－

φ
犪－犪′

）犵＝

－犙狀－１（犲α）＋犪－犪
（狀） （９）

由式（４）和式（６），得

（犘犿（犲α）－
（犪－犪

（犿））犲α

犪－犪′
－

ψ
犪－犪′

）犵＝

－犙犿－１（犲α）＋犪－犪
（犿） （１０）

对于式（９），当犘狀（犲α）－
（犪－犪

（狀））犲α

犪－犪′
－
φ

犪－犪′
≡０

时，由参考文献［１２］可知，这种情况不成立．同样的，

对于式（１０），当犘犿（犲α）－
（犪－犪

（犿））犲α

犪－犪′
－
ψ

犪－犪′
≡０

时也不成立．所以

犘狀（犲α）－
（犪－犪

（狀））犲α

犪－犪′
－

φ
犪－犪′

≡０　（１１）

犘犿（犲α）－
（犪－犪

（犿））犲α

犪－犪′
－

ψ
犪－犪′

≡０　（１２）

５６２
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由式（９）和式（１１），得

－犙狀－１（犲α）＋犪－犪
（狀）
≡０ （１３）

由式（１０）和式（１２），得

－犙犿－１（犲α）＋犪－犪
（犿）
≡０ （１４）

由式（１３）和式（１４），由参考文献［１２］证明方法可得，

犲α是非零常数．令犲α＝犮，犫＝犪－犪′，由式（７），得

犘犽（犮）＝犘犽－１（犮）犮＝犘犽－２（犮）犮
２
＝…＝

犘１犮
犽－１＝犮

犽

又由式（８），得

犙犽（犲α）＝犫犘犽（犲α）＋（犫犘犽－１（犲α））′＋…＋　

　（犫犘１（犲α））（犽－１）＋犫
（犽），（犽＝１，２，…）（１５）

将犲α＝犮，犘犽＝犮犽 代入式（１５），得

犙犽（犮）＝犫犮
犽
＋犫′犮

犽－１＋…＋

犫
（犽－１）犮＋犫

（犽） （１６）

　　因为犪－犪
（狀）＝（犪－犪′）＋（犪′－犪″）＋…＋

（犪
（狀－１）－犪

（狀））＝犫＋犫′＋…＋犫
（狀－１），再由式（１３）

和式（１６），得

犫（犮狀－１－１）＋犫′（犮狀－２－１）＋…＋

犫
（狀－２）（犮－１）＝０ （１７）

由式（１４）和式（１６），得

犫（犮犿－１－１）＋犫′（犮犿－２－１）＋…＋

犫
（犿－２）（犮－１）＝０ （１８）

　　将犲α＝犮，犫＝犪－犪′代入式（２）得犫＝犵′－犮犵．

将该结果分别代入式（１７）和式（１８），得

（犮－１）∑
狀－１

犽＝１

犵
（犽）
－犮（犮狀－１－１）犵＝０　 （１９）

（犮－１）∑
犿－１

犽＝１

犵
（犽）
－犮（犮犿－１－１）犵＝０　 （２０）

由式（１９）和式（２０），得

（犮－１）∑
犿－１

犽＝狀

犵
（犽）
－犮（犮犿－１－犮狀－１）犵＝０ （２１）

同理，将犫＝犪－犪′分别代入式（１７）和式（１８），得

（犮－１）∑
犿－１

犽＝狀

犮犿－１－犽犪
（犽）
－（犮犿－１－犮狀－１）犪＝０（２２）

当犮≠１时，解微分方程式（２１），得

犵＝∑

犽１－１

犼＝０

犮１，犼狕
犼犲λ１狕＋∑

犽２－１

犼＝０

犮２，犼狕
犼犲λ２狕＋…＋

∑

犽狋－１

犼＝０

犮狋，犼狕
犼犲λ狋狕

其中，λ犻（犻＝１，２，…，狋）是特征方程λ犿－１＋λ犿－２＋

…＋λ狀＝
犮（犮犿－１－犮狀－１）

犮－１
的根，犮犻，犼（犻＝１，２，…，狋）

是任意常数．设每个特征根的重数分别对应为犽犻（犻

＝１，２，…，狋），满足犽１＋犽２＋…＋犽狋＝犿－１．此时

犵是指数型函数；同理，解微分方程式（２２）可得，犪

是指数型函数．因为犪是犵的小函数，故犪是非零

常数．由式（２２）得，犮犿－１＝犮狀－１，即犮犿－狀＝１，再由

式（１）得，犳（狕）＝λ犲
犮狕＋犪－犪／犮，其中λ是非零常

数，犮犿－狀＝１．

当犮＝１时，由式（１）得，犳＝犳′，因此犳（狕）＝

λ犲
狕，λ是非零常数．

定理５证明完毕．
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［４］　犔犻犘，犢犪狀犵犆犆．犠犺犲狀犪狀犲狀狋犻狉犲犳狌狀犮狋犻狅狀犪狀犱犻狋狊犾犻狀犲犪狉

狆狅犾狔狀狅犿犻犪犾狊犺犪狉犲狋狑狅狏犪犾狌犲狊［犑］．犐犾犾犻狀狅犻狊犑狅狌狉狀犪犾狅犳

犕犪狋犺犲犿犪狋犻犮狊，２０００，４４（２）：３４９－３６２．

［５］　犣犺犪狀犵犑犔．犈狀狋犻狉犲犳狌狀犮狋犻狅狀狊狊犺犪狉犻狀犵犪狊犿犪犾犾犳狌狀犮狋犻狅狀

狑犻狋犺狋犺犲犻狉犱犲狉犻狏犪狋犻狏犲狊［犑］．犆狅犿狆狌狋犪狋犻狅狀犪犾犕犲狋犺狅犱狊犪狀犱

犉狌狀犮狋犻狅狀犜犺犲狅狉狔，２００９，９（２）：３７９－３８９．

［６］　犠犪狀犵犑，犔犻犡犕．犜犺犲狌狀犻狇狌犲狀犲狊狊狅犳犪狀犲狀狋犻狉犲犳狌狀犮狋犻狅狀

狊犺犪狉犻狀犵犪狊犿犪犾犾犲狀狋犻狉犲犳狌狀犮狋犻狅狀狑犻狋犺犻狋狊犱犲狉犻狏犪狋犻狏犲狊［犑］．

犑犕犪狋犺犃狀犪犾犃狆狆犾，２００９（３５４）：４７８－４８９．

［７］　犑犪狀犽犌，犕狌犲狊犈，犞狅犾犽犿犪狀犔．犕犲狉狅犿狅狉狆犺犲犳狌狀犽狋犻狅狀犲狀

犱犻犲犿犻狋犻犺狉犲狉犲狉狊狋犲狀狌狀犱狕狑犲犻狋犲狀犃犫犾犲犻狋狌狀犵犲犻狀犲狀

犲狀犱犾犻犮犺犲狀犠犲狉狋狋犲犻犾犲狀［犑］．犆狅犿狆犾犲狓犞犪狉犻犪犫犾犲狊犜犺犲狅狉狔

犪狀犱犃狆狆犾犐犮犪狋犻狅狀，１９８６，６（１）：５１－７１．

［８］　犔犻犘，犢犪狀犵 犆 犆．犝狀犻狇狌犲狀犲狊狊狋犺犲狅狉犲犿狊狅狀犲狀狋犻狉犲

犳狌狀犮狋犻狅狀狊犪狀犱狋犺犲犻狉犱犲狉犻狏犪狋犻狏犲狊［犑］．犑犕犪狋犺犃狀犪犾犃狆狆犾，

２００１，２５３（１）：５０－５７．

［９］　犠犪狀犵犑犘，犢犻犎犡．犈狀狋犻狉犲犳狌狀犮狋犻狅狀狊狋犺犪狋狊犺犪狉犲狅狀犲

狏犪犾狌犲犆犕狑犻狋犺犱犲狉犻狏犪狋犻狏犲狊［犑］．犑犕犪狋犺犃狆狆犾，２００３，２７７

（１）：１５５－１６３．

［１０］　犆犺犪狀犵犑犕，犉犪狀犵犕犔．犝狀犻狇狌犲狀犲狊狊狅犳犲狀狋犻狉犲犳狌狀犮狋犻狅狀狊

［犑］．犑犕犪狋犺犃狀犪犾犃狆狆犾，２００３，２８８（１）：９７－１１１．

［１１］　犆犺犪狀犵犑犕，犉犪狀犵犕犔．犈狀狋犻狉犲犳狌狀犮狋犻狅狀狊狋犺犪狋狊犺犪狉犲犪

狊犿犪犾犾犳狌狀犮狋犻狅狀狑犻狋犺狋犺犲犻狉犱犲狉犻狏犪狋犻狏犲狊［犑］．犆狅犿狆犾犲狓犞犪狉

犜犺犲狅狉狔犃狆狆犾，２００４，４９（１２）：８７１－８９５．

［１２］　犔犻犘，犠 犠 犑．犈狀狋犻狉犲犳狌狀犮狋犻狅狀狋犺犪狋狊犺犪狉犲犪狊犿犪犾犾

犳狌狀犮狋犻狅狀狑犻狋犺犻狋狊犱犲狉犻狏犪狋犻狏犲［犑］．犑犕犪狋犺犃狆狆犾，２００７，

３２８（１）：７４３－７５１．
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