
书书书

上海理工大学学报
　第３６卷　第５期 犑．犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔狅犳犛犺犪狀犵犺犪犻犳狅狉犛犮犻犲狀犮犲犪狀犱犜犲犮犺狀狅犾狅犵狔 犞狅犾．３６　犖狅．５　２０１４　

　　文章编号：１００７－６７３５（２０１４）０５－０４０９－０７ 犇犗犐：１０．１３２５５／犼．犮狀犽犻．犼狌狊狊狋．２０１４．０５．００１

　收稿日期：２０１３－０７－２１

　基金项目：国家自然科学基金资助项目（１１１７１２２０）；上海市教委科研创新基金重点资助项目（１０犣犣９３）

　第一作者：刘　帅（１９８７－），女，硕士研究生．研究方向：应用微分方程．犈犿犪犻犾：犾犻狌狊犺狌犪犻８７１０３０＠１６３．犮狅犿

　通讯作者：贾　梅（１９６３－），女，副教授．研究方向：应用微分方程．犈犿犪犻犾：犼犻犪犿犲犻狌狊狊狋＠１６３．犮狅犿

带积分边值条件的分数阶微分方程

解的存在性和唯一性

刘　帅，　贾　梅，　秦小娜
（上海理工大学 理学院，上海　２０００９３）

摘要：研究了一类带积分边值条件的分数阶微分方程边值问题解的存在性和唯一性，并利用

犛犮犺犪狌犱犲狉不动点定理以及压缩映像原理，得到了边值问题解的存在性及唯一性结论．
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１　问题的提出

在实际的研究中，许多数学和物理学问题都归

结为微分方程边值问题，如波动方程等，因此，学者

们对微分方程边值问题进行了大量研究，得到了许

多有意义的结论［１－２］．近年来，由于分数阶微分方程

在化学工程、热弹性力学以及人口动态等问题中得

到了很好的应用，受到人们的广泛关注［２－１６］．带积

分边界的分数阶微分方程边值问题更是成为最近几

年研究的热点问题，并且得到了许多的结论［４－９］．

本文研究在非线性项中含有分数阶导数的带有

积分边界条件的边值问题：

犇λ０＋狌（狋）＝犳（狋，狌（狋），犇σ０＋狌（狋））

α１狌（０）＋β１狌′（０）＝∫
１

０
犵１（狊）狌（狊）犱狊

α２狌（１）＋β２狌′（１）＝∫
１

０
犵２（狊）狌（狊）犱

烍

烌

烎
狊

（１）
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解的存在性和唯一性，其中，１＜λ≤２，０＜σ＜１且

λ－σ－１＞０，α１，α２，β１，β２∈犚，且δ＝α１α２＋

α１β２－α２β１≠０，犵１，犵２∈犔１（［０，１］，犚
＋），犇λ０＋，犇σ０＋

为犆犪狆狌狋狅导数．

在现有文献中，当边值问题（１）中的α１＝α２＝

１，β１＝β２＝０，∫
１

０
犵１（狊）狌（狊）犱狊＝σ∫

β

α
狌（狊）犱狊，

∫
１

０
犵２（狊）狌（狊）犱狊＝η∫

δ

γ
狌（狊）犱狊，其中，０＜α＜β＜

γ＜δ＜１，则边值问题（１）退化为了文献［１１］所研究

的问题，并且在文献［１１］中非线性项不含分数阶导

数；当α１＝β２＝１，β１＝α２＝０，犵１（狊）＝０，犵２（狊）＝

（１－狊）α－１

Γ（α）
时，退化为文献［１２］所研究的问题；当

边值条件退变为 β１ ＝ －β，犵１ （狊）狌 （狊）＝

犵（狊，狌（狊）），犵２（狊）狌（狊）＝犺（狊，狌（狊）），边界条件

系数非负时，则退化为文献［１３］所研究的问题．

从上面的分析可以看出，带积分边界条件的分

数阶微分方程的相关研究成果已经很多，文献［１３］

对边界条件中系数的符号进行了限制，而本文研究

的内容其系数具有任意性，是在文献［１３］的基础上

进一步的推广，更具有普遍性．

设狇＞
１

λ－１
，犳：［０，１］×犚×犚犚，称犳是犔狇－

犆犪狉犪狋犺犲狅犱狅狉狔函数，如果犳满足下列条件：

犪．对一切的狓，狔∈犚，犳（·，狓，狔）是［０，１］犚

可测函数；

犫．对几乎处处的狋∈［０，１］，犳（狋，·，·）是犚×

犚犚的连续函数；

犮．对所有的狉＞０，存在φ狉∈犔狇［０，１］，使得对

所有的 狓 ≤狉，狔 ≤狉和几乎处处的狋∈［０，１］，

都有 犳（狋，狓，狔）≤φ狉（狋）．

１

狆
＋
１

狇
＝１，如果狇＞

１

λ－１
，则（λ－２）狆＞－１．

本文所涉及到的犳 都是犔狇－犆犪狉犪狋犺犲狅犱狅狉狔

函数．

２　预备知识

定义１
［２］
　函数狔：［０，∞）犚的α阶积分定

义为

犐α０＋狔（狋）＝
１

Γ（α）∫
狋

０

（狋－狊）α－１狔（狊）犱狊

对任意的α＞０，右端积分在［０，∞）上逐点可积．

定义２
［２］
　函数狔：［０，∞）犚的α阶犆犪狆狌狋狅

型导数定义为

犇α０＋狔（狋）＝
１

Γ（狀－α）∫
狋

０

（狋－狊）狀－α－１狔
（狀）（狊）犱狊

其中，α＞０，α不为整数，右端积分在［０，∞）上逐点

可积，狀＝［α］＋１，［α］为不超过α的最大整数．当

α＞０，α为整数时，犇α０＋狔（狋）＝狔
（α）（狋）．

引理１
［３］
　阶数为α 的分数阶微分方程

犇α０＋狓（狋）＝０的一般解为

狓（狋）＝犮０＋犮１狋＋犮２狋２＋…＋犮狀－１狋
狀－１

其中，犮犻∈犚，犻＝０，１，２，…，狀－１，狀＝犿犻狀｛狕∈犣＋：

狕≥α｝．

记

犃１＝∫
１

０

α１狋－β１

δ
犵１（狋）犱狋

犃２＝∫
１

０

α１狋－β１

δ
犵２（狋）犱狋

犅１＝∫
１

０

α２＋β２－α２狋

δ
犵１（狋）犱狋

犅２＝∫
１

０

α２＋β２－α２狋

δ
犵２（狋）犱狋

ω＝１－犃２－犅１＋犃２犅１－犃１犅２

　　引理２　设狔∈犔狇［０，１］，且１＜λ≤２，０＜σ＜

１，则当ω≠０时，边值问题

犇λ０＋狌（狋）＝狔（狋）

α１狌（０）＋β１狌′（０）＝∫
１

０
犵１（狊）狌（狊）犱狊

α２狌（１）＋β２狌′（１）＝∫
１

０
犵２（狊）狌（狊）犱

烍

烌

烎
狊

（２）

有唯一解

狌（狋）＝∫
１

０
犌（狋，狊）狔（狊）犱狊＋∫

１

０
犎１（狋，狊）·

狔（狊）犱狊＋∫
１

０
犎２（狋，狊）狔（狊）犱狊 （３）

其中

犌（狋，狊）＝

（狋－狊）λ－１

Γ（λ）
＋
α２（β１－α１狋）

δΓ（λ）
（１－狊）λ－１，

　　　０≤狊≤狋≤１

α２β１－α１α２狋

δΓ（λ）
（１－狊）λ－１，

　　　０≤狋≤狊≤

烅

烄

烆 １

犎１（狋，狊）＝
１［（δω

（α２（犃２－１）＋α１犅２）·

　∫
１

０
犌（狉，狊）犵１（狉）犱狉＋（α１（１－犅１）－α２犃１）·

　∫
１

０
犌（狉，狊）犵２（狉）犱 ）狉狋＋

０１４
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　（（α２＋β２）（１－犃２）－β１犅２）·

　∫
１

０
犌（狉，狊）犵１（狉）犱狉＋（犃１（α２＋β２）－

　β１（１－犅１））∫
１

０
犌（狉，狊）犵２（狉）犱 ］狉

犎２（狋，狊）＝
β２（１－狊）λ－２

δ
２
Γ（λ－１）ω

·

［（　 （α２（犃２－１）＋α１犅２）∫
１

０

（β１－α１狉）犵１（狉）犱狉＋

　（α１（１－犅１）－α２犃１）∫
１

０

（β１－α１狉）犵２（狉）犱狉－

　α１ ）δω狋 （＋ δβ１ω （＋ （α２＋β２）（１－犃２）－β１犅２）·

　∫
１

０

（β１－α１狉）犵１（狉）犱狉＋（犃１（α２＋β２）－

　β１（１－犅１ ））∫
１

０

（β１－α１狉）犵２（狉）犱 ）］狉
　　证明　由犇λ０＋狌（狋）＝狔（狋），可得

狌（狋）＝犐λ０＋狔（狋）＋犮１＋犮２狋

狌′（狋）＝犐λ－１０＋ 狔（狋）＋犮２

　　将边界条件代入上式，得

犮１＝
１［δ （α２＋β２）∫

１

０
犵１（狊）狌（狊）犱狊－β１∫

１

０
犵２（狊）·

　　狌（狊）犱狊＋α２β１犐λ０＋狔（１）＋β１β２犐λ－
１

０
＋ 狔（１］）

犮２＝
１［δ －α２∫

１

０
犵１（狊）狌（狊）犱狊＋α１∫

１

０
犵２（狊）·

　　狌（狊）犱狊－α１α２犐λ０＋狔（１）－α１β２犐λ－
１

０
＋ 狔（１］）

所以

狌（狋）＝
１

Γ（λ）∫
狋

０

（狋－狊）λ－１狔（狊）犱狊＋

　
α２（β１－α１狋）

δΓ（λ）
·

　∫
１

０

（１－狊）λ－１狔（狊）犱狊＋
β２（β１－α１狋）

δΓ（λ－１）
·

　∫
１

０

（１－狊）λ－２狔（狊）犱狊＋
α２＋β２－α２狋

δ
·

　∫
１

０
犵１（狊）狌（狊）犱狊＋

α１狋－β１

δ ∫
１

０
犵２（狊）狌（狊）犱狊

　　令犌１（狋，狊）＝犌（狋，狊）＋犌２（狋，狊），其中，

犌２（狋，狊）＝
β１β２－α１β２狋

δΓ（λ－１）
（１－狊）λ－２．

整理得

狌（狋）＝∫
１

０
犌１（狋，狊）狔（狊）犱狊＋

α２＋β２－α２狋

δ
·

∫
１

０
犵１（狊）狌（狊）犱狊＋

α１狋－β１

δ ∫
１

０
犵２（狊）狌（狊）犱狊

上式两端分别乘以犵１（狋），犵２（狋），并从０～１积

分，得

∫
１

０
犵１（狊）狌（狊）犱狊＝

１（ω （１－犃２）·

　∫（
１

０∫
１

０
犌１（狉，狊）犵１（狉）犱 ）狉狔（狊）犱狊＋

　犃１∫
１

０∫
１

０
犌１（狉，狊）犵２（狉）犱（ ）狉狔（狊）犱 ）狊

∫
１

０
犵２（狊）狌（狊）犱狊＝

１［ω 犅２∫（
１

０∫
１

０
犌１（狉，狊）·

　犵１（狉）犱 ）狉狔（狊）犱狊＋（１－犅１）·
　∫

１

０∫
１

０
犌１（狉，狊）犵２（狉）犱（ ）狉狔（狊）犱 ］狊

　　经整理可得边值问题（２）的唯一解为式（３）

形式．

以下假设ω≠０．

由式（３）可得

犇σ０＋狌（狋）＝∫
１

０
犌σ（狋，狊）狔（狊）犱狊＋∫

１

０
犎σ１（狋，狊）·

　　　狔（狊）犱狊＋∫
１

０
犎σ２（狋，狊）狔（狊）犱狊

其中

犌σ（狋，狊）＝

（狋－狊）λ－σ－１

Γ（λ－σ）
－
α１α２狋

１－σ（１－狊）λ－１

δΓ（２－σ）Γ（λ）
，

　　　０≤狊≤狋≤１

－
α１α２狋

１－σ（１－狊）λ－１

δΓ（２－σ）Γ（λ）
，

　　　０≤狋≤狊≤

烅

烄

烆 １

犎σ１（狋，狊）＝
狋１－σ

δΓ（２－σ） （ω （α２（犃２－１）＋α１犅２）·

　∫
１

０
犌（狉，狊）犵１（狉）犱狉＋（α１（１－犅１）－α２犃１）·

　∫
１

０
犌（狉，狊）犵２（狉）犱 ）狉

犎σ２（狋，狊）＝
β２狋

１－σ（１－狊）λ－２

δ
２
Γ（２－σ）Γ（λ－１） （ω （α２（犃２－１）＋

　α１犅２）∫
１

０

（β１－α１狉）犵１（狉）犱狉＋（α１（１－犅１）－

　α２犃１）∫
１

０

（β１－α１狉）犵２（狉）犱狉－α１ ）δω
　　引理３　犌，犌σ，犎１，犎σ１在狋，狊∈［０，１］上是连

续且有界的．

借助引理３的结论，为研究问题方便起见，作如
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下记号：

犕 ＝ 犿犪狓
狋，狊∈［０，１］

犌（狋，狊），犕σ＝ 犿犪狓
狋，狊∈［０，１］

犌σ（狋，狊）

ρ１＝∫
１

０
犵１（狉）犱狉，　ρ２＝∫

１

０
狉犵１（狉）犱狉

ρ３＝∫
１

０
犵２（狉）犱狉，　ρ４＝∫

１

０
狉犵２（狉）犱狉

犖１＝
１

δω
［犕ρ１（α２（犃２－１）＋α１犅２ ＋

　 （α２＋β２）（１－犃２）－β１犅２ ）＋

　犕ρ３（α１（１－犅１）－α２犃１ ＋

　 犃１（α２＋β２）－β１（１－犅１））］

犖２＝
β２

δ
２
Γ（λ－１）ω

［（α２（犃２－１）＋α１犅２ ＋

　 （α２＋β２）（１－犃２）－β１犅２ ）β１ρ１－α１ρ２ ＋

　（α１（１－犅１）－α２犃１ ＋ 犃１（α２＋β２）－

　β１（１－犅１））β１ρ３－α１ρ４ ＋

　（δα１ ＋ δβ１ ）ω ］

犖σ１＝
犕

Γ（２－σ）δω
（α２（犃２－１）＋

　α１犅２ ρ１＋ α１（１－犅１）－α２犃１ ρ３）

犖σ２＝
β２

δ
２
Γ（２－σ）Γ（λ－１）ω

（（α２（犃２－１）＋

　α１犅２）（β１ρ１－α１ρ２）＋ （α１（１－犅１）－

　α２犃１）（β１ρ３－α１ρ４）＋ α１δω ）

　　记犡＝｛狌｜狌∈犆［０，１］，犇σ０＋狌∈犆［０，１］｝，定义

范数‖狌‖ ｛＝犿犪狓 犿犪狓
狋∈［０，１］

狌（狋），犿犪狓
狋∈［０，１］

犇σ０＋狌（狋 ｝） ，

则犡为犅犪狀犪犮犺空间．

定义算子　犜：犡犡，

犜狌（狋）＝∫
１

０
犌（狋，狊）犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊＋

　∫
１

０
犎１（狋，狊）犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊＋

　∫
１

０
犎２（狋，狊）犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊

则

犇σ０＋犜狌（狋）＝∫
１

０
犌σ（狋，狊）犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊＋

　∫
１

０
犎σ１（狋，狊）犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊＋

　∫
１

０
犎σ２（狋，狊）犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊

　　引理４　设犳是犔狇－犆犪狉犪狋犺犲狅犱狅狉狔函数，则

犜：犡犡是全连续的．

证明　犪．犜为连续的．

设｛狌狀｝犡，狌∈犡，满足当狀∞时，‖狌狀－

狌‖０．因此，对犪．犲．狊∈［０，１］，有

犾犻犿
狀∞
犳（狊，狌狀（狊），犇σ０＋狌狀（狊））＝犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））

且存在狉＞０，使得‖狌狀‖≤狉，‖狌‖≤狉，因此，对

任意的狊∈［０，１］，狌狀（狊）≤狉，犇σ０＋狌狀（狊）≤狉，

此时存在φ狉∈犔狇［０，１］，对犪．犲．狊∈［０，１］，有

犳（狊，狌狀（狊），犇σ０＋狌狀（狊））≤φ狉（狊）

　　结合犎犾犱犲狉不等式，可得

∫
１

０

（１－狊）λ－２φ狉（狊）犱狊≤∫
１

０

（１－狊）
（λ－２）狆犱（ ）狊

１

狆
·

　∫
１

０
φ狉（狊（ ））狇犱（ ）狊

１

狇

＝（（λ－２）狆＋１）－
１

狆‖φ狉‖犔
狇

　　因此，对任意的狋∈［０，１］，

∫
１

０
犎２（狋，狊）犳（狊，狌狀（狊），犇σ０＋狌狀（狊））犱狊 ＜∞

∫
１

０
犎σ２（狋，狊）犳（狊，狌狀（狊），犇σ０＋狌狀（狊））犱狊 ＜∞

　　注意到引理３，由勒贝格控制收敛定理得

犾犻犿
狀∞
犜狌狀（狋）＝犾犻犿

狀∞［∫
１

０
犌（狋，狊）犳（狊，狌狀（狊），

　犇σ０＋狌狀（狊））犱狊＋∫
１

０
犎１（狋，狊）犳（狊，狌狀（狊），

　犇σ０＋狌狀（狊））犱狊＋

　∫
１

０
犎２（狋，狊）犳（狊，狌狀（狊），犇σ０＋狌狀（狊））犱 ］狊 ＝

　∫
１

０
犌（狋，狊）犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊＋

　∫
１

０
犎１（狋，狊）犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊＋

　∫
１

０
犎２（狋，狊）犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊

犾犻犿
狀∞
犇σ０＋犜狌狀（狋）＝犾犻犿

狀∞［∫
１

０
犌σ（狋，狊）犳（狊，狌狀（狊），

　犇σ０＋狌狀（狊））犱狊＋∫
１

０
犎σ１（狋，狊）犳（狊，狌狀（狊），

　犇σ０＋狌狀（狊））犱狊＋

　∫
１

０
犎σ２（狋，狊）犳（狊，狌狀（狊），犇σ０＋狌狀（狊））犱 ］狊 ＝

　∫
１

０
犌σ（狋，狊）犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊＋

　∫
１

０
犎σ１（狋，狊）犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊＋

　∫
１

０
犎σ２（狋，狊）犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊

所以，‖犜狌狀－犜狌‖０（狀∞）．故犜：犡犡是

连续的．

犫．犜：犡犡是相对紧的．

设Ω犡是任一有界集，则存在狉＞０，使得当
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狌∈Ω时，有‖狌‖≤狉．因此，对任意的狊∈［０，１］，

狌（狊）≤狉，犇σ０＋狌（狊）≤狉，故存在φ狉∈犔狇［０，

１］，使得对任意的狌∈Ω，有

犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））≤φ狉（狊），犪．犲．狊∈［０，１］

　　结合式（４），可得

犜狌（狋）≤∫
１

０
犌（狋，狊） 犳（狊，狌（狊），

　犇σ０＋狌（狊））犱狊＋∫
１

０
犎１（狋，狊） 犳（狊，狌（狊），

　犇σ０＋狌（狊））犱狊＋∫
１

０
犎２（狋，狊） 犳（狊，狌（狊），

　犇σ０＋狌（狊））犱狊≤ 犕 ‖φ狉‖犔狇 ＋犖１‖φ狉‖犔狇 ＋

　犖２（狆（λ－２）＋１）－
１

狆 ‖φ狉‖犔
狇 ≤

　（犕＋犖１＋犖２（狆（λ－２）＋１）－
１

狆）‖φ狉‖犔
狇

　　另一方面，

犇σ０＋犜狌（狋）≤∫
１

０
犌σ（狋，狊）·

　 犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊＋

　∫
１

０
犎σ１（狋，狊） 犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊＋

　∫
１

０
犎σ２（狋，狊） 犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊≤

　（犕σ＋犖σ１＋犖σ２（狆（λ－２）＋１）
－
１

狆）‖φ狉‖犔
狇

所以，犜（Ω）是一致有界的．记

犙＝ β２ （（α２（犃２－１）＋α１犅２）（β１ρ１－α１ρ２）＋
（α１（１－犅１）－α２犃１）（β１ρ３－α１ρ４）＋ δα１ω ）

　　由于犌，犌σ，犎１，犎σ１在［０，１］×［０，１］上连续，

所以，必一致连续．因此，对任意ε＞０，存在

０＜δ１＜ ｛犿犻狀
δ
２
Γ（λ－１）ωε

３犙（（λ－２）狆＋１）－
１

狆‖φ狉‖犔
狇

，

ε

３犖σ２（（λ－２）狆＋１）
－
１

狆‖φ狉‖犔
｝

狇

当狋１，狋２，狊∈［０，１］且 狋１－狋２ ＜δ１时，有

犌１（狋２，狊）－犌１（狋１，狊）＜
ε

３‖φ狉‖犔
狇

犌σ（狋２，狊）－犌σ（狋１，狊）＜
ε

３‖φ狉‖犔
狇

犎１（狋２，狊）－犎１（狋１，狊）＜
ε

３‖φ狉‖犔
狇

犎σ１（狋２，狊）－犎σ１（狋１，狊）＜
ε

３‖φ狉‖犔
狇

狋１－σ１ －狋
１－σ
２ ＜

ε

３犖σ２（（λ－２）狆＋１）
－
１

狆‖φ狉‖犔
狇

则任取狌∈Ω，狋１＜狋２，狊∈［０，１］，结合式（４）可得

犜狌（狋２）－犜狌（狋１）≤∫
１

０
犌（狋２，狊）－犌（狋１，狊）·

　 犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊＋

　∫
１

０
犎１（狋２，狊）－犎１（狋１，狊）·

　 犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊＋

　∫
１

０
犎２（狋２，狊）－犎２（狋１，狊）·

　 犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊＜

　
２ε

３
＋

δ
２
Γ（λ－１）ωε

３犙（（λ－２）狆＋１）－
１

狆‖φ狉‖犔
狇

·

　∫
１

０

犙

δ
２
Γ（λ－１）ω

（１－狊）λ－２φ狉（狊）犱狊＜ε

　　另一方面，

犇σ０＋犜狌（狋２）－犇σ０＋犜狌（狋１）≤∫
１

０
犌σ（狋２，狊）－

　犌σ（狋１，狊） 犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊＋

　∫
１

０
犎σ１（狋２，狊）－犎σ１（狋１，狊）·

　 犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊＋

　∫
１

０
犎σ２（狋２，狊）－犎σ２（狋１，狊）·

　 犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊＜

　
２ε

３
＋

ε

３犖σ２（（λ－２）狆＋１）
－
１

狆‖φ狉‖犔
狇

·

　∫
１

０
犖σ２（１－狊）λ

－２φ狉（狊）犱狊＜ε

故当 狋２－狋１ ＜δ１时，‖犜狌（狋２）－犜狌（狋１）‖＜ε，

犜（Ω）即等度连续．

由犃狊犮狅犾犾犻犃狉狕犲犾犪定理可知，犜相对紧．

综上所述，犜：犡犡是全连续的．

３　解的存在性定理

假设：（犎１）存在函数狆１，狆２，狆３∈犔狇（［０，１］，

犚＋），使得当狋∈［０，１］，狓，狔∈犚时，有

犳（狋，狓，狔）≤狆１（狋）＋狆２（狋）狓 ＋狆３（狋）狔

　　（犎２）存在函数狆１，狆２，狆３∈犔狇（［０，１］，犚
＋），

０＜κ＜１，使得当狋∈［０，１］，狓，狔∈犚时，有

犳（狋，狓，狔）≤狆１（狋）＋狆２（狋）狓 κ＋狆３（狋）狔 κ

　　（犎３）存在函数狆２，狆３∈犔狇（［０，１］，犚
＋），κ＞

１，使得当狋∈［０，１］，狓，狔∈犚时，有

犳（狋，狓，狔）≤狆２（狋）狓 κ＋狆３（狋）狔 κ

　　记狆

１＝‖狆１‖犔狇，狆


２＝‖狆２‖犔狇，狆


３＝‖狆３‖犔狇．

定理１　设犳是犔狇－犆犪狉犪狋犺犲狅犱狅狉狔函数，且满
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足（犎１），若

（犕＋犖１＋犖２（狆（λ－２）＋１）－
１

狆）（狆２ ＋狆３）＜１

（犕σ＋犖σ１＋犖σ２（狆（λ－２）＋１）
－
１

狆）（狆２＋狆３）＜１

则边值问题（１）在犡中至少存在１个有界解．

证明　取

狉≥ ｛犿犪狓
（犕＋犖１＋犖２（狆（λ－２）＋１）

－
１

狆）狆

１

１－（犕＋犖１＋犖２（狆（λ－２）＋１）
－

１

狆）（狆

２＋狆


３）
，

（犕σ＋犖σ１＋犖σ２（狆（λ－２）＋１）
－

１

狆）狆

１

１－（犕σ＋犖σ１＋犖σ２（狆（λ－２）＋１）
－

１

狆）（狆

２＋狆


３
｝）

　　考虑犅狉＝｛狌∈犡：‖狌‖≤狉｝，有

犜狌（狋）≤∫
１

０
犌（狋，狊） 犳（狊，狌（狊），

　犇σ０＋狌（狊））犱狊＋

　∫
１

０
犎１（狋，狊） 犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊＋

　∫
１

０
犎２（狋，狊） 犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊≤

　（犕＋犖１＋犖２（狆（λ－２）＋１）－
１

狆）·

　（狆１ ＋狆２狉＋狆３狉）≤狉

犇σ０＋犜狌（狋）≤∫
１

０
犌σ（狋，狊） 犳（狊，狌（狊），

　犇σ０＋狌（狊））犱狊＋

　∫
１

０
犎σ１（狋，狊） 犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊＋

　∫
１

０
犎σ２（狋，狊） 犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊≤

　（犕σ＋犖σ１＋犖σ２（狆（λ－２）＋１）
－
１

狆）·

　（狆１ ＋狆２狉＋狆３狉）≤狉

所以，‖犜狌‖≤狉．故有犜（犅狉）犅狉．

由引理４可知，犜 为全连续的．根据犛犮犺犪狌犱犲狉

不动点定理可知，犜在犅狉中至少存在１个不动点．

故边值问题（１）在犡中至少存在１个有界解．

定理２　设犳是犔狇－犆犪狉犪狋犺犲狅犱狅狉狔函数，且满

足（犎２），则边值问题（１）在犡 中至少存在１个有

界解．

证明　取

狉≥ ｛犿犪狓 ２（犕＋犖１＋犖２（狆（λ－２）＋１）－
１

狆）狆１，

　２（犕σ＋犖σ１＋犖σ２（狆（λ－２）＋１）
－
１

狆）狆１，

　（２（犕σ＋犖σ１＋犖σ２（狆（λ－２）＋１）
－
１

狆）·

　（狆２ ＋狆３））
１

１－κ，

　（２（犕＋犖１＋犖２（狆（λ－２）＋１）－
１

狆）·

　（狆２ ＋狆３））
１

１－ ｝κ

　　考虑犅狉＝｛狌∈犡：‖狌‖≤狉｝，有

犜狌（狋）≤∫
１

０
犌（狋，狊） 犳（狊，狌（狊），

　犇σ０＋狌（狊））犱狊＋

　∫
１

０
犎１（狋，狊） 犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊＋

　∫
１

０
犎２（狋，狊） 犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊≤

　（犕＋犖１＋犖２（狆（λ－２）＋１）－
１

狆）·

　（狆１ ＋狆２狉κ＋狆３狉κ）≤狉

犇σ０＋犜狌（狋）≤∫
１

０
犌σ（狋，狊） 犳（狊，狌（狊），

　犇σ０＋狌（狊））犱狊＋

　∫
１

０
犎σ１（狋，狊） 犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊＋

　∫
１

０
犎σ２（狋，狊） 犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊≤

　（犕σ＋犖σ１＋犖σ２（狆（λ－２）＋１）
－
１

狆）·

　（狆１ ＋狆１狉κ＋狆３狉κ）≤狉

所以，‖犜狌‖≤狉．故有犜（犅狉）犅狉．

由引理４可知，犜 为全连续的．根据犛犮犺犪狌犱犲狉

不动点定理可知，犜在犅狉中至少存在１个不动点．

故边值问题（１）在犡中至少存在１个有界解．

定理３　设犳是犔狇－犆犪狉犪狋犺犲狅犱狅狉狔函数，且满

足（犎３），则边值问题（１）在犡 中至少存在１个有

界解．

证明　取

０＜狉≤ ｛［（犿犻狀 犕＋犖１＋犖２（狆（λ－２）＋１）－
１

）狆 ·

　（狆２ ＋狆３ ］）
１

１－κ，

［（　 犕σ＋犖σ１＋犖σ２（狆（λ－２）＋１）
－
１

）狆 ·

　（狆２ ＋狆３ ］）
１

１－ ｝κ

　　考虑犅狉＝｛狌∈犡：‖狌‖≤狉｝，有

犜狌（狋）≤∫
１

０
犌（狋，狊） 犳（狊，狌（狊），

　犇σ０＋狌（狊））犱狊＋

　∫
１

０
犎１（狋，狊） 犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊＋

　∫
１

０
犎２（狋，狊） 犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊≤

　（犕＋犖１＋犖２（狆（λ－２）＋１）－
１

狆）·

　（狆２狉κ＋狆３狉κ）≤狉，

犇σ０＋犜狌（狋）≤∫
１

０
犌σ（狋，狊） 犳（狊，狌（狊），

　犇σ０＋狌（狊））犱狊＋

　∫
１

０
犎σ１（狋，狊） 犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊＋

４１４
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　∫
１

０
犎σ２（狋，狊） 犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））犱狊≤

　（犕σ＋犖σ１＋犖σ２（狆（λ－２）＋１）
－
１

狆）·

　（狆２狉κ＋狆３狉κ）≤狉

所以，‖犜狌‖≤狉．故有犜（犅狉）犅狉．

由引理４可知，犜 为全连续的．根据犛犮犺犪狌犱犲狉

不动点定理可知，犜在犅狉中至少存在１个不动点．

故边值问题（１）在犡中至少存在１个有界解．

４　解的唯一性定理

记γ＝犿犪狓｛（犕＋犖１＋犖２（狆（λ－２）＋１）
－
１

狆），

（犕σ＋犖σ１＋犖σ２（狆（λ－２）＋１）
－
１

狆）｝（犺１ ＋犺２），其

中，犺１ ＝‖犺１‖犔
狇
，犺２ ＝‖犺２‖犔

狇
．记

（犎４）存在函数犺１，犺２∈犔狇（［０，１］，犚
＋），使得

对所有的狓，狔，狓
—，狔

—
∈犚及狋∈［０，１］有

犳（狋，狓，狓
—）－犳（狋，狔，狔

—）≤

　　犺１（狋）狓－狔 ＋犺２ 狓
—
－狔

—

　　定理４　若（犎４）成立，且０＜γ＜１，则边值问题

（１）有唯一解．

证明　任取狌，狏∈犡，对狋∈［０，１］有

犜狌（狋）－犜狏（狋）≤∫
１

０
犌（狋，狊） 犳（狊，狌（狊），

　犇σ０＋狌（狊））－犳（狊，狏（狊），犇σ０＋狏（狊））犱狊＋

　∫
１

０
犎１（狋，狊） 犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））－

　犳（狊，狏（狊），犇σ０＋狏（狊））犱狊＋

　∫
１

０
犎２（狋，狊） 犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））－犳（狊，狏（狊），

　犇σ０＋狏（狊））犱狊≤（（犕＋犖１）（犺１ ＋犺２）＋

　∫
１

０
犖２（１－狊）λ－２（犺１（狊）＋犺２（狊））犱狊）·

　‖狌－狏‖≤（犕＋犖１＋犖２（狆（λ－２）＋１）
－
１

狆）·

　（犺１ ＋犺２）‖狌－狏‖

　　另一方面，

犇σ０＋犜狌（狋）－犇σ０＋犜狏 ≤∫
１

０
犌σ（狋，狊）·　

　 犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））－犳（狊，狏（狊），　

　犇σ０＋狏（狊））犱狊＋∫
１

０
犎σ１（狋，狊）·

　 犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））－犳（狊，狏（狊），

　犇σ０＋狏（狊））犱狊＋∫
１

０
犎σ２（狋，狊）·

　 犳（狊，狌（狊），犇σ０＋狌（狊））－犳（狊，狏（狊），

　犇σ０＋狏（狊））犱狊≤（（犕＋犖１）（犺１ ＋犺２）＋

　∫
１

０
犖σ２（１－狊）λ

－２（犺１（狊）＋犺２（狊））犱狊）‖狌－狏‖≤

　（犕σ＋犖σ１＋犖σ２（狆（λ－２）＋１）
－
１

狆）·

　（犺１ ＋犺２）‖狌－狏‖

所以，‖犜狌－犜狏‖≤γ‖狌－狏‖，由于０＜γ＜１，

根据压缩映像原理可知，犜 在犡 中存在唯一不

动点．

故边值问题（１）在犡中有唯一解．
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这种不变量在各自的经济系统有独立的对称变换，

但通过特定的“联络”［５］，可以传递到对方．

本文论证了犌犇犘（以效用测度的劳动价值量）

是商品经济最基本的不变量，由此可以进一步演绎

出机会成本的守恒，以及机会成本不等式的“补偿

势”，从而可以引进商品经济系统的“补偿场”（犆

场）［１］．

参考文献：

［１］　奚宁．规范场理论的扩展研究———犃场→犅场→犆场

［犑］．上海理工大学学报，２０１３，３５（４）：３２５－３２８．

［２］　戴元本．相互作用的规范理论［犕］．２版．北京：科学出

版社，２００５．

［３］　犛犮狅狋狋犠犚．犌狉狅狌狆狋犺犲狅狉狔［犕］．犖犲狑 犢狅狉犽：犇狅狏犲狉

犘狌犫犾犻犮犪狋犻狅狀狊，１９８７．

［４］　犢犪狀犵犆犖，犕犻犾犾狊犚犔．犆狅狀狊犲狉狏犪狋犻狅狀狅犳犻狊狅狋狅狆犻犮狊狆犻狀犪狀犱

犻狊狅狋狅狆犻犮犵犪狌犵犲犻狀狏犪狉犻犪狀犮犲［犑］．犘犺狔狊犻犮犪犾犚犲狏犻犲狑，１９５４，

９６（１）：１９１－１９５．

［５］　李华钟．规范场理论和金融市场模型［犑］．物理，２００６，

３５（９）：７４０－７４９．

（编辑：丁红艺

櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅

）

（上接第４１５页）

［１１］　犃犺犿犪犱犅，犖狋狅狌狔犪狊犛犓．犈狓犻狊狋犲狀犮犲狉犲狊狌犾狋狊犳狅狉狀狅狀犾狅犮犪犾

犫狅狌狀犱犪狉狔狏犪犾狌犲狆狉狅犫犾犲犿狊狅犳犳狉犪犮狋犻狅狀犪犾犱犻犳犳犲狉犲狀狋犻犪犾

犲狇狌犪狋犻狅狀狊犪狀犱犻狀犮犾狌狊犻狅狀狊狑犻狋犺狊狋狉犻狆犮狅狀犱犻狋犻狅狀狊［犑］．

犅狅狌狀犱犪狉狔犞犪犾狌犲犘狉狅犫犾犲犿狊（犛狆狉犻狀犵犲狉），２０１２：５５．

［１２］　犌狌犲狕犪狀犲犔犪犽狅狌犱犃，犓犺犪犾犱犻犚．犛狅犾狏犪犫犻犾犻狋狔狅犳犪犳狉犪犮狋犻狅狀犪犾

犫狅狌狀犱犪狉狔 狏犪犾狌犲 狆狉狅犫犾犲犿 狑犻狋犺 犳狉犪犮狋犻狅狀犪犾犻狀狋犲犵狉犪犾

犮狅狀犱犻狋犻狅狀［犑］．犖狅狀犾犻狀犲犪狉犃狀犪犾狔狊犻狊：犜犺犲狅狉狔犕犲狋犺狅犱牔

犃狆狆犾犻犮犪狋犻狅狀狊，２０１２，７５（４）：２６９２－２７００．

［１３］　犓犺犪狀犚犃，犚犲犺犿犪狀犕 犝，犎犲狀犱犲狉狊狅狀犑．犈狓犻狊狋犲狀犮犲犪狀犱

狌狀犻狇狌犲狀犲狊狊狅犳狊狅犾狌狋犻狅狀狊犳狅狉狀狅狀犾犻狀犲犪狉犳狉犪犮狋犻狅狀犪犾犱犻犳犳犲狉犲狀狋犻犪犾

犲狇狌犪狋犻狅狀狊狑犻狋犺犻狀狋犲犵狉犪犾犫狅狌狀犱犪狉狔犮狅狀犱犻狋犻狅狀狊［犑］．犉狉犪犮狋犻狅狀犪犾

犇犻犳犳犲狉犲狀狋犻犪犾犆犪犾犮狌犾狌狊，２０１１，１（１）：２９－４３．

［１４］　窦丽霞，刘锡平，金京福，等．分数阶积分微分方程多

点边值问题解的存在性和唯一性［犑］．上海理工大学

学报，２０１２，３４（１）：５１－５５．

［１５］　王淑，贾梅，祁卫杰．非线性项变号的分数阶微分方程

边值问题正解的存在性［犑］．上海理工大学学报，

２０１３，３５（１）：１－６．

［１６］　犉犲狀犵犕犙，犣犺犪狀犵犡犕，犌犲犠犌．犖犲狑犲狓犻狊狋犲狀犮犲狉犲狊狌犾狋狊

犳狅狉 犺犻犵犺犲狉狅狉犱犲狉 狀狅狀犾犻狀犲犪狉 犳狉犪犮狋犻狅狀犪犾 犱犻犳犳犲狉犲狀狋犻犪犾

犲狇狌犪狋犻狅狀 狑犻狋犺犻狀狋犲犵狉犪犾犫狅狌狀犱犪狉狔 犮狅狀犱犻狋犻狅狀狊［犑］．

犅狅狌狀犱犪狉狔犞犪犾狌犲犘狉狅犫犾犲犿狊（犎犻狀犱犪狑犻），２０１１：７２０７０２．

（编辑：石　瑛）

２４４


