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基于近似对冲的亚式期权定价模型与实证分析
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摘要：考虑了标的股票的价格服从跳 扩散过程的亚式定价问题．利用无套利原理和广义犐狋狅^公式，

运用近似对冲跳跃风险的方法，建立了跳 扩散过程中算术平均亚式期权的定价模型．然后，通过变

量代换，将超抛物型偏微分方程变为一般抛物型方程，基于半离散化方法，给出了基于半离散化的

差分求解方法，并且对差分格式的稳定性和误差进行了分析．最后，以北欧电力交易所曾经交易过

的亚式期权为例，对亚式期权定价进行了实证分析．
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　第５期 袁国军，等：基于近似对冲的亚式期权定价模型与实证分析 　

　　亚式期权是目前犗犜犆（柜台交易）市场上最受

投资者欢迎的金融衍生产品，其最早是由美国银行

家信托公司（犅犪狀犽犲狉狊犜狉狌狊狋）于２０世纪９０年代在日

本东京推出，故称为亚式期权．最初设计开发亚式期

权的目的是用于防止市场上的操纵行为，尤其是期

权到期前的操纵行为．后来，针对法人治理结构下现

代公司的“内部人控制”问题，引入了亚式期权，对公

司经理人采用基于亚式期权的经理人激励机制，较

好地解决了“内部人控制”问题．与欧式期权相比，亚

式期权不但具有套期保值的功能，而且还具有价格

便宜、可以尽可能减少市场操纵和内幕交易的优点．

因此，关于亚式期权的研究成为企业界和理论界的

热点问题之一．

亚式期权实际上是一种路径相依期权，期权到

期日的收益依赖于部分或整个期权有效期内标的资

产所经历的价格的平均值．交割价以几何平均和算

术平均最为常见．犆狅狓等
［１］首次给予亚式期权定价

方法，通过引入路径相依变量，给出了亚式期权定价

的二叉树方法．犅犪狉狉犪狇狌犪狀犱
［２］给出了二叉树方法修

正的前移打靶格子方法．基于交易账户的思想，

犛犺狉犲狏犲等
［３］通过对标的证券的自融资交易复制期

权对亚式期权进行定价．犎狅狅犵犾犪狀犱等
［４］采用半解析

的方法来处理标的证券支付红利的亚式期权定价问

题．另外，亚式期权的定价方法还有：基于偏微分方

程求解法［５－６］、犕狅狀狋犲犆犪狉犾狅模拟法
［７］、傅里叶变换

法［８］、近似解析法［９］和上下界法［１０］等．

然而，上述关于亚式期权的定价方法都是基于

标的资产的价格服从几何布朗运动给出的，只适用

于资产价格的连续变化情况．但在金融实践中，一些

重大信息的到达会对标的资产的价格变化造成剧烈

的波动，出现大幅的跳跃现象．因此，几何布朗运动

不能很好地刻画资产价格的变化情况，尤其是跳跃

现象．犕犲狉狋狅狀
［１１］首次用犘狅犻狊狊狅狀过程来刻画价格的

跳跃现象，假设标的资产的价格服从犘狅犻狊狊狅狀跳 扩

散过程．犎犪犾犾狌犻狀等
［１２］研究了跳 扩散模型中具有固

定执行价格的亚式期权定价问题．犉狌狊犪犻等
［１３］对

犔犲狏狔过程下的离散亚式期权的定价进行了研究，并

且给出了几何平均亚式期权的傅里叶变换形式的封

闭解和算术平均亚式期权的递归算法．犆犺狅狌等
［１４］

研究了跳 扩散模型中的亚式期权定价问题，得到了

类似于犅犛模型中的亚式期权价格的封闭解，推广

了连续情形下的犅犛模型．犓犻犿等
［１５］运用二叉树方

法给跳 扩散模型中亚式期权进行定价，并且讨论了

二叉树方法的收敛性．犎狌犫犪犾犲犽等
［１６］在标的资产价

格同时具有随机波动率和跳跃的假设下，给出了几

何平均亚式期权价格的半显式公式．刘宣会等
［１７］分

别在完全市场与不完全市场上，通过选择账户折算

变换与复制，将跳 扩散模型中一种算术平均亚式期

权定价问题简化为一种类似欧式期权的定价问题，

然后运用犕犲狉狋狅狀对冲风险方法得到了原亚式期权

的定价和套期保值策略．张静等
［１８］讨论了跳跃－扩

散模型下亚式期权的定价问题，得到了具有固定执

行价格算术平均亚式期权的价格下界公式，并且通

过数值计算验证了该下界公式可以作为亚式期权定

价的近似公式．孔文涛等
［１９］运用总体最小二乘拟蒙

特卡洛方法为带跳市场中随机利率下的美式－亚式

期权定价，并将得到的定价结果和不带跳市场中的

美式－亚式期权的价格进行了比较．韩响楠等
［２０］在

标的资产价格服从跳 扩散过程的假设下，给出了具

有固定执行价格亚式期权和浮动执行价格亚式期权

价格的一个下界．魏正元
［２１］在跳跃－扩散过程模型

限定下，运用犐狋犛犽狅狉狅犺狅犱微分公式和等价鞅测度

变换，得到了欧式加权几何平均亚式期权封闭形式

的解析定价公式．

尽管犅犾犪犮犽犛犮犺狅犾犲与犕犲狉狋狅狀模型已成功应用

到金融市场，但是近来经验研究表明：在刻画资产价

格波动上，它们与实际还存在较大偏差．主要表现

为：犪．跳风险是不容忽视的，可能蕴涵了某种重要的

经济现象；犫．资产收益分布可能具有非对称、尖峰厚

尾特征以及“隐含波动率微笑”．近几十年来，很多研

究都是通过解释犅犾犪犮犽犛犮犺狅犾犲狊模型的这两个缺陷

来修正犅犾犪犮犽犛犮犺狅犾犲狊公式，但是这些模型也没能很

好地体现资产收益的尖峰厚尾和非对称特征，特别

是尖峰厚尾特征．犓狅狌
［２２］的研究发现，已有的跳 扩

散模型不能很好地反映金融市场的实际情况，于是

他提出了一种新的跳 扩散模型，认为跳跃的密度函

数服从双指数分布．该模型最主要的特点就是能产

生一个尖峰厚尾分布，双指数跳 扩散模型能够很好

地体现资产收益的经验特征：尖峰厚尾特征和期权

定价中的“波动率微笑”．犓狅狌等应用均衡理论，研究

了双指数跳 扩散过程下的期权定价问题，分别得到

了标准欧式期权定价公式、美式期权近似定价公式

和几种路径依赖型期权的定价公式．犘犪狉犽
［２３］讨论了

双指数跳 扩散模型中回望期权二叉树方法的收敛

性问题；邓国和等［２４－２５］分别研究了连续支付红利的

双指数跳 扩散模型中美式两值现金或无看涨期权

的定价问题和犆犐犚随机波动率与犓狅狌双指数跳 扩

散组合模型的美式期权函数及最佳实施边界的

７１４
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性质．

目前文献中关于跳 扩散模型中期权定价采用

的方法主要有：鞅方法、随机微分方程法、一般均衡

理论法和犕犲狉狋狅狀对冲法等．但犕犲狉狋狅狀对冲法只是

对冲犅狉狅狑狀运动的风险，对犘狅犻狊狊狅狀跳跃通常采用

取其期望的方法．跳跃行为发生的频率虽然很小，然

而一旦发生，将会对股票、债券及金融衍生产品市场

产生巨大的冲击．历史上股票市场上多次崩盘事件

的发生均是由股票价格的向下大幅剧烈波动造成

的．所以，在跳 扩散期权定价模型中，跳跃部分的风

险必须给予高度的重视，尽量考虑到跳跃风险对期

权价格的影响．因此，本文采用近似对冲跳跃风险的

方法，并且运用证券组合技术和无套利原理建立了

标的资产价格服从犓狅狌跳 扩散过程的算术平均亚

式期权的定价模型，并且讨论了该定价模型的数值

解法及其稳定性和误差等问题．

１　基于近似对冲跳跃风险的亚式期权

定价模型

　　设犛狋为一个风险资产的价格过程，在给定的

概率空间（Ω，犉，犘）中，满足下列随机微分方程

犱犛（狋）

犛（狋－）
＝（狉－λζ）犱狋＋σ犱犠（狋）＋

　　犱∑
犖（狋）

犻＝１

犡（ ）犻 （１）

式中，无风险利率狉、波动率方差σ２ 为常数；ζ＝

犈［犡犻］；犠（狋）是一个标准犅狉狅狑狀犻犪狀运动；犖（狋）是

跳跃强度为λ的犘狅犻狊狊狅狀过程；犠（狋），犖（狋），｛犡犻｝

相互独立，且｛犡犻｝是独立同分布的随机变量，具有

对数双指数密度函数

犳（狓）＝
狆α１狓

－α１－１， 狓≥１

狇α２狓
α２－１， 狓＜

烅
烄

烆 １
（２）

式中，α１，α２ 分别为两个指数分布的参数，且α１＞

１；狆，狇分别为价格向上跳跃和向下跳跃的概率，且

狆＋狇＝１．

设期权的有效期为犜，对于任意时刻０≤狋≤

犜，期权的价格犞 是标的资产价格犛、路径变量犑

和时间狋的函数，记为犞＝犞（犛（狋），犑，狋）．期权卖

出方在狋时刻持有Δ份风险资产，以期对冲在期权

到期日犜时刻损失犞＝犞（犛，犑，犜）的风险，即花费

了Δ犛，于是在狋时刻该组合的价值为

Π狋 ＝犞（犛（狋），犑，狋）－Δ犛 （３）

到狋＋犱狋时刻，其价值变为

Π狋＋犱狋 ＝犞（犛（狋＋犱狋），犑，狋＋犱狋）－

Δ犛（狋＋犱狋）（４）

　　由跳 扩散犐狋公式
［２６］，可得

犱Π＝犱犞－Δ犱犛＝
犞
狋
犱狋＋（狉－λζ）·

犛（
犞
犛
－Δ）犱狋＋σ犛（

犞
犛
－Δ）犱犠（狋）＋

１
２
σ
２犛２

２犞
犛

２犱狋＋
犞
犑
犱犑
犱狋
犱狋＋ ｛犛 ［犞（犛（狋）＋

犡狋）－犞（犛（狋））］－Δ犱（∑
犖（狋）

犻＝１

犡犻 ｝） （５）

犘狅犻狊狊狅狀过程犖（狋）在犱狋时间内有一次跳跃的概率

是λ犱狋，超过一次的概率是狅（犱狋）．因此，如果犱狋足

够小，可以忽略多次跳跃，并有

犱（∑
犖（狋）

犻＝１

犡犻）＝ ∑
犖（狋＋犱狋）

犻＝犖（狋）＋１

犡犻≈

犡犻， 犘＝λ犱狋

０， 犘＝１－λ犱
｛ 狋

＝犅狋犡犻

其中，犅狋 为犅犲狉狀狅狌犾犾犻随机变量，且犘（犅狋＝１）＝

λ犱狋，犘（犅狋＝０）＝１－λ犱狋，犡犻 是跳跃幅度，服从对

数双指数分布．由犜犪狔犾狅狉公式得

犞（犛（狋）＋犡犻，狋）－犞（犛（狋），狋）＝

犞
犛
犡犻＋

１
２

２犞
犛

２犡
２
犻＋…

　　若时间的变化犱狋足够小，标的资产的价格要么

发生一次跳跃，要么没有跳跃．分别求出没有跳跃和

有一次跳跃时期权的价格，再以发生跳跃与否的概

率作为权重求出跳 扩散模型中亚式期权的价格．

若没有跳跃，此时跳 扩散模型即为经典的犅犛

模型．对于算术平均亚式期权，路径变量犑＝

１
狋∫

狋

０
犛（狋）犱狋，则

ｄ犑
ｄ狋
＝
犛－犑
狋

．设此时期权的价格

为犞１，则期权的价格犞１满足的偏微分方程为

犞１
狋
＋狉犛

犞１
犛
＋
犛－犑
狋

犞１
犑
＋

　
１
２
σ
２犛２

２犞１
犛

２ －狉犞１＝０ （６）

　　若有一次跳跃，设此时期权的价格为犞２，则

犱Π＝
犞２
狋
犱狋＋（狉－λζ）犛（

犞２
犛
－Δ）犱狋＋　　

σ犛（
犞２
犛
－Δ）犱犠（狋）＋

１
２
σ
２犛２

２犞２
犛

２犱狋＋

犞２
犑
犱犑
犱狋
犱狋＋犛（

犞２
犛
犡狋＋

１
２

２犞２
犛

２犡
２
狋－Δ犡狋）（７）

　　若Δ＝
犞２
犛
＋
１
２

２犞２
犛

２
ξ
ζ
＋
１
２

２犞２
犛

２ζ，其中，ζ＝

犈［犡狋］，ξ＝犇［犡狋］，在犱狋时间内，犱Π 的期望收

益为

８１４
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犈［犱Π］＝
犞２
狋
犱狋－

１
２
ζ（狉－λζ）犛


２犞２
犛

２犱狋－

１
２
ξ
ζ
（狉－λζ）犛


２犞２
犛

２犱狋＋

１
２
σ
２犛２

２犞２
犛

２犱狋＋
犞２
犑
犱犑
犱狋
犱狋 （８）

　　根据期权定价的无套利原理，则投资组合的期

望收益等于其无风险收益，即：犈［犱Π］＝狉Π犱狋，则

犞２
狋
＋狉犛

犞２
犛
＋
犛－犑
狋

犞２
犑
＋

（１
２
σ
２犛２＋

１
２
λζ

２犛＋
１
２
λξ犛）


２犞２
犛

２ －

狉犞２＝０ （９）

则最终期权的价格犞＝（１－λ犱狋）犞１＋λ犱狋犞２．

对于固定执行价格欧式看涨算术平均亚式期

权，其终值条件：犞（犛犜，犑，犜）＝犿犪狓｛犑犜－犓，０｝，

边界条件：犞（０，犑，狋）＝０，犾犻犿
犛→＋∞

犞
犛
（犛，犑，狋）＝１，

犾犻犿
犑→＋∞

犞（犛，犑，狋）＝犑－犓，狋∈［０，犜］，犓 为执行

价格．

２　数值解法

若标的资产价格服从几何布朗运动，几何平均

亚式期权有解析解，而算术平均亚式期权则没有解

析，通常用二叉树方法、均值关系近似方法、二阶矩

近似方法、犕狅狀狋犲犆犪狉犾狅模拟方法等来求解算术平均

亚式期权定价模型．犅狅狔犾犲
［７］采用犕狅狀狋犲犆犪狉犾狅方差

控制方法，以几何平均为标的的亚式期权作为初始

值，导出了算术平均亚式期权的近似解．基于线性过

程的方法，犅狅狌犪狕犻狕
［２７］给出了平均执行价格亚式期

权的近似解．利用对数正态分布近似算术平均的真

实分布来作为算术平均近似的分布，犔é狏狔
［２８］给出了

算术平均亚式期权定价的近似解．犛犻犿狅狀
［２９］给出了

算术平均亚式期权的近似解及模拟方法．

对于跳跃过程服从复合犘狅犻狊狊狅狀过程下的亚式

期权更是没有解析解．另外，由于亚式期权具有避免

人为操纵、内部交易等优点，在目前的期权犗犜犆市

场上深受投资者欢迎．与几何平均相比，算术平均更

容易理解，在期权犗犜犆市场上，以算术平均亚式期

权表现最为活跃．因此，研究其数值解更具有实践意

义和应用价值．这里主要讨论了跳跃过程服从复合

犘狅犻狊狊狅狀过程的犓狅狌跳 扩散模型中算术平均亚式期

权定价的数值解法问题．

对于线性抛物型偏微分方程，求解的数值方法

有有限元法、有限差分法等．抛物型偏微分方程在某

种意义上是常微分方程的扩展［３０］．因此，可以仅对

空间导数离散化，将偏微分方程近似转化为一个常

微分方程组，这种方法称为半离散化方法［３０］．这里，

仅给出式（９）的半离散化差分格式，式（６）的半离散

化差分格式及其稳定性和误差分析等结果同理

可得．

由于式（９）是一个含有３个变量的超抛物型偏

微分方程，为了给出其简单易行的数值方法，先通过

适当的变换，把它变为一般的抛物型偏微分方程．首

先给出变换

令狓＝
犜犓－狋犑
犛

，犞２＝
犛犝
犜
，犝＝犞（狋，犑，犛），犓

为执行价格．经过计算，可得

　　
犞２
狋
＝
犛
犜
犝
狋
＋
犝
狓

－
犑（ ）（ ）犛

　　
犞２
犑

＝
犛
犜
犝
狓

－
犑（ ）犛

　　
犞２
犛

＝
犝
犜
＋
犛
犜
犝
狓
狋犑－犜犓
犛（ ）２

　　

２犞２
犛

２ ＝
２
犜
犝
狓
狋犑－犜犓
犛（ ）２ ＋

　　　
犛
犜

２犝
狓

２

狋犑－犜犓
犛（ ）２

２

－
２犛
犜
犝
狓
狋犑－犜犓
犛（ ）３

　　将上述几个等式带入式（９），化简整理，得

犝
狋
＋（狉狓－１）

犝
狓
＋　　　　　　　

１
２
σ
２狓２＋

１
２
λζ
２狓２

犛（狓）
＋
１
２
λξ狓

２

犛（狓（ ））
２犝
狓

２ ＝０（１０）

　　令τ＝犜－狋，把倒向时间问题式（１０）变为正向

时间问题

犝
τ
＝（狉狓－１）

犝
狓
＋　　　　　　　

１
２
σ
２狓２＋

１
２
λζ
２狓２

犛（狓）
＋
１
２
λξ狓

２

犛（狓（ ））
２犝
狓

２ ＝０（１１）

　　假设狓的变化范围为［－犔，犔］，犔为一个确定

的正数，记犺＝Δ狓＝
２犔
犖
，则狓犻＝－犔＋犻犺，犻＝１，２，

…，犖－１．

首先，用有限差分近似偏微分犝
狓
，
２犝
狓

２
，得

犝
狓
（狓犻，τ）＝［犝（狓犻－２，τ）－８犝（狓犻－１，τ）＋

　８犝（狓犻＋１，τ）－犝（狓犻＋２，τ）］／１２犺＋犗（犺
４）

　 犻（τ）＋犗（犺４） （１２）

９１４
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
２犝
狓

２
（狓犻，τ）＝［－犝（狓犻－２，τ）＋１６犝（狓犻－１，τ）－

　３０犝（狓犻，τ）＋１６犝（狓犻＋１，τ）－犝（狓犻＋２，τ）］／

　１２犺
２
＋犗（犺４） 犻（τ）＋犗（犺４） （１３）

　　设狌犻（τ）是理论值 犝（狓犻，τ）的近似值，记

狌（τ）＝［狌１，狌２，…，狌犖－１］犜，对于边界点狌－１，狌０，

狌犖，狌犖＋１，用四阶犔犪狀犵狉犪犵犲插值多项式近似，即：

狌－１＝１０狌１－２０狌２＋１５狌３－４狌４，狌０＝４狌１－

６狌２＋４狌３－狌４，狌犖＋１ ＝１０狌犖－１ －２０狌犖－２ ＋

１５狌犖－３ － ４狌犖－４，狌犖 ＝ ４狌犖－１ － ６狌犖－２ ＋

４狌犖－３－狌犖－４．

则可得到式（１０）半离散化近似问题的形式

犱狌（τ）

犱τ
＝犆狌（τ）

狌（０）＝［狌１（０），狌２（０），…，狌犖－１（０）］
犜，

　　　　狌犻（０）＝犿犪狓｛０，－狓犻

烍

烌

烎｝

（１４）

其中，

犆＝

β１１ β１２ β１３ β１４ ０ ０ … ０

β２１ β２２ β２３ β２４ ０ ０ … ０

犪３ 犫３ 犮３ 犱３ 犲３ ０ … ０

０ 犪４ 犫４ 犮４ 犱４ 犲４ … ０

      

０ … ０ 犪犖－３ 犫犖－３ 犮犖－３ 犱犖－３ 犲犖－３

０ … ０ ０ β犖－２，犖－４ β犖－２，犖－３ β犖－２，犖－２ β犖－２，犖－１

０ … ０ ０ β犖－１，犖－４ β犖－１，犖－３ β犖－１，犖－２ β犖－１，犖－

熿

燀

燄

燅１

并且

β１１＝１０犪１＋４犫１＋犮１，β１２＝－２０犪１－６犫１＋犱１

β１３＝１５犪１＋４犫１＋犲１，β１４＝－４犪１－犫１

β２１＝４犪２＋犫２，β２２＝－６犪２＋犮２

β２３＝４犪２＋犱２，β２４＝－犪２＋犲２

β犖－２，犖－４＝犪犖－２－犲犖－２

β犖－２，犖－３＝犫犖－２＋４犲犖－２

β犖－２，犖－２＝犮犖－２－６犲犖－２

β犖－２，犖－１＝犱犖－２＋４犲犖－２

β犖－１，犖－４＝－犱犖－１－４犲犖－１

β犖－１，犖－３＝犪犖－１＋４犱犖－１＋１５犲犖－１

β犖－１，犖－２＝犫犖－１－６犱犖－１－２０犲犖－１

β犖－１，犖－１＝犮犖－１＋４犱犖－１＋１０犲犖－１

和

犪犻＝
狉狓犻－１
１２犺

－
１
２４犺２

σ
２狓２犻＋

λζ
２狓２犻

犛（狓犻）
＋
λξ狓

２
犻

犛（狓犻（ ））
犫犻＝－

２（狉狓犻－１）

３犺
＋
２
３犺２

σ
２狓２犻＋

λζ
２狓２犻

犛（狓犻）
＋
λξ狓

２
犻

犛（狓犻（ ））
犮犻＝－

５
８犺２

σ
２狓２犻＋

λζ
２狓２犻

犛（狓犻）
＋
λξ狓

２
犻

犛（狓犻（ ））
犱犻＝

２（狉狓犻－１）

３犺
＋
２
３犺２

σ
２狓２犻＋

λζ
２狓２犻

犛（狓犻）
＋
λξ狓

２
犻

犛（狓犻（ ））
犲犻＝－

狉狓犻－１
１２犺

－
１
２４犺２

σ
２狓２犻＋

λζ
２狓２犻

犛（狓犻）
＋
λξ狓

２
犻

犛（狓犻（ ））
犻＝１，２，…，犖－１

　　根据犈狌犾犲狉法，得到

狌（（狀＋１）犽）＝（犐＋犆）狌（狀犽），

　０≤狀≤犾 （１５）

其中，犐是犖－１阶单位矩阵，犽＝Δ狋，犾犽＝τ＝犜－

狋，则式（１５）向量初值问题的数值解为

狌（τ）＝ ∏
犿－１

犽＝０

（犐＋犽犆［ ］）狌（０） （１６）

进一步，得到有限差分格式

犉（狌狀犻）＝
狌狀＋１犻 －狌

狀
犻

Δτ
＋（狉狓犻－１） 狀

犻（狌）＋

　
１
２
σ
２狓２犻＋

１
２
λζ

２狓２犻
犛（狓犻）

＋
１
２
λξ狓

２
犻

犛（狓犻（ ）） 狀
犻狌＝０（１７）

式中，狌狀犻＝狌（狓犻，狀犽）．

３　差分格式的稳定性分析

设犃是狀×狀矩阵，犃犜 是其转置矩阵，矩阵犃

的谱范数定义为 犃 ＝犿犪狓｛槡λ｝，λ是犃犜犃的特征

根．设狇是整数，且｜狇｜≤狀－１，犃狇＝（犪犻犼）是瓗狆
×狆

中带型矩阵，即犃狇 中的元素除了对角线犼＝犻＋狇

外全为０．犃狇 ＝犿犪狓｛｜犪犻，犻＋狇｜｝，当狇＞０时，１≤

犻≤狀－狇；当狇＜０时，１－狇≤犻≤狀．

本节讨论对于固定的犺＝Δ狓＞０，有限差分格

式对时间的稳定性．即犺＝Δ狓固定时，当犽＝Δτ，

犾→＋∞，且犾犽＝τ时，解狌（τ）仍是有界的．

当犺固定时，矩阵犆也是固定的，则矩阵犆可

以分解为

犆＝
１
２４犺２

Λ犇
２犘＋

狉
１２犺
犇犙－

１
１２犺
犙

０２４
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式中，Λ和犇是对角阵，且

Λ＝犱犻犪犵（σ２＋λ（ζ２＋ξ）／犛（狓１），…，

　σ
２
＋λ（ζ２＋ξ）／犛（狓犖－１））

犇＝犱犻犪犵（狓１，狓２，…，狓犖－１），

　－犔＜狓犻＜犔，犻＝１，２，…，犖－１．

犘，犙是犖－１阶常数矩阵

犘＝

２４ －６０ ４８ ８ ０ ０ ０ … ０

１２ －２４ １２ ０ ０ ０ ０ … ０

－１ １６ －３０ １６ －１ ０ ０ … ０

０ －１ １６ －３０ １６ －１ ０ … ０

       

０ … ０ －１ １６ －３０ １６ －１ ０

０ … ０ ０ －１ １６ －３０ １６ －１

０ … ０ ０ ０ ０ １２ ２４ １２

０ … ０ ０ ０ －１２ ４８ －

熿

燀

燄

燅６０ ２４

犙＝

－２２ ３６ －１８ ４ ０ ０ ０ … ０

－４ －６ １２ －２ ０ ０ ０ … ０

１ －８ ０ ８ －１ ０ ０ … ０

０ １ －８ ０ ８ －１ ０ … ０

       

０ … ０ １ －８ ０ ８ －１ ０

０ … ０ ０ １ －８ ０ ８ －１

０ … ０ ０ ０ ２ －１２ ６ ４

０ … ０ ０ ０ －４ １８ －

熿

燀

燄

燅３６ ２２

　　令犘犻是主对角线上第犻条对角线上的元素不

为零、其余元素全为零的犖－１阶矩阵（犻＝－３，

－２，…，２，３）．其中，犘０＝犘０（２４，－２４，－３０，－３０，

…，－３０，－２４，２４）是犖－１阶的对角矩阵；犘１，犘２，

犘３，犘－１，犘－２，犘－３的含义和犘０类似，同理可以写出．

则矩阵犘可以分解为犘３，犘２，犘１，犘０，犘－３，犘－２，犘－１７

个带型矩阵的和：犘＝犘３＋犘２＋犘１＋犘０＋犘－３＋

犘－２＋犘－１．则犘≤∑
３

犻＝－３

犘犻 ＝２７０，同理，可得 犙 ≤

１３８，而 Λ ≤σ
２＋
λ（ζ２＋ξ）

犿犻狀
１≤犻≤犖

犛（狓犻）
．

所以

犆 ≤
４５
４犺２

σ
２
＋
λ（ζ２＋ξ）

犿犻狀
１≤犻≤犖
犛（狓犻（ ））犔２＋２３狉２犺犔＋

２３
２犺

犌
犺２

式中，犌为一确定的正数，故

狌（τ）≤ １＋
犌
犺２
Δ（ ）τ

犾

狌（０）≤犲狓狆
犌
犺２（ ）τ 狌（０）

因此，对于犺＝Δ狓＞０固定时，差分格式是稳定的．

４　差分格式的误差分析

对于一个有效的差分格式，当分割越来越细时，

其截断误差应趋于零，亦即意味着差分格式的精确

解能够很好地趋向于偏微分方程理论上的精确解．

　　对于
犝
τ
－（狉狓－１）

犝
狓 （－ １

２
σ
２狓２＋

１
２
λζ

２狓２

犛（狓）
＋

１
２
λξ狓

２

犛（狓 ））
２犝
狓

２＝０，记为犔（犝）＝０，用犉（狌
狀
犻）＝０表

示差分方程（１７），其精确解为狌．

令犜狀犻（犝）＝犉（犝狀犻）－犔（犝狀犻），若当犺＝Δ狓→

０，犽＝Δτ→０时，犜狀犻（犝）→０，则称差分格式的误差

有界，也即差分格式是收敛的［３１］．其中，犝狀犻 表示方

程（１１）在点（狓犻，狀犽）处的理论值，即犝狀犻＝犝（狓犻，

狀犽）．如果犜狀犻（犝）＝犗（犺狆）＋犗（犽狇），则称差分格

式的截断误差是犗（犺狆＋犽狇）
［３１］．

对于差分格式的内点，则有

犉（犝狀犻）＝
犝狀＋１犻 －犝

狀
犻

Δτ
－（狉狓犻－１） 狀

犻（犝）－

１
２
σ
２狓２犻＋

１
２
λζ
２狓２犻

犛（狓犻）
＋
１
２
λξ狓

２
犻

犛（狓犻（ ）） 狀
犻（犝）＝０（１８）

　　若犝关于狓具有六阶偏导数，关于τ具有二阶

偏导数，在点（狓犻，狀犽）处进行泰勒展开，得

狀
犻（犝）＝


２犝
狓

２
（狓犻，狀犽）＋

犺４

９０

４犝
狓

４
（ζ，狀犽）＝

１２４
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
２犝
狓

２
（狓犻，狀犽）＋犺４犕狀

犻（１） （１９）

式中，ζ∈（狓犻－犺，狓犻＋犺），犕狀犻（１）≤
１
１８
犿犪狓｜犝

狀（１）｜，

而犿犪狓｜犝
狀（１）｜ ｛＝犿犪狓


６犝
狓

６
（狓，狀犽），－犔≤狓≤ ｝犔 ．

狀
犻（犝）＝

犝
狓
（狓犻，狀犽）＋

犺４｛１８０

５犝
狓

５
（η，狀犽）－


５犝
狓

５
（γ，狀犽 ｝） 犝狓（狓犻，狀犽）＋犺４犕２犻（２）（２０）

式中，η∈（狓犻，狓犻＋１），γ∈（狓犻－１，狓犻），犕狀
犻 （２）≤

１
１８０
犿犪狓｜犝

狀（２）｜ ｛＝犿犪狓

５犝
犛

５
（犛，狀犽），－犔≤

狓≤ ｝犔 ．

犝狀＋１犻 －犝
狀
犻

Δτ
＝
犝
τ
（狓犻，狀犽）＋

犽
２

２犝
τ

２
（狓犻，ψ）

犝
τ
（狓犻，狀犽）＋犽犕狀

犻（３） （２１）

式中，ψ∈（狀犽，（狀＋１）犽），犕狀
犻（３）＝


２犝
２τ

２
（狓犻，ψ）≤

犿犪狓
１
２
｜犝犻（３）｜ ｛＝犿犪狓

１
２

２犝
τ

２
（狓犻，ψ），ψ∈

（狀犽，（狀＋１）犽 ｝）．
因此，

犜狀犻（犝）≤
犺４
烅
烄

烆
１８
１
２
（σ２犔２＋

　　
λ（ζ２＋ζ）犔２

犿犻狀
１≤犻≤犖－１

犛（狓犻）
犿犪狓犝狀（１）＋

　　（狉犔－１）犿犪狓犝狀（２ 烍
烌

烎

） ＋
犽
２
犿犪狓犝犻（３）

所以差分格式式（１７）的截断误差有界，且犜狀犻（犝）＝

犗（犺４）＋犗（犽）．

５　实证分析

北欧电力交易所（犖狅狉犱犘狅狅犾）的期权交易开始

于１９９９年１０月２９日，提供两种类型可供交易的期

权：欧式电力期权（犈犈犗或犈犘犗）和亚式电力期权

（犃犈犗或犃犘犗）．其中亚式电力期权的标的资产是在

北欧电力交易所交易的标准的电力期货合约，亚式

电力期权是根据现货电价市场的系统电价的算术平

均值进行自动执行和结算的．如果平均系统平均电

价和执行价格的价差为正（负），则买入（卖出）的亚

式电力期权是盈利的，在结算期的最后一个交易日

后进行结算；如果是“价格不变”或是“赔钱的”，则不

发生支付行为．因此，亚式电力期权本质上就是金融

衍生品中的亚式期权．另外，亚式电力期权是北欧电

力交易所中一个特殊且重要的电力衍生产品．一是

因为它是唯一在交易所交易的亚式期权；二是尽管

它满足了投资者在不稳定电力市场上进行套期保值

的需求，但是可能基于较低的流动性，北欧电力交易

所后来终止了其交易．

从历史数据估计波动率，通常取１年的每日收

盘价格计算．这里取北欧电力交易所１９９９年３月

２６日至２０００年３月２６日系统电价的收盘价数据

为样本（数据由波兰犚犪犳犪犾犠犲狉狅狀教授提供），则参

数σ的估计量为：^σ＝
１
狀－１∑

狀

犻＝１

（犢犻－珚犢）２槡 犕 ．其

中，狀为样本容量；犢犻 为第犻个交易日的系统电价

的对数收益率；珚犢 为系统电价的平均对数收益率；

犕 为年实际交易天数．经计算得到σ^＝０．８５６２．

用犝１表示标的资产价格向上跳跃的百分比，

犝２表示标的资产价格向下跳跃的百分比，假设犝１，

犝２均是在一定的有限区域上服从对数双指数分

布．规定当系统电价上升（下降）超过３％时，跳跃即

发生．这里假设 犝１ 的取值范围为 犝１∈［０．０３，

０．１］，犝２的取值范围为犝２∈［－０．１，－０．０３］．将系

统电价的样本看成是有序样本，根据上面假设，由市

场数据，很容易找到相应的跳跃点．若犝１ 发生了

狀１次，犝２ 发生了狀２ 次，则跳跃强度λ的估计为

λ^＝（狀１＋狀２）／狀．根据样本计算，狀１＝８４，狀２＝

１１０，故λ^＝０．５３５５．另外，根据样本数据，可以计算

出跳跃的平均幅度ζ^＝０．０１６，跳跃幅度的方差为

ξ＝０．１９１６，无风险利率取狉^＝０．０３２５．

为了检验本文模型和计算方法的有效性和期权

价格对狆狅犻狊狊狅狀跳跃分布的稳健性，利用本文的定

价模型及差分算法计算出１９９９年１１月２５日至

２０００年１月３日１９个交易日（共２６个交易日，舍

去了７个明显异常的数据）的亚式电力期权（犃犈犗－

犌犅０３００）的价格．图１给出了不同交易日的本文计

算价格、犕犲狉狋狅狀模型价格、对数均匀分布价格与市

场价格计算结果的比较．

从图１可以看出，用本文模型和方法计算的亚

式电力期权的价格比用犕犲狉狋狅狀模型和跳跃服从对

数均匀分布模型计算的价格更接近市场的实际价

格．另外发现，亚式电力期权的价格对狆狅犻狊狊狅狀跳跃

２２４
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分布具有较大的敏感性，与对数正态分布和对数均

匀分布相比，期权价格对对数双指数分布更敏感，其

计算的期权价格更接近市场价格．

图２给出了亚式电力市场价格、计算价格及标

的资产（电力期货合约）价格变化趋势．从图２可以

看出，采用本文的模型和方法计算的期权价格变化

趋势和标的资产价格变化的趋势几乎完全吻合（仅

出现一次不吻合）．随着每个时间点上标的资产价格

的涨跌，该期权的理论价值也会立即产生相应的涨

跌，但是变化的幅度大于标的资产的变化幅度（因为

标的资产———电力期货合约的价格较高），而市场价

格却出现了６次变化趋势与标的股价变化趋势相反

的情况．因此，本文模型和方法计算的价格对标的资

产价格的敏感度要高于市场价格对标的资产价格的

敏感度．

图１　几种模型价格与市场价格的比较

犉犻犵．１　犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀狅犳狊犲狏犲狉犪犾犿狅犱犲犾狊’狆狉犻犮犲狊

狑犻狋犺犿犪狉犽犲狋狆狉犻犮犲狊

图２　亚式电力期权市场价格、计算价格及标的期货

合约价格变化趋势比较

犉犻犵．２　犆犺犪狀犵犻狀犵狋狉犲狀犱犮狅犿狆犪狉犻狊狅狀犫犲狋狑犲犲狀狋犺犲犿犪狉犽犲狋

狆狉犻犮犲，犮犪犾犮狌犾犪狋犲犱狆狉犻犮犲犪狀犱犳狌狋狌狉犲狊犮狅狀狋狉犪犮狋

狆狉犻犮犲狅犳犃狊犻犪狀犲犾犲狋狉犻犮犻狋狔狅狆狋犻狅狀狊

６　结束语

基于近似对冲跳跃风险的方法，本文建立了标

的资产价格服从跳 扩散过程的欧式固定执行价格

算术平均亚式期权的定价模型．给出了基于半离散

化的差分求解方法，并且对差分格式的稳定性和误

差进行了分析．在最后的实证分析部分，以北欧电力

交易所曾经交易过的亚式电力期权为例，对亚式期

权的定价进行了实证分析．

致谢　本文作者衷心感谢波兰 犠狉狅犮犾犪狑大学

犚犪犳犪犾犠犲狉狅狀教授提供了北欧亚式电力期权数据．
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