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最小犙－特征值为给定整数的一类图

沈富强，　吴宝丰
（上海理工大学 理学院，上海　２０００９３）

摘要：研究了基于二部图犎构造的一类图的最小无符号拉普拉斯特征值，即最小犙 特征值，得到

了它的最小犙 特征值的可达上界为１．给出了最小犙 特征值为１的２个必要条件，并构造了最小

犙 特征值为１的一类图．另外，给出了利用犎∨犓１的最小犙 特征值来判断简单图犎没有完美匹

配的方法，以及图犌增加边后最小犙 特征值保持不变的１个充分条件．最后，构造了最小犙 特征

值为任意给定的正整数狋的一类图．

关键词：无符号拉普拉斯矩阵；最小犙 特征值；界；完美匹配

中图分类号：犗１５７．５　　　文献标志码：犃
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１　基本概念

设犌＝（犞，犈）是简单图（不含环和重边），其

中，犞＝犞（犌）＝｛狏１，狏２，…，狏狀｝为顶点集，狀为顶

点数，也称为犌的阶数，犈＝犈（犌）为边集．犃（犌）＝

（犪犻犼）为犌的邻接矩阵，当狏犻和狏犼相邻时，犪犻犼＝１；

不相邻时，犪犻犼＝０．犱犌（狏犻）＝｜犖犌（狏犻）｜为顶点狏犻
的度，简记为犱犻（犻＝１，２，…，狀），犇（犌）＝犱犻犪犵（犱１，

犱２，…，犱狀）为度对角矩阵．在不致混淆的情况下，顶
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点集也记为｛１，２，…，狀｝．

图犌的无符号拉普拉斯矩阵定义为犙（犌）＝

犇（犌）＋犃（犌），其二次型为狓犜犙（犌）狓＝ ∑
犻犼∈犈（犌）

（狓犻＋

狓犼）
２
≥０，故犙（犌）是半正定的实对称矩阵，其特征

值（称为犙 特征值）均为非负实数，不妨从大到小

依次排列，记为狇１（犌）≥狇２（犌）≥…≥狇狀（犌）≥０．

犛狆犲犮犙（犌）＝（狇１（犌），狇２（犌），…，狇狀（犌））是一个多

重集合，称为犌的无符号拉普拉斯谱，简称犙 谱．

若狓是犙（犌）的相应于狇的特征向量，则对于任意

犻＝１，２，…，狀，有（狇－犱犻）狓犻＝∑
犼～犻

狓犼．对于一般的

狀阶实对称阵犕，特征值从大到小依次排列，记为

λ１（犕）≥λ２（犕）≥…≥λ狀（犕）．此外，还有些未给出

的术语和记号可参考文献［１］．

本文用狇犿犻狀（犌）表示图犌 的最小犙 特征值，

相应的特征向量称为最小特征向量．狇犿犻狀（犌）≤

δ（犌），且当 犌（阶数狀＞１）连通时，狇犿犻狀（犌）＜

δ（犌）
［２］，其中，δ（犌）为犌 的最小度．众所周知，图

犌是二部图当且仅当狇犿犻狀（犌）＝０
［３］，可以利用最小

犙 特征值来判别图的二部性．

设犌１，犌２是２个顶点不交的图，则犌１∨犌２表

示在犌１∪
·

犌２的基础上，连接犌１和犌２之间的所

有点对所得到的图．对于图犎，定义图类

犌（犎）＝｛犌 犞（犌）＝犞（犎）∪
·

犞（犓１），

犈（犎）犈（犌）犈（犎∨犓１）｝

２　犌（犎）的最小犙－特征值

引理１
［４］
　设犃，犅均为狀阶实对称矩阵，则对

于任意犻＝１，２，…，狀，有

犿犻狀
狉＋狊＝犻＋１

｛λ狉（犃）＋λ狊（犅）｝≥λ犻（犃＋犅）≥

犿犪狓
狉＋狊＝犻＋狀

｛λ狉（犃）＋λ狊（犅）｝

　　推论１　设犃，犅 均为狀 阶实对称矩阵，则

λ狀（犃＋犅）≤λ狀－１（犃）＋λ２（犅）．

引理２
［４］
　设λ犿犻狀是实对称矩阵犃的最小特征

值，则λ犿犻狀＝犿犻狀
狓≠０

狓犜犃狓
狓犜狓

，等式成立当且仅当狓是犃的

最小特征向量．

引理３（删边插值）
［５］
　若狇１，狇２，…，狇狀 是犌

的犙 特征值，狊１，狊２，…，狊狀 是犌 犲的犙 特征值，

其中，犲是犌的一条边，则

狇１≥狊１≥狇２≥狊２≥…≥狇狀 ≥狊狀

　　定理１　设犎为二部图，则任意犌∈犌（犎），有

狇犿犻狀（犌）≤１．

证明　设犎外的那一点与犎之间有犽条边相

连．当犽＝０时，狇犿犻狀（犌）＝０＜１．当犽＝１时，

狇犿犻狀（犌）≤δ（犌）≤１，结论也成立．现证明犽≥２的

情形，设｜犞（犌）｜＝狀，则

犙（犌）＝
犙（犎） 犗（狀－１）×１

　犗１×（狀－１）
［ ］

０
＋

　

犗狀－犽－１ 犗（狀－犽－１）×犽 犗（狀－犽－１）×１

　犗犽×（狀－犽－１） 犐犽 犑犽×１

　犗１×（狀－犽－１） 犑１×犽

熿

燀

燄

燅犽

犃＋犅

式中，犑为全１矩阵；犐为单位矩阵，则犛狆犲犮（犅）＝

（犽＋１，１犽－１，０狀－犽），λ狀－１（犃）＝狇犿犻狀（犎）＝０，

λ２（犅）＝１．由推论１可知，狇犿犻狀（犌）≤狇犿犻狀（犎）＋

１＝１．

引理４　设犞１是图犌的一个独立集，犞１中任

一点的邻点集均为犞２，则犌 的犙 谱中至少包含

｜犞１｜－１个特征值｜犞２｜．

证明　记犞３＝犞（犌）＼（犞１∪犞２），设狓是

｜犞（犌）｜维向量，其中，犞２∪犞３ 对应分量０，犞１ 对

应分量狓１，狓２，…，狓｜犞１｜，满足 狓１＋狓２＋…＋

狓｜犞１｜＝０，则

对于犞１中的点犻，

（犞２ －犱犻）狓犻＝０·狓犻＝∑
犼∈犞２

狓犼

　　对于犞２中的点犻，

（犞２ －犱犻）狓犻＝（犞２ －犱犻）·０＝

∑
犼∈犞１

狓犼＋ ∑
犼∈犞＼犞１

，犼～犻

狓犼

　　对于犞３中的点犻，

（犞２ －犱犻）狓犻＝（犞２ －犱犻）·０＝ ∑
犼∈犞２

，犼～犻

狓犼

故犙（犌）狓＝ 犞２狓，从而狓是相应于｜犞２｜的特征向

量，｜犞２｜的几何重数至少为｜犞１｜－１，所以，犌 的

犙 谱中至少包含｜犞１｜－１个特征值｜犞２｜．

引理５　设犌为完全三部图犓１，狉，狊，若狉≠狊，则

狇犿犻狀（犌）＜１．

证明　犓１，狉，狊＝犓狉，狊∨犓１∈犌（犓狉，狊），根据定理

１，狇犿犻狀（犌）≤１，现只需证１不是犙（犌）的特征值．设

犞１，犞２是犓狉，狊的二部，其中，｜犞１｜＝狉，｜犞２｜＝狊，

狉＋狊＝狀－１，由引理４可知，犌 的犙 谱中包含

狉－１个特征值狊＋１，以及狊－１个特征值狉＋１．其

余３个特征值可以通过后面定义的矩阵犅来求得．

设狓是犙（犌）的特征向量，犞１对应分量狓１，犞２对应

分量狓２，余下那一点对应分量狓０，则有

λ狓０＝（狉＋狊）狓０＋狉狓１＋狊狓２

λ狓１＝（狊＋１）狓１＋狓０＋狊狓２

λ狓２＝（狉＋１）狓２＋狓０＋狉狓

烅

烄

烆 １

６２４



　第５期 沈富强，等：最小犙 特征值为给定整数的一类图 　

犅＝

狉＋狊 狉 狊

１ 狊＋１ 狊

１ 狉 狉＋

熿

燀

燄

燅１

（犅，λ）＝犱犲狋（λ犐－犅）

则（犅，１）＝犱犲狋（犐－犅）＝（狉－狊）２，从而当狉≠狊

时，１不是犙（犌）的特征值，所以，狇犿犻狀（犎）＜１．

文献［６］提出了一个问题：是否存在犓狆１，狆２，…，狆狊
（狊≥３）是犙 整图，引理５表明，当狊＝３时，若

狆１＝１，狆２≠狆３时，它的最小犙 特征值小于１大于

０，故此时犓狆１，狆２，狆３不可能为犙 整图．

定理２　设二部图犎的两部的顶点数分别为狉

和狊，若狉≠狊，则任意犌∈犌（犎），有狇犿犻狀（犌）＜１．

证明　显然犌 为犓１，狉，狊的生成子图，由引理３

（删边插值）和引理５得，狇犿犻狀（犌）＜１．

引理６　设犌 为犓１，狉，狊中删除犓１与犓狉，狊之间

的１条边后所得到的图，则狇犿犻狀（犌）＜１．

证明　犌∈犌（犓狉，狊），由定理１可知，狇犿犻狀（犌）≤

１，现只需要证狇犿犻狀（犌）≠１即可．设犞１，犞２是犓狉，狊

的二部，若狇犿犻狀（犌）＝１，由定理２可知，两部的顶点

数相等，不妨均记为狊，由引理４可知，犌的犙 谱中

包含２狊－３个特征值狊＋１，其余４个特征值可通过

后面定义的矩阵犅来求得．设狏∈犞１ 是唯一不与

犓１相邻的点，狓是犙（犌）的特征向量，犓１对应分量

狓０，犞１＼｛狏｝对应分量狓１，犞２对应分量狓２，狏对应分

量狓３，则有

λ狓０＝（狊＋狊－１）狓０＋（狊－１）狓１＋狊狓２

λ狓１＝（狊＋１）狓１＋狓０＋狊狓２

λ狓２＝（狊＋１）狓２＋狓０＋（狊－１）狓１＋狓３

λ狓３＝狊狓３＋狊狓

烅

烄

烆 ２

犅＝

２狊－１ 狊－１ 狊 ０

１ 狊＋１ 狊 ０

１ 狊－１ 狊＋１ １

０ ０

熿

燀

燄

燅狊 狊

则（犅，１）＝犱犲狋（犐－犅）＝－２狊（狊－１）．当狊≥２时，

１不是犅的特征值．当狊＝１时，１为犅的特征值，但

此时犌＝犘３，最小特征值为０，所以，狇犿犻狀（犌）＜１．

定理３　设犎 为二部图，犌∈犌（犎），若犌≠

犎∨犓１，则狇犿犻狀（犌）＜１．

证明　根据引理３（删边插值）和引理６．

结合定理１～３，得到图类犌（犎）中最小犙 特征

值为１的图的２个必要条件，即定理４．

定理４　设二部图犎的两部的顶点数分别为狉

和狊，犌∈犌（犎），若狇犿犻狀（犌）＝１，则

犪．狉＝狊；

犫．犌＝犎∨犓１．

３　最小犙－特征值为１的一类图

引理７
［７］
　设犌１为狀１阶狉１－正则图，犌２为

狀２阶狉２－正则图，则

犙犌１∨犌２（狓）＝
犙犌１（狓－狀２）犙犌２（狓－狀１）

（狓－２狉１－狀２）（狓－２狉２－狀１）
犳（狓）

其中

犳（狓）＝狓
２
－［２（狉１＋狉２）＋（狀１＋狀２）］狓＋

２（狉１狉２＋狉１狀１＋狉２狀２）

　　推论２　设犌为狀阶狉－正则图，则

犙犌∨狋犓１（狓）＝

　（狓－狀）狋－１
狓２－（狀＋２狉＋狋）狓＋２狀狉

狓－２狉－狋
犙犌（狓－狋）

即犛狆犲犮犙（犌∨狋犓１）＝（狓１，狓２，狀
狋－１，狇２（犌）＋狋，

狇３（犌）＋狋，…，狇狀（犌）＋狋），其中，狓１，狓２ 是狓
２－

（狀＋２狉＋狋）狓＋２狀狉＝０的２个根．

定理５　设犎 为狀阶狉－正则二部图，狀≥２，

狉≥１，则狇犿犻狀（犎∨犓１）＝１．

　　证明　记狇＝
狀＋２狉＋１－ （狀＋２狉＋１）２－８槡 狀狉

２
，

根据推论２，有

狇犿犻狀（犎∨犓１）＝犿犻狀｛狇狀（犎）＋１，狇｝＝犿犻狀｛１，狇｝

易知，狇≥１当且仅当狉≥
１
２
＋

１
２狀－２

，所以，当狀≥

２，狉≥１时，有狇犿犻狀（犎∨犓１）＝１．

引理８　设犌＝狊犓２∨犓１，狊≥１，则狇犿犻狀（犌）＝

１，且狓＝（１，…，１，－１，…，－１，０）犜是犌 的１个最

小特征向量，其中，狊犓２ 的二部分别对应分量１，

－１，犓１对应分量０．

证明　狊犓２ 是１－正则二部图，根据定理５，

狇犿犻狀（犌）＝１．另一方面，

狓犜犙（犌）狓
狓犜狓

＝

∑
犻犼∈犈（狊犓２

）

（狓犻＋狓犼）
２
＋ ∑
犻∈犞（狊犓２

）

（狓犻＋０）

狓犜狓

２

＝

１＝狇犿犻狀（犌）

　　由引理２可知，狓＝（１，…，１，－１，…，－１，０）犜

是犙（犌）的相应于１的特征向量，即最小特征向量．

定理６　设犎为简单图，若狇犿犻狀（犎∨犓１）＜１，

则犎不存在完美匹配．

证明　假设犎 存在完美匹配，设犎 的顶点数

为２狊，则犎 包含１－正则生成子图狊犓２，由引理３

（删边插值）及引理８得，狇犿犻狀（犎∨犓１）≥狇犿犻狀（狊犓２∨

犓１）＝１，矛盾．

定理７　设犌是图犎增加１条边犲＝狌狏后所

得到的图，狓是犙（犎）的最小特征向量，若狓狌＋

７２４
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狓狏＝０，则狇犿犻狀（犎）＝狇犿犻狀（犌），且狓也是犙（犌）的最

小特征向量．

证明　狇犿犻狀（犌）≤
∑

犻，犼∈犈（犎）

（狓犻＋狓犼）
２
＋（狓狌＋狓狏）２

狓犜狓
＝

∑
犻，犼∈犈（犎）

（狓犻＋狓犼）
２

狓犜狓
＝狇犿犻狀（犎）≤狇犿犻狀（犌），所 以，

狇犿犻狀（犎）＝狇犿犻狀（犌），由引理２可知，狓也是犙（犌）的最小

特征向量．

根据引理８和定理７，若犌＝狊犓２∨犓１，在狊犓２
的二部之间随意添加边，犌 的最小特征值保持不

变．于是，得到一类图，它的最小特征值均为１．记

π＝｛犎∨犓１｜犎是在狊犓２的二部之间添加若干条边

后所得到的图，狊为任意正整数｝，则任意犌∈π，有

狇犿犻狀（犌）＝１，此时，犎 总包含１－正则生成子图

狊犓２，故犎存在完美匹配．于是，有定理８．
定理８　设犎 为二部图，存在完美匹配，犌＝

犎∨犓１，则狇犿犻狀（犌）＝１，且狓＝（１，…，１，－１，…，

－１，０）犜是犌的最小特征向量，其中，犎 的二部分

别对应分量１，－１，犓１对应分量０．
在定理８中，犎存在完美匹配并不是狇犿犻狀（犎∨

犓１）＝１成立的必要条件，图１中的犎∨犓１的犙
谱为（８，４２，２２，１２），显然，狇犿犻狀（犎∨犓１）＝１，但犎没

有完美匹配．

图１　犎∨犓１

犉犻犵．１　犎∨犓１

４　最小犙 特征值为狋的一类图

定理９　设犎 为狀阶狉－正则二部图，狀≥２，

狉≥１，若１≤狋≤
２狀狉
狀＋２狉

，则狇犿犻狀（犎∨狋犓１）＝狋．

证明 　 记 犳 （狋）＝ （狀 ＋２狉 ＋狋 －

（狀＋２狉＋狋）２－８槡 狀狉）／２，易知犳（狋）≤狀，根据推

论２，有

狇犿犻狀（犎∨狋犓１）＝犿犻狀｛狇狀（犎）＋狋，犳（狋）｝＝

犿犻狀｛狋，犳（狋）｝

又

犳（狋）＝
４狀狉

狀＋２狉＋狋＋ （狀＋２狉＋狋）２－８槡 狀狉

所以，犳（狋）关于狋严格单调递减．令犳（狋）＝狋，则

狋＝
２狀狉
狀＋２狉

，当１≤狋≤
２狀狉
狀＋２狉

时，狇犿犻狀（犎∨狋犓１）＝狋．

对于狀阶狉－正则二部图犎，狋总是犎∨狋犓１

的１个特征值，且狉≤
狀
２
，但要使狋为最小特征值，狉

必须足够大，即狉≥
狀狋

２狀－２狋
，且狀≥２狋．

　　引理９　设正整数狋，狀，狉满足狀≥２狋，
狀狋

２狀－２狋
≤

狉≤
狀

２
，犎为狀阶狉－正则二部图，犌＝犎∨狋犓１，则

狇犿犻狀（犌）＝狋，且狓＝（１，…，１，－１，…，－１，０，…，０）
犜

是犌的最小特征向量，其中，犎 的二部分别对应分

量１，－１，狋犓１对应分量０．

引理９的证明类似引理８，再根据定理７，对图

加边后最小犙 特征值不变的条件，得到定理１０，定

理１０给出了最小犙 特征值为任意给定的正整数狋

的一类图．

定理１０　设狋为任意给定的正整数，犌＝犎∨

狋犓１，其中，犎 为狀阶二部图，包含狉－正则生成子

图，狀≥２狋，
狀狋

２狀－２狋
≤狉≤

狀
２
，则狇犿犻狀（犌）＝狋，且狓＝

（１，…，１，－１，…，－１，０，…，０）犜 是犌 的最小特征

向量，其中，犎 的二部分别对应分量１，－１，狋犓１对

应分量０．
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