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牛顿法在新的仿射逆变条件下的半局部收敛性分析

王海波，　秦　梅
（上海理工大学 理学院，上海　２０００９３）

摘要：非线性方程及非线性方程组的数值求解一直是计算数学所关注的问题，公认的经典算法是

牛顿法，对于它的局部收敛性已有很多研究．在经典牛顿法的半局部收敛犓犪狀狋狅狉狅狏犻犮犺定理的基础

上引入仿射逆变性，研究了牛顿法在仿射逆变犔犻狆狊犮犺犻狋狕条件和仿射逆变犎狅犾犱犲狉条件下的半局部

收敛性．简化了牛顿法的收敛行为，得到了相应的半局部收敛性定理及误差估计．推广并改进了相

关文献的结果，表明了该方法的有效性．

关键词：牛顿法；仿射逆变犔犻狆狊犮犺犻狋狕条件；仿射逆变犎狅犾犱犲狉条件；半局部收敛性
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　　考虑非线性方程组

犉（狓）＝０ （１）

其中犉：犚狀→犚狀是连续可微函数．求解该非线性方

程组的近似解是一个很重要的问题，因为大量的不
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同类型的实际问题都可以归结为非线性方程的求

解，如常微分或偏微分方程边值问题、积分方程、极

小化问题等［１－７］．为此，研究非线性方程组的求解算

法具有重要的实际意义．

目前，牛顿法是求解非线性方程组（１）的最有效

方法之一．其迭代格式为

犉′（狓犽）Δ狓犽 ＝－犉（狓犽），

狓犽＋１＝狓犽＋Δ狓犽，犽＝０，１，…，＋∞ （２）

　　迭代法的收敛性已经成为研究的一个核心问

题．一般情况下，收敛性分析有以下三种类型
［２］：局

部收敛性、半局部收敛性和全局收敛性．本文主要

研究牛顿法在仿射逆变条件下的半局部收敛性．半

局部收敛性是在不知方程解狓存在的情况下，根

据犉在某一初始点狓０的局部条件来研究有关的收

敛性质．

关于半局部收敛性的最著名的结果是犖犲狑狋狅狀

犓犪狀狋狅狉狅狏犻犮犺定理
［５］，该定理在理论和应用上相当重

要，也是解方程算法现代研究的起点．很多研究学者

对犓犪狀狋狅狉狅狏犻犮犺定理条件进行改进，得到了不少好

的半局部收敛性结果．犇犲狌犳犾犺犪狉犱
［８－９］首先将仿射不

变性引入到牛顿法中，提出牛顿法的仿射不变性理

论，而后由犎狅犺犿犪狀狀得到进一步拓展．犖犪狊犺犲犱等
［１０］

研究了阻尼牛顿法在仿射逆变条件下的局部收敛

性．白中治
［１１］给出了不精确牛顿法在仿射协变条件

下的不精确牛顿法的半局部收敛性．徐秀斌
［１２］研究

了在弱犔犻狆狊犮犺犻狋狕条件下犎犪犾犾犲狔方法的半局部收

敛性．

大多数文献是在假设满足仿射协变条件下研究

牛顿法的收敛性，而对仿射逆变条件下的研究较少．

本文将结合文献［９］的思想，主要研究加入新的仿射

逆变性后的牛顿法的半局部收敛性，并在更弱的仿

射逆变条件下牛顿法的半局部收敛性得到了更一般

的结果．

１　预备知识

考虑非线性方程组犉（狓）＝０．其中犉：犇犡→

犢的连续可微映射，犡和犢为犅犪狀犪犮犺空间．普通牛

顿法对犉（狓）＝０进行求解时，实际是求解线性方

程组

犉′（狓犽）Δ狓犽 ＝－犉（狓犽），犽＝０，１，…，＋∞（３）

求得上述方程组的精确解Δ狓犽 后，由狓犽＋１＝狓犽＋

Δ狓犽 进行校正．显然，普通牛顿法使非线性方程组

犉（狓）＝０的求解问题变成线性方程组（３）来解决．

上面的线性方程组（３）的可解性的必要条件是：

对所有的狓∈犇，雅克比矩阵犉′（狓）是可逆的．在经

典的收敛定理中通常要求犉′（狓）－１存在且有界，即

‖犉′（狓）－１‖犢→犡 ≤β＜ !

，狓∈犇 （４）

　　从实际计算的角度看，除了一些简单的例子外，

理论上的量β是不容易得到的．然而，

‖犉′（狓）－１‖犢→犡 ≤β０ （５）

是可取的．

研究上面的牛顿迭代的收敛性质，犉（狓）的二次

导数信息是必要的．有大量的文献对式（４）进行弱

化，犓犲犾犾犲狔
［３］将其弱化为犉＇的犔犻狆狊犮犺犻狋狕连续：存在

一个常数犔＞０，使得

‖犉′（狓）－犉′（狓
—
）‖犡→犢 ≤犔‖狓－狓

—

‖犡 （６）

成立．式中，狓，狓
—

∈犇．

进一步，由算子扰动定理可知：对‖狓－狓０‖犡＜

１
β０犔

，狓 ∈ 犇，有 ‖ 犉′ （狓）－１ ‖犢→犡 ≤β ≤

β０
１－β０犔‖狓－狓０‖犡

成立．

经典的收敛性定理的假设条件都是式（４）、（５）、

（６）的组合．现给出２个重要的收敛定理．

引理１　（犖犲狑狋狅狀犓犪狀狋狅狉狅狏犻犮犺定理
［９］）假设式

（５）和式（６）成立，那么犉（狓）＝０存在唯一的解

狓．另外，当犓犪狀狋狅狉狅狏犻犮犺量犺０：＝‖Δ狓０‖犡β０犔＜

１
２
和初始点狓０ 相应的收敛球半径ρ０≈

１
β０犔

成立

时，牛顿法在解狓的领域内收敛速度达到二阶．

引理２　（犖犲狑狋狅狀犕狔狊狅狏狊犽犻犽犺定理
［９］）假设式

（４）和式（６）成立，那么犉（狓）＝０有唯一的解狓．

另外，当犓犪狀狋狅狉狅狏犻犮犺量犺０：＝‖Δ狓０‖犡β犔＜
１
２
和

初始点狓０相应的收敛球半径ρ０≈
１
β犔
成立时，牛顿

法在解狓的领域内收敛速度达到二阶．

普通牛顿法缺乏仿射不变性．犎狅犺犿犪狀狀在牛顿

法中加入仿射逆变性，收到了很好的效果．相对于经

典的牛顿法，利用仿射逆变性令收敛定理的证明更

加简洁．为此，给出仿射映射的定义．

定义１　设犉∈犇犡→犢的映射，犃是犡到犢

上的任意线性算子，对于任意的狓，犫∈犇，称

犉（狓）＝犃狓＋犫为犡上的仿射映射．

设犃，犅∈犚狀×狀是任意非奇异的狀阶矩阵，考

虑非线性系统的仿射变换

犌（狔）＝犃犉（犅狔）＝０，狓＝犅狔 （７）

则将牛顿法应用到犌（狔）上可得

０３４
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犌′（狔犽）Δ狔犽 ＝－犌（狔犽），

　　狔犽＋１＝狔犽＋Δ狔犽，犽＝０，１，…，＋∞

由于犌′（狔犽）＝犃犉′（狓犽）犅和初始点狔０＝犅
－１狓０，故

对任意的犽∈犖，有狓犽＝犅狔犽．

很显然，他们仅仅是通过犅的一个变换得到

的．因此，有牛顿法产生的序列｛狓犽｝在仿射变换条

件下具有不变性．

定义２　若固定犉的像空间，即令犃＝犐，则称

犌（狔）＝犉（犅狔）＝０，狓＝犅狔，犅∈犌犔（狀）为仿射逆

变性．

对于这个问题，普通牛顿法推不出关于｛狔犽｝的

迭代序列，但是可以导出关于残差｛犉（狓犽）｝的序列，

这与犅的选择无关．另外，在经典的收敛定理中，

犉′（狓）的犔犻狆狊犮犺犻狋狕连续是必要的．加入仿射逆变性

后，将犔犻狆狊犮犺犻狋狕条件和‖犉′（狓）－１‖≤犕 结合得到

仿射逆变犔犻狆狊犮犺犻狋狕条件

‖（犉′（狓
—
）－犉′（狓））（狓

—

－狓）‖≤

犔‖犉′（狓）（狓
—

－狓）‖２ （８）

考虑到犔犻狆狊犮犺犻狋狕条件是 犎狅犾犱犲狉条件的特例，将

犎狅犾犱犲狉条件与‖犉′（狓）－１‖≤犕 结合得到仿射逆

变犎狅犾犱犲狉条件

‖（犉′（狓
—
）－犉′（狓））（狓

—

－狓）‖≤

犔狆‖犉′（狓）（狓
—

－狓）‖１＋狆 （９）

显然，这两个条件满足仿射逆变性，因为对任意可逆

线性算子犅，若对非线性方程（１）作仿射逆变变换

犌（狔）＝犉（犅狔）＝０，则

犌′（狔）（狔
—

－狔）＝犉′（犅狔）犅（狔
—

－狔）＝

犉′（狓）（狓
—

－狓），狓＝犅狔，狓，狓
—

∈犇 （１０）

　　下面给出仿射逆变犔犻狆狊犮犺犻狋狕条件和仿射逆变

犎狅犾犱犲狉条件的定义．

定义３　（仿射逆变犔犻狆狊犮犺犻狋狕条件）设犉：犇

犡→犢连续可微，对于任意的狓，狔∈犇，如果对任意

的狏∈犇有

‖［犉′（狓）－犉′（狔）］狏‖≤犔‖犉′（狓）（狓－狔）‖·

‖犉′（狓）狏‖，狓，狔∈犇 （１１）

则称为犉′在犇上满足仿射逆变犔犻狆狊犮犺犻狋狕条件．

定义４　（仿射逆变犎狅犾犱犲狉条件）设犉：犇

犡→犢连续可微，如果对于任意的狏∈犇有

‖［犉′（狓）－犉′（狔）］狏‖≤犔‖犉′（狓）（狓－狔）‖狆·

‖犉′（狓）狏‖，狓，狔∈犇，狆∈（０，１］ （１２）

则称为犉′在犇上满足仿射逆变犎狅犾犱犲狉条件．

在 犓犪狀狋狅狉狅狏犻犮犺 定 理 的 基 础 上 给 出 仿 射

犔犻狆狊犮犺犻狋狕条件半局部收敛性分析，并由此推出更弱

的仿射逆变犎狅犾犱犲狉条件下的半局部收敛性分析，后

者是前者的推广．得到了牛顿法在仿射逆变条件下

的更一般的结果．

２　牛顿法在新的仿射逆变条件下的半

局部收敛性分析

　　讨论牛顿法的半局部收敛性，最著名的定理是

康托洛维奇定理．

引理３　（康托洛维奇定理
［５］）设犉：犇犚狀→

犚狀 及初始近似狓０满足下列条件：

犪．［犉′（狓０）］－１存在，且‖［犉′（狓０）］－１‖≤β，

‖［犉′（狓０）］－１犉（狓０）‖≤η；

犫．在狓０的邻域犛（狓０，δ）内，犉′（狓）存在并满

足犔犻狆狊犮犺犻狋狕条件

‖犉′（狓）－犉′（狔）‖≤犔‖狓－狔‖，

狓，狔∈犛（狓０，δ）

并且ρ＝βη犔≤
１
２
，δ≥

１－ １－２槡 ρ
ρ

η，则方程（１）于

犛（狓０，δ）内有解狓，且牛顿序列 狓｛ ｝犽 收敛到狓，

并有估计式

‖狓犽－狓‖ ≤
θ
２
犽
－１

∑
２
犽－１
－１

犼＝０

θ
２犼

η （１３）

其中θ＝
１－ １－２槡 ρ

１＋ １－２槡 ρ
．

引理４　（中值定理
［５］）若映射犉：犇犚狀→犚狀

在开凸集犇上可导，犉′（狓）在犇上连续，则对任何

狓，狔∈犇，有

犉（狔）－犉（狓）＝∫
１

狋＝０
犉′（狓＋

狋（狔－狓））（狔－狓）犱狋 （１４）

　　康托洛维奇定理有很大的理论价值，一方面是

定理的收敛条件，另一方面就是定理的证明方法，为

研究仿射逆变条件下牛顿法的半局部收敛性做了指

导．在此基础上，在牛顿法中引入仿射逆变性，先研

究牛顿法在仿射逆变犔犻狆狊犮犺犻狋狕条件下半局部收

敛性．

定理１　（仿射逆变犔犻狆狊犮犺犻狋狕条件下半局部收

敛性定理）设犉：犇→犚狀 是在犇 上的连续可微映

射，犇犚狀 是一个开的凸集．犉′（狓）对任意狓∈犇

均可逆，并设犉′满足仿射逆变犔犻狆狊犮犺犻狋狕条件成

立，即

‖（犉′（狔）－犉′（狓））（狔－狓）‖≤

１３４
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犔‖犉′（狓）（狔－狓）‖
２

　　对 狓，狔∈犇，定义一个开的水平集犾犔＝

狓∈犇 ‖犉（狓）‖＜
２｛ ｝犔 ，且犾

—

犔犇是有界的．对于

解狓的一个给定的初始迭代点狓０，使它满足犺０：＝

ω‖犉（狓０）‖＜２，即狓０∈犾犔．那么牛顿迭代序列

｛狓犽｝仍在犾犔 中，并且牛顿迭代序列｛狓犽｝收敛到解

狓∈犾犔．迭代残余序列｛犉（狓犽）｝收敛到０，且有估

计式

‖犉（狓犽＋１）‖≤
１
２
犔‖犉（狓犽）‖２ （１５）

　证明　首先证明狓犽＋１∈犇．

应用积分中值定理可知

犉（狓犽＋λΔ狓犽）＝犉（狓犽）＋犉（狓犽＋λΔ狓犽）－

犉（狓犽）＝犉（狓犽）＋∫
λ

狋＝０
犉′（狓犽＋

狋Δ狓犽）Δ狓犽犱狋

由仿射逆变犔犻狆狊犮犺犻狋狕条件可知

‖犉（狓犽＋λΔ狓犽）‖＝‖犉（狓犽）＋

∫
λ

狋＝０
犉′（狓犽＋狋Δ狓犽）Δ狓犽犱狋‖＝

‖∫
λ

狋＝０

（犉′（狓犽＋狋Δ狓犽）－犉′（狓犽））Δ狓犽犱狋＋

（１－λ）犉（狓犽）‖≤∫
λ

狋＝０
‖（犉′（狓犽＋狋Δ狓犽）－

犉′（狓犽））Δ狓犽‖犱狋＋（１－λ）‖犉（狓犽）‖≤

犔∫
λ

狋＝０
‖犉′（狓犽）Δ狓犽‖２狋犱狋＋

（１－λ）‖犉（狓犽）‖＝

（１－λ＋
１
２
犔λ

２
‖犉（狓犽）‖）‖犉（狓犽）‖

故对于每一个λ∈［０，１］，当狋∈［０，λ］时，有狓犽＋

狋Δ狓犽∈犾犔．

假设狓犽＋１犾犔，那么存在一个极小值λ
—

∈［０，

１］，使狓犽＋λ
—

Δ狓犽∈犾犔，且

‖犉（狓犽＋λ
—

Δ狓犽）‖≤（１－λ
—

＋λ
—
２）‖犉（狓犽）‖≤

２
犔

因此矛盾，故狓犽＋１∈犾犔．

当λ＝１时，可以得到

‖犉（狓犽＋１）‖≤
１
２
犔‖犉（狓犽）‖２

至于残余导向犓犪狀狋狅狉狅狏犻犮犺量犺犽：＝
１
２
犔‖犉（狓犽）‖２，

可以推出数量关系

犺犽＋１≤
１
２
犺犽

２
＝
１
２
犺（ ）犽 犺犽

由假设犺０＝犔‖犉（狓０）‖＜２，即狓０∈犾犔，犺０＜２，得

犺１＜犺０＜２（犽＝０）．重复迭代，可以推出犺犽＋１＜

犺犽＜２，犽＝１，２，…，＋∞．因此‖犉（狓犽＋１）‖≤

‖犉（狓犽）‖＜
２
犔
，故犾犻犿

犽→!

犺犽＝０，从而｛狓犽｝犾犔

犇．又由于犾犔 是有界的，所以序列｛狓犽｝存在一个聚

点狓，使犉（狓）＝０，即狓是犉（狓）＝０的解点．证

毕．

接下来在定理１的基础上研究比仿射逆变

犔犻狆狊犮犺犻狋狕条件更弱条件下（仿射逆变犎狅犾犱犲狉条件）

的牛顿法的半局部收敛性．

定理２　（仿射逆变犎狅犾犱犲狉条件下半局部收敛

性定理）　设犉：犇→犚狀 是在犇 上的连续可微映

射，犇犚狀 是一个开的凸集．犉′（狓）对任意狓∈犇

均可逆，并设犉′满足仿射逆变犎狅犾犱犲狉条件成立，即

‖［犉′（狓）－犉′（狔）］（狓－狔）‖≤

犔‖犉′（狓）（狓－狔）‖狆＋
１，狓，狔∈犇，狆∈（０，１］

定义一个开的水平集犾犔
狆
：＝｛狓∈犇：‖犉（狓）‖狆＜

（１＋狆）／犔狆｝且犾
—

犔
狆
犇是有界的．对于解狓的一

个给定的初始迭代点狓０∈犇，设‖犉（狓０）‖≤β．如

果β犔
１／狆
狆 ＜（１＋狆）

１／狆即狓０∈犾犔
狆
．那么牛顿迭代序列

｛狓犽｝仍在犾犔
狆
中，并且牛顿迭代序列｛狓犽｝收敛到解

狓∈犾犔
狆
．此外，迭代残余序列｛犉（狓犽）｝收敛到０，

且收敛速度为

‖犉（狓犽＋１）‖≤
犔狆
１＋狆

‖犉（狓犽）‖１＋狆 （１６）

　　证明　应用归纳法证明．因为狓０∈犾犔
狆
，设狓犽∈

犾犔
狆
，由于

犉（狓犽＋１）＝犉（狓犽＋１）－犉（狓犽）＋犉（狓犽）＝　　

∫
１

０

［犉＇（狓犽＋狋（狓犽＋１－狓犽））－犉′（狓犽）］·

（狓犽＋１－狓犽）犱狋

应用仿射逆变犎狅犾犱犲狉条件可得

‖犉（狓犽＋１）‖≤∫
１

０
‖［犉′（狓犽＋狋（狓犽＋１－狓犽））－

犉′（狓犽）］（狓犽＋１－狓犽）‖犱狋≤

∫
１

０
犔狆‖犉′（狓犽）（狓犽＋１－狓犽）‖

１＋狆狋狆犱狋＝

犔狆
１＋狆

‖犉（狓犽）‖１＋狆

因为狓犽∈犾犔
狆
，故‖犉（狓犽）‖狆＜（１＋狆）／犔狆．于是

‖犉（狓犽＋１）‖≤
犔狆
１＋狆

‖犉（狓犽）‖狆＋１＜

　　　
犔狆
１＋狆

·１＋狆
犔狆

‖犉（狓犽）‖＝‖犉（狓犽）‖

从而

‖犉（狓犽＋１）‖狆 ＜‖犉（狓犽）‖狆 ＜（１＋狆）／犔狆

２３４
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由此知狓犽＋１∈犾犔
狆
．因此 狓｛ ｝犽 犾犔

狆
．

　　下面证明其收敛性．为此令狋犽：＝犔１
／狆
狆 ‖犉（狓犽）‖，

则狋犽＋１≤
１

狆＋１
狋狆＋１犽 ，于是

狋犽＋１≤
１

狆＋１
狋狆＋１犽 ≤…≤

１

狆＋１
·

１

狆＋（ ）１
（１＋狆）（（１＋狆）

犽
－１）

狆

狋
（１＋狆）

犽＋１

０ ＝

（１＋狆）
１
狆（ 狋０

（１＋狆）
１
狆

）（１＋狆）
犽＋１

因为狋０＝β犔
１／狆
狆 ＜（１＋狆）

１／狆，故犾犻犿
犽→!

狋犽＝０．从而

犾犻犿
犽→!

‖犉（狓犽）‖＝０．又由于犾犔犘是有界的，故存在聚

点狓使得狓犽→狓（犽→!

）．且满足犉（狓）＝０，即

狓是非线性方程组（１）在犾犔ω中的一个解．证毕．

在定理２中，当取狆＝１时，定理中的收敛判据

β犔
１／狆
狆 ＜（１＋狆）

１／狆即成为定理１中的收敛判据

犔β＜２．此外，对误差估计‖犉（狓犽＋１）‖≤
犔狆
１＋狆

·

‖犉（狓犽）‖１＋狆，当狆＝１时，即为　‖犉（狓犽＋１）‖≤

１
２
犔‖犉（狓犽）‖．

因此定理２是定理１的推广．需要注意的是，当

水平集确定时，只要取其中任意一点作为初始迭代

点便可以保证所产生的序列仍在水平集内且是收敛

的．从而此结果推广并改进了经典的半局部收敛性

定理．

３　结　论

主要研究了仿射逆变犔犻狆狊犮犺犻狋狕条件下牛顿法的半

局部收敛性，并在此基础上给出了仿射逆变犎狅犾犱犲狉犉

条件下牛顿法的半局部收敛性定理，得到了更一般

的结果．由此可以得出结论：定理２是定理１的推

广．此结果推广并改进了经典的半局部收敛性定理．

而对于牛顿法的高阶推广迭代算法，如犎犪犾犾犲狔

法和犆犺犲犫狔狊犺犲狏法是否能够建立仿射逆变条件下的

收敛性，这一点目前还没有人做深入的探讨．一个关

键的切入点是需要论证这些高阶算法是否具有仿射

逆变性，如果满足该不变性，那么便可能可以建立相

应的仿射逆变收敛结果．
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性［犑］．电子科技大学学报，１９９４，２３（５）：５３５－５３７．

［１２］　犡狌犡犅，犔犻狀犵 犢 犎．犛犲犿犻犾狅犮犪犾犮狅狀狏犲狉犵犲狀犮犲犳狅狉

犎犪犾犾犲狔’狊犿犲狋犺狅犱狌狀犱犲狉狑犲犪犽犔犻狆狊犮犺犻狋狕犮狅狀犱犻狋犻狅狀［犑］．

犃狆狆犾犻犲犱犕犪狋犺犲犿犪狋犻犮狊犪狀犱犆狅犿狆狌狋犪狋犻狅狀，２００９，２１５（８）：

３０５７－３０６７．
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