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区间直觉梯形模糊几何犅狅狀犳犲狉狉狅狀犻
平均算子及其应用

周晓辉，　姚　俭
（上海理工大学 管理学院，上海　２０００９３）

摘要：研究了决策信息为区间直觉梯形模糊数且属性间存在相互关联的多属性群决策问题，提出

一种基于区间直觉梯形模糊几何加权犅狅狀犳犲狉狉狅狀犻平均算子的决策方法．基于区间梯形直觉模糊数

的运算法则和几何犅狅狀犳犲狉狉狅狀犻平均算子，定义了区间直觉梯形模糊几何犅狅狀犳犲狉狉狅狀犻平均算子及其

加权算子．给出了这些算子的一些性质，建立基于区间直觉梯形模糊几何加权犅狅狀犳犲狉狉狅狀犻平均算子

的多属性群决策模型．最后，将该方法应用在供应商选择的群决策问题中，结果表明了该方法的有

效性与可行性．
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　　自犃狋犪狀犪狊狊狅狏提出直觉模糊集
［１］（犻狀狋狌犻狋犻狅狀犻狊狋犻犮

犳狌狕狕狔狊犲狋狊，犐犉犛）以来，因犐犉犛综合考虑隶属度、非隶属

度和犹豫度三方面的信息，能更加细腻地描述和刻画

客观世界的模糊性本质，众多学者对犐犉犛进行了深入

研究．目前关于犐犉犛的拓展形式主要有区间直觉模糊

集（犻狀狋犲狉狏犪犾狏犪犾狌犲犱犻狀狋狌犻狋犻狅狀犻狊狋犻犮犳狌狕狕狔狊犲狋狊，犐犞犐犉犛）
［２－４］、

三角 直 觉 模 糊 数 （狋狉犻犪狀犵狌犾犪狉犻狀狋狌犻狋犻狅狀犻狊狋犻犮犳狌狕狕狔

狀狌犿犫犲狉狊，犜犐犉犖）
［５－６］、直觉梯形模糊数（犻狀狋狌犻狋犻狅狀犻狊狋犻犮

狋狉犪狆犲狕狅犻犱犪犾犳狌狕狕狔狀狌犿犫犲狉狊，犐犜犉犖）和区间直觉梯形模

糊数 （犻狀狋犲狉狏犪犾狏犪犾狌犲犱犻狀狋狌犻狋犻狅狀犻狊狋犻犮狋狉犪狆犲狕狅犻犱犪犾犳狌狕狕狔

狀狌犿犫犲狉狊，犐犞犐犜犉犖）
［７］．王坚强

［７］于２００８年首次提出了

犐犞犐犜犉犖的概念，但与其相关的研究并不多见．因

犐犞犐犜犉犖的隶属函数和非隶属函数用区间数描述，在

刻画客观世界的模糊性本质方面比犐犉犛，犐犞犐犉犛，犐犜犉犖

和犜犐犉犖更为精细和准确，因而引起了众多学者的关

注．万树平
［８］探讨了犐犞犐犜犉犖的运算法则，定义其得分

函数和精确函数，给出了犐犞犐犜犉犖的排序方法，定义

了犐犞犐犜犉犖的加权算术平均（犐犞犐犜犉犖犠犃犃）和加权几

何平均算子（犐犞犐犜犉犖犠犌犃），并将其应用于多属性群

决策（犕犃犌犇犕）领域．犠狌等
［９］研究了犐犞犐犜犉犖的加权

几何 算 子 （犐犞犐犜犉犖犠犌）、有 序 加 权 几 何 算 子

（犐犞犐犜犉犖犗犠犌）和混合几何算子（犐犞犐犜犉犖犎犌），并给出

犕犃犌犇犕方法．汪新凡等
［１０］定义了新的犐犞犐犜犉犖加法

运算法则，结合犐犞犐犜犉犖的期望值给出了新的犐犞犐犜犉犖

加权算术平均（犐犞犐犜犉犖犠犃犃）算子、有序加权平均

（犐犞犐犜犉犖犗犠犃）算子和混合集成（犐犞犐犜犉犖犎犃）算子．

上述研究的犐犞犐犜犉犖集成算子仅考虑了属性间

相互独立的情况，实际决策中，不同属性间会存在不

同程度的联系，如互补、冗余、偏好关系等．有关属性

间具有相互关联的犐犞犐犜犉犖集成算子却不曾见到报

道．基于犅狅狀犳犲狉狉狅狀犻提出的犅犕算子
［１１］能够很好地

捕获输入变量之间的相互关联情况，其可以将多个

输入变量集结为一个输入变量，是一种介于最大和

最小之间的集成算子．犡狌等
［１２］在直觉模糊环境下

拓展了犅犕算子进行犐犉犛的信息集成，另外将犅犕

算子与犐犞犐犉犛结合，提出了犐犞犐犉犅犕算子，研究了相

关的性质，并应用于 犕犃犌犇犕领域
［１３］．犇狌狋狋犪等

［１４］

将犐犜犉犖和犅犕 算子结合，提出了直觉梯形模糊

犅狅狀犳犲狉狉狅狀犻（犐犜犉犅犕）算子和广义直觉梯形模糊

犅狅狀犳犲狉狉狅狀犻（犌犐犜犉犅犕）算子．犡犻犪等
［１５］研究了几何

犅狅狀犳犲狉狉狅狀犻平均（犌犅犕）算子，在直觉模糊环境下将

犐犉犛与 犌犅犕 算子结合，提出了直觉模糊几何

犅狅狀犳犲狉狉狅狀犻平均（犐犉犌犅犕）算子和直觉模糊几何加权

犅狅狀犳犲狉狉狅狀犻平均（犐犉犌犠犅犕）算子，同时研究了其性

质，并通过犕犃犇犌犕算例验证了犐犉犌犠犅犕算子的有

效性和实用性．

基于以上分析，本文将犐犞犐犜犉犖与犌犅犕算子相

结合，提出犐犞犐犜犉犌犅犕算子和犐犞犐犜犉犌犠犅犕算子，

同时研究它们的一些性质．最后给出一种基于

犐犞犐犜犉犌犠犅犕算子的犕犃犌犇犕方法．

１　基本理论

１．１　犐犞犐犜犉犖定义

定义１
［７－９］
　设α

～ 实数集上的一个犐犞犐犜犉犖的

区间值隶属函数为

μ＋α～（狓）＝

狓－犪
犫－犪

μ＋α～， 犪≤狓＜犫

μ＋α～， 犫≤狓≤犮

犱－狓
犱－犮

μ＋α～，犮＜狓≤犱

０，

烅

烄

烆 其它

和

μ－α～（狓）＝

狓－犪
犫－犪

μ－α～， 犪≤狓＜犫

μ－α～， 犫≤狓≤犮

犱－狓
犱－犮

μ－α～，犮＜狓≤犱

０，

烅

烄

烆 其它

其区间值非隶属函数为

ν＋α～（狓）＝

犫－狓＋（狓－犪）ν＋α～
犫－犪

， 犪≤狓＜犫

ν＋α～， 犫≤狓≤犮

狓－犮＋（犱－狓）ν＋α～
犱－犮

， 犮＜狓≤犱

０，

烅

烄

烆 其它

和

ν－α～（狓）＝

犫－狓＋（狓－犪）ν－α～
犫－犪

， 犪≤狓＜犫

ν－α～， 犫≤狓≤犮

狓－犮＋（犱－狓）ν－α～
犱－犮

， 犮＜狓≤犱

０，

烅

烄

烆 其它

其中，０≤μ－α～≤μ
＋
α～≤１；０≤ν

－
α～≤ν

＋
α～≤１；０≤μ

＋
α～＋

２６４
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ν
＋
α～≤１；犪，犫，犮，犱∈瓗，则称α

～＝（［犪，犫，犮，犱］；

［μ－α～，μ
＋
α～］，［ν

－
α～，ν

＋
α～］）为犐犞犐犜犉犖，当μ

－
α～ ＝μ

＋
α～，

ν
－
α～＝ν

＋
α～时，犐犞犐犜犉犖就退化为犐犜犉犖，其几何意义如

图１所示．

图１　区间直觉梯形模糊数

犉犻犵．１　犐狀狋犲狉狏犪犾狏犪犾狌犲犱犻狀狋狌犻狋犻狅狀犻狊狋犻犮狋狉犪狆犲狕狅犻犱犪犾

犳狌狕狕狔狀狌犿犫犲狉

１．２　犐犞犐犜犉犖的运算法则

定义２
［８－９］
　设α

～
犻＝（［犪犻，犫犻，犮犻，犱犻］；［μ－α～犻，

μ
＋
α～犻
］，［ν－α～犻，ν

＋
α～犻
］）（犻＝１，２）为２个正犐犞犐犜犉犖，λ≥０，

则有

α
～
１!α

～
２＝（［犪１＋犪２，犫１＋犫２，犮１＋犮２，犱１＋犱２］；

　　［μ－α～１＋μ
－
α～２－μ

－
α～１μ

－
α～２
，

　　μ＋α～１＋μ
＋
α～２－μ

＋
α～１μ

＋
α～２
］，

　　［ν－α～１ν
－
α～２
，ν＋α～１ν

＋
α～２
］） （１）

α
～
１α

～
２＝（［犪１犪２，犫１犫２，犮１犮２，犱１犱２］；

　　［μ－α～１μ
－
α～２
，μ＋α～１μ

＋
α～２
］，［ν－α～１＋ν

－
α～２－ν

－
α～１ν

－
α～２
，

　　ν＋α～１＋ν
＋
α～２－ν

＋
α～１ν

＋
α～２
］） （２）

λα
～
１＝（［λ犪１，λ犫１，λ犮１，λ犱１］；

　　［１－（１－μ－α～１）
λ，１－（１－μ＋α～１）

λ］，

　　［（ν－α～１）
λ，（ν＋α～１）

λ］） （３）

（α～１）λ＝（［（犪１）λ，（犫１）λ，（犮１）λ，（犱１）λ］；

　　［（μ－α～１）
λ，（μ＋α～１）

λ］，

　　［１－（１－ν－α～１）
λ，１－（１－ν＋α～１）

λ］） （４）

１．３　犐犞犐犜犉犖的排序方法

定义３
［８］
　对于犐犞犐犜犉犖，α

～＝（［犪，犫，犮，犱］；

［μ－α～，μ
＋
α～］，［ν

－
α～，ν

＋
α～］），其得分函数与精确函数分

别为

犛（α～）＝
１
８
（犪＋犫＋犮＋犱）·

（μ－α～－ν
－
α～＋μ

＋
α～－ν

＋
α～） （５）

犎（α～）＝
１
８
（犪＋犫＋犮＋犱）·

（μ－α～＋ν
－
α～＋μ

＋
α～＋ν

＋
α～） （６）

　　文献［８］还给出犐犞犐犜犉犖的排序方法．设α
～
１，α

～
２

为２个犐犞犐犜犉犖，其排序规则为

犪．若犛（α
～
１）＞犛（α

～
２），则α

～
１＞α

～
２；

犫．若犛（α
～
１）＝犛（α

～
２），则

（犪）若犎（α
～
１）＞犎（α

～
２），则α

～
１＞α

～
２；

（犫）若犎（α
～
１）＝犎（α

～
２），则α

～
１＝α

～
２．

１．４　犌犅犕算子

定义４
［１５］
　设狆，狇＞０，且非负实数集合｛犪１，

犪２，…，犪狀｝满足

犌犅狆
，狇（犪１，犪２，…，犪狀）＝

１

狆＋狇∏
狀

犻，犼＝１
犻≠犼

（狆犪犻＋狇犪犼）
１

狀（狀－１） （７）

则称函数犌犅狆
，狇为犌犅犕算子．

为处理决策信息以犐犞犐犜犉犖给出的犕犃犌犕犇问

题，结合犌犅犕算子给出犐犞犐犜犉犌犅犕算子．

１．５　犐犞犐犜犉犌犅犕算子

定义５　设α
～
犻＝（［犪犻，犫犻，犮犻，犱犻］；［μ－α～犻，μ

＋
α～犻
］，

［ν－α～犻，ν
＋
α～犻
］）（犻＝１，２，…，狀）为一组犐犞犐犜犉犖，且狆，狇

＞０，则犐犞犐犜犉犌犅犕算子为

犐犞犐犜犉犌犅犕狆，狇（α～１，α
～
２，…，α

～
狀）＝

１

狆＋狇
（
狀

犻，犼＝１
犻≠犼

（狆α
～
犻!狇α

～
犼））

１
狀（狀－１） （８）

　　引理１
［１６］
　设直觉模糊数β犻犼＝（狋β犻犼，犳β犻［ ］

犼
），

且犻，犼＝１，２，…，狀，犻≠犼，则有式（９）成立．


狀

犻，犼＝１
犻≠犼

β
１

狀（狀－１）

犻犼 （＝ ∏
狀

犻，犼＝１
犻≠犼

狋
１

狀（狀－１）

β犻犼
，１－

∏
狀

犻，犼＝１
犻≠犼

（１－犳β犻犼）
１

狀（狀－１）） （９）

式中，狋β犻犼为隶属度；犳β犻犼为非隶属度．

定理１　设α
～
犻＝（［犪犻，犫犻，犮犻，犱犻］；［μ－α～犻，μ

＋
α～犻
］，

［ν－α～犻，ν
＋
α～犻
］）（犻＝１，２，…，狀）为一组犐犞犐犜犉犖，且狆，狇

＞０，则式（８）集成后的结果仍是犐犞犐犜犉犖，且

犐犞犐犜犉犌犅犕狆，狇（α～１，α
～
２，…，α

～
狀）＝

（犪
··，犫

··
，犮
··，犱［ ］

··
；μ
··－
α～，μ

··＋
α［ ］～ ，ν

··－
α～，ν

··＋
α［ ］～ ） （１０）

其 中，犪
··
＝

１

狆＋狇∏
狀

犻，犼＝１
犻≠犼

（狆犪犻 ＋ 狇犪犼）
１

狀（狀－１）；犫
··

＝

１

狆＋狇∏
狀

犻，犼＝１
犻≠犼

（狆犫犻 ＋狇犫犼）
１

狀（狀－１）；犮
··
＝

１

狆＋狇∏
狀

犻，犼＝１
犻≠犼

（狆犮犻 ＋

狇犮犼）
１

狀（狀－１）；犱
··

＝
１

狆＋狇∏
狀

犻，犼＝１
犻≠犼

（狆犱犻 ＋狇犱犼）
１

狀（狀－１）；μ
··－
α～ ＝

１ （－ １－∏
狀

犻，犼＝１
犻≠犼

（１－（１－μ－α～犻）
狆（１－μ－α～犼）

狇）
１

狀（狀－１ ））
１
狆＋狇

；

３６４
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μ
··＋
α～ ＝ １ （－ １－ ∏

狀

犻，犼＝１
犻≠犼

（１－ （１－μ＋α～犻）
狆（１－

μ＋α～犼）
狇）

１
狀（狀１ ））

１
狆＋狇

；ν
··－
α～ （＝ １ － ∏

狀

犻，犼＝１
犻≠犼

（１ －

（ν－α～犻）
狆（ν－α～犼）

狇）
１

狀（狀１））
１

狆＋狇

；ν
··＋
α～ （＝ １ － ∏

狀

犻，犼＝１
犻≠犼

（１ －

（ν＋α～犻）
狆（ν＋α～犼）

狇）
１

狀（狀－１））
１
狆＋狇

．

　　证明　根据式（３）得到

狆α
～
犻＝（［狆犪犻，狆犫犻，狆犮犻，狆犱犻］；

［１－（１－μ－α～犻）
狆，１－（１－μ＋α～犻）

狆］，

［（ν－α～犻）
狆，（ν＋α～犻）

狆］） （１１）

狇α
～
犼＝（［狇犪犼，狇犫犼，狇犮犼，狇犱犼］；

［１－（１－μ－α～犼）
狇，１－（１－μ＋α～犼）

狇］，

［（ν－α～犼）
狇，（ν＋α～犼）

狇］） （１２）

进而根据式（１）得到

狆α
～
犻!狇α

～
犼＝（［狆犪犻＋狇犪犼，狆犫犻＋狇犫犼，狆犮犻＋狇犮犼，

　　狆犱犻＋狇犱犼］；［１－（１－μ
－
α～犻
）狆（１－μ－α～犼）

狇，

　　１－（１－μ＋α～犻）
狆（１－μ＋α～犼）

狇］，

　　［（ν－α～犻）
狆（ν－α～犼）

狇，（ν＋α～犻）
狆（ν＋α～犼）

狇］） （１３）

（狆α
～
犻!狇α

～
犼）

１
狀（狀－１）＝

（［　　 （狆犪犻＋狇犪犼）
１

狀（狀－１），（狆犪犻＋狇犪犼）
１

狀（狀－１），

　　（狆犪犻＋狇犪犼）
１

狀（狀－１），（狆犪犻＋狇犪犼）
１

狀（狀－１］） ；

［　　 （１－（１－μ－α～犻）
狆（１－μ－α～犼）

狇）
１

狀（狀－１），

　　（１－（１－μ＋α～犻）
狆（１－μ＋α～犼）

狇）
１

狀（狀－１］） ，

［　　 １－（１－（ν－α～犻）
狆（ν－α～犼）

狇）
１

狀（狀－１），１－

　　（１－（ν＋α～犻）
狆（ν＋α～犼）

狇）
１

狀（狀－１］）） （１４）

　　根据引理１中的公式（９），用狆α
～
犻!狇α

～
犼替代

β犻犼，用（１－（１－μ
－
α～犻
）狆（１－μ－α～犼）

狇），

（１－（１－μ＋α～犻）
狆（１－μ＋α～犼）

狇）替代狋β犻犼，用（ν
－
α～犻
）狆

（ν－α～犼）
狇，（ν＋α～犻）

狆（ν＋α～犼）
狇 替代犳β犻犼，结合式（１）～（４）可

以证明


狀

犻，犼＝１
犻≠犼

（狆α
～
犻狇α

～
犼）

１
狀（狀１） （［＝ ∏

狀

犻，犼＝１
犻≠犼

（狆犪犻＋狇犪犼）
１

狀（狀１），

　　∏
狀

犻，犼＝１
犻≠犼

（狆犫犻＋狇犫犼）
１

狀（狀１），∏
狀

犻，犼＝１
犻≠犼

（狆犮犻＋狇犮犼）
１

狀（狀１），

　　∏
狀

犻，犼＝１
犻≠犼

（狆犱犻＋狇犱犼）
１

狀（狀１］） ；

［　　 ∏
狀

犻，犼＝１
犻≠犼

（１－（１－μ－α～犻）
狆（１－μ－α～犼）

狇）
１

狀（狀１），

　　∏
狀

犻，犼＝１
犻≠犼

（１－（１－μ＋α～犻）
狆（１－μ＋α～犼）

狇）
１

狀（狀１ ］）

［　　 １－∏
狀

犻，犼＝１
犻≠犼

（１－（ν－α～犻）
狆（ν－α～犼）

狇）
１

狀（狀１），１－

　　∏
狀

犻，犼＝１
犻≠犼

（１－（ν＋α～犻）
狆（ν＋α～犼）

狇）
１

狀（狀１］）） （１５）

故有

犐犞犐犜犉犌犅犕狆，狇（α～１，α
～
２，…，α

～
狀）＝

　　
１

狆＋ （狇 
狀

犻，犼＝１
犻≠犼

（狆α
～
犻!狇α

～
犼）

１
狀（狀－１）） ＝

　　（犪
··，犫

··
，犮
··，犱［ ］

··
；μ
··－
α～，μ

··＋
α［ ］～ ，ν

··－
α～，ν

··＋
α［ ］～ ） （１６）

故式（１０）得证．

容易证明犐犞犐犜犉犌犎犕具有以下性质（限于篇

幅，证明过程略）

定理２　幂等性

设犐犞犐犜犉犖α
～
犻＝（［犪犻，犫犻，犮犻，犱犻］；［μ－α～犻，μ

＋
α～犻
］，

［ν－α～犻，ν
＋
α～犻
］）＝α

～＝（［犪，犫，犮，犱］；［μ－α～，μ
＋
α～］，［ν

－
α～，

ν
＋
α～］）对所有的犻（犻＝１，２，…，狀）有

犐犞犐犜犉犌犅犕狆，狇（α～１，α
～
２，…，α

～
狀）＝

　　犐犞犐犜犉犌犅犕狆，狇（α～，α～，…，α～）＝α～ （１７）

　　定理３　置换不变性

设（α
～
１，α

～
２，…，α

～
狀）为一组正犐犞犐犜犉犖集合，

（α
～
１，α
～
２，…，α

～
狀）为（α

～
１，α

～
２，…，α

～
狀）的任意一个置

换，则有

犐犞犐犜犉犌犅犕狆，狇（α～１，α
～
２，…，α

～
狀）＝

　　犐犞犐犜犉犌犅犕狆，狇（α～１，α
～
２，…，α

～
狀） （１８）

　　定理４　单调性

设

α
～
犻＝（［犪犻，犫犻，犮犻，犱犻］；［μ－α～犻，μ

＋
α～犻
］，［ν－α～犻，ν

＋
α～犻
］）

和

α
～^　犻＝（［犪^犻，犫^犻，犮^犻，犱^犻］；［μ^－α～犻，μ^

＋
α～犻
］，［ν^－α～犻，ν^

＋
α～犻
］）

为２个正犐犞犐犜犉犖集合，如果犪犻≥犪^犻，犫犻≥犫^犻，犮犻≥

犮^犻，犱犻≥犱^犻，且μ－α～犻≥μ^
－
α～犻
，μ＋α～犻≥μ^

＋
α～犻
，ν－α～犻≤ν^

－
α～犻
，

ν
＋
α～犻≤ν^

＋
α～犻
，对任意的（犻＝１，２，…，狀）都有

犐犞犐犜犉犌犅犕狆，狇（α～１，α
～
２，…，α

～
狀）≥

犐犞犐犜犉犌犅犕狆，狇（α～^　１，α～^　２，…，α～^　狀） （１９）

４６４
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　　定理５　有界性

设

α
～
犻＝（［犪犻，犫犻，犮犻，犱犻］；［μ－α～犻，μ

＋
α～犻
］，［ν－α～犻，ν

＋
α～犻
］）

　　（犻＝１，２，…，狀）为一正犐犞犐犜犉犖集合，则有

　α
～－
≤犐犞犐犜犉犌犅犕

狆，狇（α～１，α
～
２，…，α

～
狀）≤α

～＋ （２０）

其中，

α
～－＝（［犿犻狀

犻
犪犻，犿犻狀

犻
犫犻，犿犻狀

犻
犮犻，犿犻狀

犻
犱犻］；

［犿犻狀
犻
μ－α～犻，犿犻狀犻 μ

＋
α～犻
］，［犿犪狓

犻
ν－α～犻，犿犪狓犻 ν

＋
α～犻
］）

（犻＝１，２，…，狀）

α
～＋＝（［犿犪狓

犻
犪犻，犿犪狓

犻
犫犻，犿犪狓

犻
犮犻，犿犪狓

犻
犱犻］；

［犿犪狓
犻
μ－α～犻，犿犪狓犻 μ

＋
α～犻
］，［犿犻狀

犻
ν－α～犻，犿犻狀犻 ν

＋
α～犻
］）

（犻＝１，２，…，狀）

１．６　犐犞犐犜犉犌犠犅犕算子

基于以上研究知，犐犞犐犜犉犌犅犕算子考虑了属性

间关联性，是一种犐犞犐犜犉犖集成的新方法，但是在实

际应用中，属性具有不同的重要程度，为此，提出

犐犞犐犜犉犌犠犅犕算子．

定义６ 　设α
～
犻＝（［犪犻，犫犻，犮犻，犱犻］；［μ－α～犻，

μ
＋
α～犻
］，［ν－α～犻，ν

＋
α～犻
］）（犻＝１，２，…，狀）为一组正犐犞犐犜犉犖

集合，且狆，狇＞０，各属性的权重向量为狑＝（狑１，

狑２，…，狑狀 ），且 狑犻 ≥ ０，∑
狀

犻＝１

狑犻 ＝ １，则

犐犞犐犜犉犌犠犅犕算子为

犐犞犐犜犉犌犠犅犕狆，狇（α～１，α
～
２，…，α

～
狀）＝

１

狆＋狇
·

　　（
狀

犻，犼＝１
犻≠犼

（狆α
～
犻）狑犻 !

（狆α
～
犼）
狑
犼）

１
狀（狀－１（ ）） （２１）

　　定理６　设α
～
犻＝（［犪犻，犫犻，犮犻，犱犻］；［μ－α～犻，

μ
＋
α～犻
］，［ν－α～犻，ν

＋
α～犻
］）（犻＝１，２，…，狀）为一组正犐犞犐犜犉犖

集合，狆，狇＞０，各属性的权重为狑＝（狑１，狑２，…，

狑狀），狑犻≥０，∑
狀

犻＝１

狑犻＝１，则经式（２１）集成后的结

果还是犐犞犐犜犉犖，且

犐犞犐犜犉犌犠犅犕狆，狇（α～１，α
～
２，…，α

～
狀）＝　　　　　

（［犪
…
，犫
…
，犮
…
，犱
…
］；［μ

…
－
α～，μ

…
＋
α～］，［ν

…
－
α～，ν

…
＋
α～］） （２２）

其中

犪
…

＝
１

狆＋狇∏
狀

犻，犼＝１
犻≠犼

（（狆犪犻）
狑犻 ＋（狇犪犼）

狑
犼）

１
狀（狀－１）

犫
…

＝
１

狆＋狇∏
狀

犻，犼＝１
犻≠犼

（（狆犫犻）
狑犻 ＋（狇犫犼）

狑
犼）

１
狀（狀－１）

犮
…

＝
１

狆＋狇∏
狀

犻，犼＝１
犻≠犼

（（狆犮犻）
狑犻 ＋（狇犮犼）

狑
犼）

１
狀（狀－１）

犱
…

＝
１

狆＋狇∏
狀

犻，犼＝１
犻≠犼

（（狆犱犻）
狑犻 ＋（狇犱犼）

狑
犼）

１
狀（狀－１）

μ
…
－
α～ ＝１ ［－ （１－∏

狀

犻，犼＝１
犻≠犼

（１－（１－（μ－α～犻）
狑犻）狆·

　　（１－（μ－α～犼）
狑
犼）狇）

１
狀（狀－１） ］）

１
狆＋狇

μ
…
＋
α～ ＝１ ［－ （１－∏

狀

犻，犼＝１
犻≠犼

（１－（１－

　　（μ＋α～犻）
狑犻）狆（１－（μ＋α～犼）

狑
犼）狇）

１
狀（狀－１） ］）

１
狆＋狇

ν
…
－
α～ ［＝ （１－∏

狀

犻，犼＝１
犻≠犼

（１－（１－（１－ν－α～犻）
狑犻）狆·

　　（１－（１－ν－α～犼）
狑
犼）狇）

１
狀（狀－１） ］）

１
狆＋狇

ν
…
＋
α～ ［＝ （１－∏

狀

犻，犼＝１
犻≠犼

（１－（１－（１－ν＋α～犻）
狑犻）狆·

　　（１－（１－ν＋α～犼）
狑
犼）狇）

１
狀（狀－１） ］）

１
狆＋狇

　　定理６的证明类似定理１，限于篇幅，证明过

程略．

２　基于犐犞犐犜犉犌犠犅犕算子的犕犃犌犇犕
方法

　　基于犐犞犐犜犉犌犠犅犕算子，本文给出一种基于

犐犞犐犜犉犖的犕犃犌犇犕方法，针对某犕犃犌犇犕问题，设

方案集犃＝｛犃１，犃２，…，犃狋｝，属性集为犆＝｛犆１，

犆２，…，犆狀｝，相应属性权重为狑＝［狑１，狑２，…，

狑狀］犜，且狑犼∈［０，１］（犼＝１，２，…，狀）．犇＝｛犱１，犱２，

…，犱犿｝为决策集，ω＝［ω１，ω２，…，ω犿］犜为决策者

的权重向量，ω犽∈［０，１］（犽＝１，２，…，犿）．其中，

∑
犿

犽＝１

ω犽＝１，∑
狀

犼＝１

狑犼＝１．具体决策步骤如下：

步骤１　设决策者犱犽 给出方案犃犻 在属性犆犼

下的评价值为犐犞犐犜犉犖，从而得到决策矩阵为犇
（犽）＝

（α
～（犽）
犻犼 ）狀×狋．

步骤２　利用犐犞犐犜犉犌犠犅犕算子，对犿 位决策

专家给出的决策矩阵进行信息集成，综合专家权重，

得到方案犃犻（犻＝１，２，…，狋）的总体评价值．

步骤３　计算得分函数值与精确函数值，根据

犐犞犐犜犉犖排序方法对方案进行优劣排序，进而得到

最佳方案．

５６４
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３　实例分析

某食品公司拟从３个供应商（犃１，犃２，犃３）中选

择合适的合作伙伴，故针对每个供应商的４个属性

进行了评估，４个属性分别为：产品质量犆１；技术能

力犆２；污染控制犆３；环境管理犆４．属性的权重向量

为狑＝［０．２５，０．２，０．３５，０．２］犜，有３位决策专家

犱１，犱２，犱３分别对这犃１，犃２，犃３根据上述的４个属

性进行满意度测评，如表１～３所示．给出的测评值

均为犐犞犐犜犉犖，其中３位决策者的权重向量为ω＝

［０．２，０．３，０．５］犜．采用本文提出来的方法对供应商

进行选择．

表１　决策者犱１给出的决策矩阵

犜犪犫．１　犇犲犮犻狊犻狅狀犿犪狋狉犻狓犳狉狅犿犱犲犮犻狊犻狅狀犿犪犽犲狉犱１

犃１ 犃２ 犃３

犆１
（［０．２，０．３，０．４，０．５］；
［０．３，０．６］，［０．１，０．３］）

（［０．１，０．３，０．４，０．５］；
［０．５，０．６］，［０．２，０．４］）

（［０．３，０．５，０．６，０．７］；
［０．３，０．４］，［０．２，０．３］）

犆２
（［０．４，０．６，０．７，０．８］；
［０．４，０．７］，［０．１，０．２］）

（［０．２，０．４，０．５，０．８］；
［０．４，０．５］，［０．３，０．４］）

（［０．１，０．３，０．４，０．５］；
［０．４，０．６］，［０．１，０．２］）

犆３
（［０．３，０．５，０．６，０．８］；
［０．３，０．４］，［０．２，０．３］）

（［０．４，０．６，０．８，１．０］；
［０．４，０．６］，［０．２，０．４］）

（［０．２，０．３，０．４，０．５］；
［０．４，０．５］，［０．３，０．４］）

犆４
（［０．１，０．３，０．４，０．６］；
［０．６，０．７］，［０．２，０．３］）

（［０．３，０．５，０．６，０．７］；
［０．３，０．５］，［０．１，０．４］）

（［０．１，０．２，０．３，０．５］；
［０．２，０．５］，［０．１，０．４］）

表２　决策者犱２给出的决策矩阵

犜犪犫．２　犇犲犮犻狊犻狅狀犿犪狋狉犻狓犳狉狅犿犱犲犮犻狊犻狅狀犿犪犽犲狉犱２

犃１ 犃２ 犃３

犆１
（［０．６，０．７，０．８，０．９］；
［０．６，０．７］，［０．１，０．２］）

（［０．５，０．６，０．７，０．８］；
［０．５，０．６］，［０．３，０．４］）

（［０．７，０．８，０．９，１．０］；
［０．５，０．８］，［０．１，０．２］）

犆２
（［０．１，０．２，０．４，０．５］；
［０．３，０．５］，［０．２，０．４］）

（［０．４，０．５，０．６，０．８］；
［０．４，０．６］，［０．２，０．３］）

（［０．３，０．４，０．５，０．６］；
［０．５，０．６］，［０．２，０．４］）

犆３
（［０．３，０．４，０．５，０．６］；
［０．５，０．６］，［０．３，０．４］）

（［０．１，０．２，０．３，０．５］；
［０．４，０．６］，［０．２，０．４］）

（［０．２，０．３，０．４，０．５］；
［０．７，０．８］，［０．１，０．２］）

犆４
（［０．１，０．２，０．４，０．５］；
［０．５，０．７］，［０．２，０．３］）

（［０．３，０．５，０．６，０．８］；
［０．３，０．４］，［０．１，０．２］）

（［０．２，０．３，０．４，０．５］；
［０．４，０．７］，［０．２，０．３］）

表３　决策者犱３给出的决策矩阵

犜犪犫．３　犇犲犮犻狊犻狅狀犿犪狋狉犻狓犳狉狅犿犱犲犮犻狊犻狅狀犿犪犽犲狉犱３

犃１ 犃２ 犃３

犆１
（［０．４，０．５，０．６，０．７］；
［０．４，０．５］，［０．３，０．４］）

（［０．５，０．６，０．７，０．９］；
［０．３，０．６］，［０．１，０．２］）

（［０．３，０．４，０．５，０．６］；
［０．５，０．６］，［０．１，０．４］）

犆２
（［０．５，０．６，０．７，０．９］；
［０．２，０．４］，［０．１，０．２］）

（［０．４，０．５，０．７，０．８］；
［０．４，０．５］，［０．３，０．４］）

（［０．２，０．３，０．４，０．５］；
［０．４，０．５］，［０．２，０．５］）

犆３
（［０．４，０．５，０．６，０．７］；
［０．７，０．８］，［０．１，０．２］）

（［０．２，０．３，０．４，０．５］；
［０．６，０．８］，［０．１，０．２］）

（［０．２，０．４，０．５，０．６］；
［０．５，０．６］，［０．２，０．４］）

犆４
（［０．５，０．６，０．７，０．８］；
［０．５，０．６］，［０．２，０．４］）

（［０．６，０．７，０．８，０．９］；
［０．３，０．４］，［０．１，０．２］）

（［０．７，０．８，０．９，１．０］；
［０．４，０．５］，［０．３，０．５］）

　　步骤１　本文研究狆＝１，狇＝１的情况，由式 （２２）算出各个决策者对每个供应商的测评值如下：

犐犞犐犜犉犌犠犅犕１
，１（α
～（１）
１１，α

～（１）
１２，α

～（１）
１３，α

～（１）
１４）＝（［０．６９５６，０．８０２６，０．８４８３，０．９０５９］；［０．１１５６，０．１９８９］，［０．６２２１，０．７２７４］）

犐犞犐犜犉犌犠犅犕１
，１（α
～（１）
２１，α

～（１）
２２，α

～（１）
２３，α

～（１）
２４）＝（［０．６９８０，０．８１９４，０．８７２９，０．９３１５］；［０．１２０３，０．１８２１］，［０．６６４６，０．７９７６］）

犐犞犐犜犉犌犠犅犕１
，１（α
～（１）
３１，α

～（１）
３２，α

～（１）
３３，α

～（１）
３４）＝（［０．６４１８，０．７５０９，０．８０５４，０．８５９７］；［０．０９４６，０．１５６９］，［０．６４６７，０．７５６４］）

犐犞犐犜犉犌犠犅犕１
，１（α
～（２）
１１，α

～（２）
１２，α

～（２）
１３，α

～（２）
１４）＝（［０．６９６９，０．７７１０，０．８４８２，０．８８７３］；［０．１５１７，０．２１８１］，［０．６６７８，０．７５４７］）

犐犞犐犜犉犌犠犅犕１
，１（α
～（２）
２１，α

～（２）
２２，α

～（２）
２３，α

～（２）
２４）＝（［０．７２０４，０．７９４０，０．８４１８，０．９０９８］；［０．１２０３，０．１８３４］，［０．６６７１，０．７５８３］）

犐犞犐犜犉犌犠犅犕１
，１（α
～（２）
３１，α

～（２）
３２，α

～（２）
３３，α

～（２）
３４）＝（［０．７４５２，０．８０２９，０．８４９１，０．８８８４］；［０．１７５６，０．２８２６］，［０．６１６１，０．７１７４］）

犐犞犐犜犉犌犠犅犕１
，１（α
～（３）
１１，α

～（３）
１２，α

～（３）
１３，α

～（３）
１４）＝（［０．８１４８，０．８５７３，０．８９４４，０．９３３０］；［０．１４７６，０．２０３５］，［０．６３７８，０．７３４２］）

犐犞犐犜犉犌犠犅犕１
，１（α
～（３）
２１，α

～（３）
２２，α

～（３）
２３，α

～（３）
２４）＝（［０．７８２９，０．８３２３，０．８８０４，０．９２２３］；［０．１２３５，０．２０５１］，［０．６０７２，０．７００９］）
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犐犞犐犜犉犌犠犅犕１
，１（α
～（３）
３１，α

～（３）
３２，α

～（３）
３３，α

～（３）
３４）＝（［０．７３７６，０．８１４３，０．８５８３，０．８９６０］；［０．１３７２，０．１８２１］，［０．６６２１，０．８１７９］）

　　步骤２　考虑到决策者的权重，通过加权得到 每个供应商的测评结果如表４所示．

表４　测评结果、得分函数值和精确函数值

犜犪犫．４　犈狏犪犾狌犪狋犻狅狀狉犲狊狌犾狋狊，狊犮狅狉犻狀犵犳狌狀犮狋犻狅狀狏犪犾狌犲狊犪狀犱狆狉犲犮犻狊犲犳狌狀犮狋犻狅狀狏犪犾狌犲

方案 测评结果 得分函数值 精确函数值

犃１ （［０．７５５６，０．８２０５，０．８７１３，０．９１３９］；［０．１４２５，０．２０７０］，［０．６４３４，０．７３８９］） －０．４３３９ ０．７２７６

犃２ （［０．７４７２，０．８１８２，０．８６７３，０．９２０４］；［０．１２１９，０．１９４１］，［０．６３６０，０．７３６４６］） －０．４４２８ ０．７０７７

犃３ （［０．７２０７，０．７９８２，０．８４５０，０．８８６５］；［０．１４２０，０．２０８９］，［０．６４４９，０．７７４２］） －０．４３４０ ０．７１９２

　　步骤３　由式（５）、式（６）计算得分函数值和精

确函数值如表５所示，然后根据犐犞犐犜犉犖排序方法

对供应商进行优劣排序为犃１＞犃３＞犃２．因此，最优

的供应商为犃１．

对比分析文献［８］，运用犐犞犐犜犉犠犃犃算子和

犐犞犐犜犉犠犌犃算子的结果如表５所示．

表５　犐犞犐犜犉犠犃犃算子和犐犞犐犜犉犠犌犃算子集成结果

犜犪犫．５　犐狀狋犲犵狉犪狋犻狅狀狉犲狊狌犾狋狊狅犳犐犞犐犜犉犠犃犃狅狆犲狉犪狋狅狉

犪狀犱犐犞犐犜犉犠犌犃狅狆犲狉犪狋狅狉

方案
犐犞犐犜犉犠犃犃算子

得分函数 精确函数

犐犞犐犜犉犠犌犃算子

得分函数 精确函数

犃１ ０．１７７８ ０．４１６３ ０．０００１０８２ ０．０００３０２６

犃２ ０．１５７１ ０．３９０８ ０．０００１０７０ ０．０００３０７４

犃３ ０．１３８２ ０．３８０８ ０．００００５９７ ０．０００１８０９

　　由表５知，通过犐犞犐犜犉犠犃犃算子和犐犞犐犜犉犠犌犃

算子得到供应商的优劣排序均为犃１＞犃２＞犃３．最

优的供应商为 犃１，而 犃２，犃３ 的优劣排序与

犐犞犐犜犉犌犠犅犕算子的不同，主要因为本文提出的

犐犞犐犜犉犌犠犅犕算子考虑了属性间的关联性．

４　结束语

实际生活中的犕犃犌犇犕问题，决策属性之间往

往存在不同程度上的相互关联［１７－１９］．针对现有

犐犞犐犜犉信息集结算子存在的不足，结合犌犅犕算子，

研究了犐犞犐犜犉犌犅犕算子和犐犞犐犜犉犌犠犅犕算子，并研

究了 犐犞犐犜犉犌犅犕 算 子 的 一 些 性 质，最 后 将

犐犞犐犜犉犌犠犅犕算子应用在犕犃犌犇犕中．算例结果表

明了该算子的有效性和正确性．与传统方法对比，该

方法考虑了决策属性间的关联性，使决策分析更接

近决策问题的实际情况，决策结果更加合理，为解决

犕犃犌犇犕问题提供了新思路．
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