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图着色问题的逆序蚁群算法研究
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摘要：针对经典的图着色问题，依据传统图着色算法中逆序图着色的着色思想，结合蚁群算法的搜

索机制，给出了逆序蚁群着色算法．根据着色进度和未着色点的相邻点度数随机动态逆序选择新的

着色点，使得算法具有较强的搜索全局最优解的能力．利用计算机生产大量随机图作为测试实例，

对比逆序着色算法和逆序蚁群算法，实验结果说明逆序蚁群着色算法提高了求解质量，加快了收敛

速度，证明了其优良特性．同时算法效率的提高，也保证了该算法可适用于较大规模的着色问题求

解．此外，还进行了一系列对比试验，得出了关键参数的合理取值范围．

关键词：图着色问题；逆序着色算法；逆序蚁群着色算法
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　　图着色问题（犵狉犪狆犺犮狅犾狅狉犻狀犵狆狉狅犫犾犲犿，犌犆犘）是 现代图论中重要课题之一，在存储分配、电路布线、
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机场停机位分配等问题中也有广泛的应用．图着色

的内容包括点着色、边着色、组合地图的面着色等，

边着色和面着色都可转化为点着色问题．

图着色问题是组合优化中一个很活跃的课题，

国内外研究人员进行过许多研究，并取得了一系列

成果．在理论方面，对“四色猜想”和“五色定理”的证

明相继引出许多重要结果，另外还有有关色多项式

和一些根据子图特征分析着色数上界的结论［１－２］．

后来，从实用角度出发，更多的研究集中在算法

设计而不再是理论证明上．早期的算法研究主要是

如基于布尔代数运算的着色算法和基于深度优先检

索的回溯算法等经典方法，但由于图着色问题属于

犖犘难题，经典图着色算法随着图的规模增大，计算

量将以指数速度增加到不可接受的地步．之后一些

近似算法相继推出，如逆序标号算法和贪心算法等

启发式算法［３－４］．

自从蚁群算法在著名的旅行商问题和工件排序

问题上取得成效以来，已陆续渗透到其它组合优化

问题领域中，并在许多方面表现出相当好的性能．目

前，蚁群算法在着色问题方面的应用较少．

１　问题描述

已知犌＝（犞，犈），其中，｜犞｜＝狀；｜犈｜＝犿；且

犌为无自环的无向图．

对图犌点着色，是指将它的每个顶点涂上一种

颜色，使得任何相邻的顶点都涂上不同的颜色．若用

犽种颜色能够对犌的顶点进行一种着色，就称犌是

犽－点可着色的．若犌 是犽－点可着色的，但不是

（犽－１）－点可着色的，就简称犌 是犽－色图，称犽

为犌的色数
［５］．

问题的数学模型可写成

犿犻狀　犆（犌）＝犽

狊．狋．　
犮（狏犻）≠犮（狏犼），（狏犻，狏犼）∈犈

犮（狏）＝１，２，…，犽，　犽∈
｛ 犖

２　逆序蚁群算法

２．１　逆序着色算法

逆序着色算法是对经典图着色算法———犠犲犾犮犺

犘狅狑犲犾犾着色法的改进，犠犲犾犮犺犘狅狑犲犾犾着色法的原理

是将图犌中的结点按度数递减的次序进行排列，用

第一种颜色，对第一点着色，并按排列次序对与前面

结点不相邻的每一点着同样的颜色．然后用第二种

颜色对尚未着色的点重复前一步，直到所有的点都

着上颜色为止．

逆序着色算法的步骤为：

步骤１　取顶点狏１，犱犲犵（狏１）＝犿犪狓｛犱犲犵（狏犻）｜

狏犻∈犞｝，即选择度数最大的顶点，令犮（狏１）＝１，

犕１＝｛狏１｝，犞１＝犞＼｛狏１｝．

步骤２　取狏２∈犞１，并且与犕１中的顶点邻接

的度数为最大，令犮（狏２）＝２，犕２＝｛狏１，狏２｝，犞２

＝犞１＼｛狏２｝．

步骤３　取狏３∈犞２，并且与犕２中的顶点邻接

的度数为最大，令

犮（狏３）＝

１，（狏２，狏３）∈犈

２，（狏１，狏３）∈犈

３，（狏１，狏３）∈犈，（狏２，狏３）∈

烅

烄

烆 犈

　　步骤４　一般地，设 犕犽＝｛狏１，狏２，…，狏犽，

｜狏犼∈犞，犼＝１，２，…，犽｝，犞犽＝犞犽－１＼｛狏犽｝；若

犞犽＋１＝φ，则转步骤５；否则，若狏犽－１∈犞犽，并且与

犕犽中的顶点邻接的度数为最大且唯一，令犮（狏犽）＝犼

（犼为可以使用的最小数颜色）．

步骤５　犆（犌）＝犿犪狓（犮（狏犻），狏犻∈犈）

２．２　逆序蚁群着色算法

图着色问题不像犜犛犘问题有现成的测试库，一

般而言，图着色问题的算法测试常用随机生成图来

检验相关算法的正确性和效率．一个随机图犌狀，狆犈
表示有狀个顶点，点与点之间以概率狆犈 存在关联

边，并且这些边是否存在是相互独立的．这类随机图

已经用各种算法做过大量测试，尤其是当狆犈＝０．５

时的情况更有很多测试结果，得到了有意义的结论．

基本蚁群算法主要用于寻路问题［６－１０］，下面借

鉴其思路对逆序着色法进行改进，蚂蚁在寻路过程

中增加了着色任务，着色点的选择和颜色的选择是

算法设计关键．改进后的算法可用于规模较大的问

题，特别是大型的随机图犌狀，狆犈着色，可以继承传统

图着色算法的搜索机制，并同时获得蚁群算法能够

跳出局部解的优良特性．

其算法流程为：

步骤１　参数初始化．

蚂蚁总数犃赋值，轨迹信息素矩阵犜为全１矩

阵，当前最优着色数犆（犌）初值为 狀，着色数

犆（犌）←１，１号色着色点集犆１（犌）＝φ，１号色不可

着色点集犆
～
１（犌）＝φ；犽←１，未着色点集犞犮＝φ．

步骤２　第犪个蚂蚁开始着色．

选择第一个着色点狏犻，犱犲犵（狏１）＝犿犪狓｛犱犲犵

４８４
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（狏犻）｜狏犻∈犞｝（第一着色点亦可使用其它选择方案，

例如随机选择）．

步骤３　为狏犻着色．

若狏犻 ∪
犾≤犆（犌）

犆
～
犾（犌）（犾为已使用颜色，犆

～
犾（犌）

为不可以使用颜色犾着色的点集合），令犮（狏犻）＝

犿犻狀｛犾犾≤犆（犌），狏犻犆
～
犾（犌）｝（点狏犻可使用的最

小序号颜色），犆犮（狏犻）（犌）＝犆犮（狏犻）（犌）∪狏犻（狏犻加入

到颜色犮（狏犻）的着色点集中），犆
～
犮（狏犻

）（犌）＝犆
～
犮（狏犻

）

（犌）∪犖（狏犻）（犖（狏犻）表示狏犻的相邻点集，狏犻的相

邻点加入到颜色犮（狏犻）的不可着色点集中）；否则，犮

（狏犻）＝犆（犌）＋１，犆（犌）＝犆（犌）＋１，犆犽＋１（犌）＝

｛狏犻｝，犆犽＋１（犌）＝犖（狏犻）（已使用颜色都不可用的情

况下，用新的颜色为狏犻着色）．

步骤４　着色进度判断．

若犞
—

犮＝φ（未着色点集已为空集）转步骤６；否

则转步骤５．

步骤５　借助蚁群算法，寻找下一个着色点狏犼．

犞犮＝犞犮∪狏犻，犞
—

犮＝犞／犞犮；计算未着色点的转

移概率

狆犻犼＝
［τ犻犼］

α［η犻犼］
β

∑
犽

［τ犻犽］α［η犻犽］β
（狏犼∈犞

—

犮）

式中，η犻犼为狏犼点饱和度，表示狏犼与犞犮中的点相邻

度数，与未着色点相邻越多的点被选择的几率越大；

τ犻犼＝犜（犻，犼）；α表示信息素轨迹的相对重要性；β

表示路径能见度的相对重要性；而ρ为信息素蒸发

系数．选择最大转移概率对应的狏犼，转步骤３．

步骤６　记录蚂蚁犪的着色结果．

若犆（犌）＜犆（犌），令τ＝犆（犌）－犆（犌），更

新轨迹信息素，τ犻犼，狀＝（１－ρ）τ犻犼，狅＋
ρ
τ
∑
犽
τ犻犼

犽；令

犆（犌）＝犆（犌），并保存蚂蚁犪的着色方案，犪＝

犪＋１．若犪＜犃，转步骤２，否则转步骤７．

步骤７　输出最好着色方案．

３　计算实验与分析

３．１　算法效率比较

下面就用随机图犌狀，狆犈来检验逆序蚁群着色算

法的求解效率．

在测试中，取ρ＝０．５，α＝β＝２，表１中列出了

其它实验参数．

　　从表２显示的结果可以看出逆序蚁群算法在算

表１　逆序蚁群着色算法的其它实验参数

犜犪犫．１　犈狓狆犲狉犻犿犲狀狋犪犾狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳犪狀狋

犮狅犾狅狉犻狀犵犪犾犵狅狉犻狋犺犿

顶点总数 实验总数 蚂蚁总数

５０ １１ ５０

１００ ５ ３０

１５０ ５ １５

２００ ５ ８

法结果上整体优于逆序着色算法，点数和关联边增

加的时候尤其明显．

表２　两种算法的求解结果比较

犜犪犫．２　犚犲狊狌犾狋狊犮狅犿狆犪狉犻狊犻狅狀犫犲狋狑犲犲狀狋犺犲狋狑狅

犮狅犾狅狉犻狀犵犪犾犵狅狉犻狋犺犿狊

顶点总数 关联边概率 逆序着色算法 逆序蚁群着色算法

５０

０．４ １０ ９

０．５ １２ １１

０．６ １５ １５

１００

０．４ １７ １５

０．５ ２０ １７

０．６ ２５ ２３

１５０

０．４ ２３ ２１

０．５ ２７ ２６

０．６ ３４ ３２

２００

０．４ ２８ ２６

０．５ ３５ ３３

０．６ ４２ ３９

３．２　算法参数的选择

３．２．１　参数α与β
为探索参数信息素轨迹的相对重要性α和路

径能见度的相对重要性β的设置规律，选择较优的

参数组合，下面使用随机图犌１００，０．５作为算例测试．α

和β分别取１，２，３，４进行组合，蒸发系数取值仍然

取０．５．除α和β同时取值为１的情况，由于硬件环

境的局限，其它α和β的组合对每种算法都进行了

４次实验，实验的平均结果见表３．

表３　不同重要度参数组合下的算法试测结果

犜犪犫．３　犇犻犳犳犲狉犲狀狋犮狅犿犫犻狀犪狋犻狅狀狊狅犳狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊

α
β

１ ２ ３ ４

１ １６．７５ １６．５０ １６．７５ １６．５０

２ １７．００ １６．７５ １７．２５ １７．２５

３ １７．００ １６．７５ １７．００ １６．７５

４ １７．５０ １７．００ １７．２５ １７．００

５８４
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　　由上述测试结果可以看出，当α＝１，β＝２时，

这种组合的平均求解质量较高．

３．２．２　蒸发系数ρ
仍以随机图犌１００，０．５为例，蚂蚁总数取５０，依据

上面一组实验结论α和β都取为１，在信息素蒸发

系数变动时，可得到不同蚂蚁着色算法的着色结果，

如图１所示．

图１　不同蒸发系数对算法的影响

犉犻犵．１　犈犳犳犲犮狋狅犳犱犻犳犳犲狉犲狀狋犲狏犪狆狅狉犪狋犻狅狀犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋狊

　　根据以上实验结果可以推断出ρ在（０．５，０．７）

之间时，逆序蚁群着色算法求解效果较好．

３．２．３　蚁群规模

在前面的实验过程中还可以观察到，当蚁群规

模达到５０时，即使关联边的产生概率不同，逆序蚁

群算法也都基本达到了可能实现的最好结果．蚁群

规模继续增加时，收敛速度已经变得缓慢，因而可以

选择５０只蚂蚁来执行着色任务．

４　结束语

图着色问题是经典的分配型组合优化问题，且属

于犖犘难题．传统的图着色算法时间复杂度较高，而

随机蚂蚁着色算法搜索机制又比较盲目．本文将传统

算法的选择策略融合在其中，设计的逆序蚁群着色算

法在实验中验证了其优良的特性，即降低了逆序着色

算法的时间复杂度，又提高了求解结果的质量．

算法的时间复杂度为犗（犃狀２）．经验结果

是，当狀＞５０时，犃取５０即可．值得注意的是，由于

图着色问题的本身的复杂性，算法的时间和空间复

杂度仍高于基本的寻路蚁群算法．

　　在机场停机位分配、工件排序等着色问题的实

际应用领域，逆序蚁群着色算法需要有针对性的改

进才可以应用［１１－１２］．
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