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弹性地基上具有初始构型的输液管动力稳定性
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摘要：解决了研究弹性地基上任意初始构型输液曲管稳定性的难点．在以弧长为参数的自然坐标

系中建立了弹性地基上可伸长任意初始构型输液管道力学分析的数学模型，采用微分求积法

（犇犙犕）和分块矩阵的方法求解输液曲管的固有频率以及临界流速，研究了弹性地基和初始构型对

输液管道动态特性的影响．结果表明，弹性地基将增大输液管道的临界流速，且输液直管初始构型

微小的变化将引起其临界流速较大的变化．
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　第２期 李海港，等：弹性地基上具有初始构型的输液管的动力稳定性 　

　　输液管道的振动问题一直是工程问题中的一个

研究热点，众多学者对输液管道开展了广泛的研究，

考虑了不同条件下输液管道的动力学特性，例如脉

动流速［１］、支撑条件［２］、外部激励［３］等对输液管道动

力学特性的影响．在弹性地基对输液管道动力学特

性的影响方面，王忠民等［４－５］已作了相关研究．文献

［４］用幂级数法计算了犠犻狀犽犾犲狉模型地基和双参数

模型地基输液管道的临界流速和复频率，分析了弹

性地基对输液管道稳定性的影响．文献［５］在文献

［４］的基础上进一步分析了粘弹性地基上粘弹性输

液管道的稳定性．马小强等
［６］利用传递矩阵法研究

了弹性地基上任意支承输液直管的稳定性问题．

以上研究都是针对输液直管的，对于输液曲管

的研究相对较少，现有文献主要集中在圆弧形输液

曲管的稳定性问题上进行研究．李宝辉等
［７］采用波

动法获得曲管内振动波的传播和反射矩阵，提出了

计算输液曲管平面内振动固有频率的计算方法．

犕犻狊狉犪
［８－９］等使用有限元方法研究了圆弧形输液管

道的振动特性．王琳等
［１０］将微分求积法推广到圆弧

形输液曲管的振动稳定性分析上，在处理边界条件

时，引入了辅助点．然而，对于复杂构型的输液管道

的分析和研究结果比较少见．

本文建立了弹性地基上具有任意初始构型的输

液曲管的动力学特性分析模型，采用微分求积法和

分块矩阵的方法求解输液曲管的固有频率及临界流

速，分析了地基参数和管道的初始构型对输液管道

固有频率和临界流速的影响．不同于文献［１０］，在边

界条件的处理过程中，将引入独立变量，避免了引入

辅助点可能产生的问题．研究发现，弹性地基和输液

管道的初始构型对输液管道的临界流速的影响比较

显著．

１　数学模型

图１为曲管变形前后的示意图，假设狑０（狊）和

狌０（狊）分别是输液曲管任意位置处狓和狔方向的初

始位移．其中，狊∈［０，犾］是沿曲管轴向的弧坐标，犾

是曲管长度，并且假设输液曲管的初始构形所占有

的区域是Γ０：｛（狓，狔）狓＝狑０（狊），狔＝狊＋狌０（狊），

０≤狊≤犾｝，θ０（狊）表示初始构形上任意点犆（狑０，

狊＋狌０）处的切线和狔轴之间的夹角．输液曲管在外

载荷的作用下，变形前初始构形Γ０ 上任意一点

犆 狑０，狊＋狌（ ）０ 移动到点犆′（狑０＋狑，狊＋狌０＋狌）

处．因此，曲管变形后的构形所占有区域为Γ＝

｛（狓，狔）狓＝狑０＋狑，狔＝狊＋狌０＋狌，０≤狊≤犾｝，这

里，狑（狊，狋）和狌（狊，狋）分别为变形后输液曲管上点

犆（狑０，狊＋狌０）在狓和狔方向的位移（见图１），狋表

示时间．

图１　曲管变形前后的示意图

犉犻犵．１　犐狀犻狋犻犪犾犪狀犱犱犲犳狅狉犿犲犱犮狅狀犳犻犵狌狉犪狋犻狅狀狊
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　　由图１可得输液曲管几何关系为

狌
狊
＝犚１犮狅狊θ－犮狅狊θ０

狑
狊
＝犚１狊犻狀θ－狊犻狀θ

烅

烄

烆
０

（１）

式中，犚１（狊）－１为轴线的伸长率；θ＝θ狊，（ ）狋 为曲

管已变形构形上任意点处的切向方向与狔轴的夹

角．将式（１）中直角坐标系下的位移 狌，（ ）狑 用弧线

坐标系下切向和法向的位移（狑狊，狑η）来表示，可以

得到

狑狊
狊
＋狑η

θ
（ ）狊 ＝犚１－犮狅狊θ－θ（ ）０

狑η
狊
－狑狊

θ
（ ）狊 ＝－狊犻狀θ－θ（ ）

烅

烄

烆
０

（２）

式中，狑狊，狑η分别表示输液曲管任意一点处在切向

和法向的位移．在小变形情形下，转角满足条件θ
～
＝

θ－θ０＝狅（１），　狊犻狀θ
～
θ
～，　犮狅狊θ

～
１．其中，θ

～为

输液管变形前后截面处转角的改变量．因此，方程

（２）可整理为

犚１－１＝
狑狊
狊
＋
θ０
狊
狑η

θ
～
＝狑狊

θ０
狊
－
狑η


烅

烄

烆 狊

（３）

７３
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　　从流体和输液管上截取长度为δ狊的单元作为 研究对象，受力分析如图２所示．

图２　流体管道单元受力分析

犉犻犵．２　犉狅狉犮犲犱犻犪犵狉犪犿狅犳犳犾狌犻犱犪狀犱狆犻狆犲犲犾犲犿犲狀狋狊

　　管道的弯矩、切向和法向运动微分方程为

犖狆
狊
＋犙

θ０
狊
＋犳狊＋　　　　　

犚狊－犿狆犵犮狅狊θ０＝犿狆
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２
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
２狑η
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２
（５）

犕
狊
－犙＝０ （６）

式中，犕，犖狆，犙 分别为截面的弯矩、轴力和剪力；

犿狆为单位长管道的质量；犵为重力加速度；犚狊＝

－犽犫狑狊和犚η＝－犽犫狑η 分别为弹性地基对输液管

道的切向和法向作用力，犽犫为弹性地基系数；犳狊 和

犳η为管道和流体接触面上的切向和法向作用力．流

体的切向和法向运动微分方程为

－
狆（ ）犃
狊

－犳狊－犿犳犵犮狅狊θ０＝犿犳犪狊 （７）

狆（ ）犃
θ０
狊
＋犳η－犿犳犵狊犻狀θ０＝犿犳犪η （８）

式中，狆为流体的压力；犃 为流体的截面面积；犿犳

为单位长流体的质量；犪狊，犪η 分别为流体的切向和

法向方向上加速度，参考文献［１１］可以表示为
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
２狑狊
狋

２ ＋２狏

２狑狊
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狊
狑η
狋
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狏２
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（ ）狊

２

狑狊＋２狏
２θ０
狊
狑η
狊
＋狏

２
２狑狊
狊

２
（９）

犪η＝

２狑η
狋

２ ＋２狏

２狑η
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－２狏
θ０
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狑狊
狋
＋　　　

狏２

２狑η
狊

２ －２狏
２θ０
狊
狑狊
狊
－狏

２ θ０
（ ）狊

２

狑η（１０）

式中，狏为流体的流速．假设输液管道的材料是线性

的，则由线弹性本构关系可以得到

犖狆＝犈犃狆 犚１－（ ）１ ＝犈犃狆
狑狊
狊
＋
θ０
狊
狑（ ）η （１１）

　　　　　犕 ＝犈犐
θ
狊
－
θ０
（ ）狊 ＝犈犐

θ
～

狊
（１２）

式中，犈为管道的杨氏模量；犃狆为管道截面面积；

犈犐，犈犃狆分别为抗弯和抗拉刚度；犐为惯性矩．由式

（４）～（５）和式（７）～（８）消去犳狊和犳η得

犖狆
狊
＋犙

θ０
狊
－犉狊＝犿狆


２狑狊
狋

２
（１３）

犙
狊
－犖狆

θ０
狊
－犉η＝犿狆


２狑η
狋

２
（１４）

式中，犉狊，犉η分别为管道和流体的自重、压力、流体

的惯性力和弹性地基力向切向狊和法向η方向上投

影的合力，可以表示为

犉狊＝犿犵犮狅狊θ０＋犿犳犪狊＋
狆（ ）犃
狊

＋犽犫狑狊 （１５）

犉η＝犿犵狊犻狀θ０＋犿犳犪η－狆（ ）犃
θ０
狊
＋犽犫狑η （１６）

其中，犿＝犿狆＋犿犳．

引入如下的无量纲条件：

　（犛，犠狊，犠η）＝
（狊，狑狊，狑η）

犾
，ε＝

犿狆

犿
，

　　ν＝
犿犳
犿
，μ＝

犃狆犾
２

犐
，犓０＝

犽犫犾
４

犈犐
，

　　（ξ１，ξ２，ξ３）＝
（犖狆犾

２，犙犾
２，犕犾）

犈犐
，犞＝狏犾

犿犳
槡犈犐，

　　狆
—

犃
—

＝
狆犃犾

２

犈犐
，犵
—

＝
犿犵犾

３

犈犐
，τ＝狋

犿犾４

槡犈犐，犉
—

狊＝
犉狊犾

３

犈犐
，

　　犉
—

η＝
犉η犾

３

犈犐
，Ω＝ 犿／（犈犐槡 ）ω犾２ （１７）

式中，狑为输液曲管的有量纲固有频率．

８３
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将式（６），（１１）～（１４）无量纲化得

ξ１
犛
＋ξ２

θ０
犛
－犉

—

狊 ＝ε

２犠狊
τ

２

ξ２
犛
－ξ１

θ０
犛
－犉

—

η＝ε

２犠η
τ

２

ξ１＝μ
犠狊
犛

＋μ
θ０
犛
犠η

ξ３
犛
－ξ２＝０

ξ３＝
θ
～



烅

烄

烆 犛

（１８）

　　由方程（３）和（１８）可得

犖１犠狊＋犖２

２犠狊
犛

２ ＋犖３犠η＋犖４
犠η
犛

＋

　犖５

２
θ
～

犛
２ ＋犖６


２犠狊
犛τ

＋犖７
犠η
τ

＋

　犖８

２犠狊
τ

２ ＋犵
—

犮狅狊θ０＋
狆

—

犃（ ）
—

犛
＝０ （１９）

－犖４
犠狊
犛

＋犖９犠η＋犖１０

２犠η
犛

２ －

　

３
θ
～

犛
３ ＋犖１１

犠狊
τ

＋犖６

２犠η
犛τ

＋

　犖８

２犠η
τ

２ ＋犵
—

狊犻狀θ０－ 狆
—

犃（ ）
— θ０
犛
＝０ （２０）

犖５犠狊＋
犠η
犛

＋θ
～
＝０ （２１）

式中，系数犖１＝犕１，犖２＝犕６－犆１，犖３＝－犆２，

犖４＝犕４－犆３，犖５＝－犆４，犖６＝犕２，犖７＝犕５，犖８＝

ε＋犕３，犖９＝犆５＋犕１＋犓０，犖１０＝犕６，犖１１＝

－犕５，犆１＝μ，犆２＝μ

２
θ０
犛

２
，犆３＝μ

θ０
犛
，犆４＝

θ０
犛
，

犆５＝μ
θ０
（ ）犛

２

，犕１＝－犞２
θ０
（ ）犛

２

，犕２＝２槡ν犞，

犕３＝ν，犕４＝２犞２
θ０
犛
，犕５＝２

θ０
犛
槡ν犞，犕６＝犞２．

两端固定的无量纲边界条件为

犠狊（０）＝犠狊（１）＝犠η（０）＝犠η（１）＝

θ
～（０）＝θ

～（１）＝０ （２２）

２　求解方法

想要获得上述问题的严格通用解析解是困难

的，微分求积方法将用来求解在边界条件为式（２２）

下的控制方程（１９），（２０），（２１）．微分求积方法的基

本原理是将函数对某方向的自变量的偏导数近似表

达为沿自变量方向各离散点上相应函数值的加权

和．为了保证计算精度，如果没有特别说明，本文将

采用犆犺犲犫狔狊犺犲狏犔狅犫犪狋狋狅多项式零点的布点方式，取

布点数犖＝２１．

将式（１９）～（２２）离散得
［１２］

　

犖１犻犠狊犻＋犖２犻∑
犖

犽＝１

犃
（２）
犻犽犠狊犽＋犖３犻犠η犻＋

　犖４犻∑
犖

犽＝１

犃
（１）
犻犽犠η犽＋犖５犻∑

犖

犽＝１

犃
（２）
犻犽 θ
～
犽＋

　犖６犻∑
犖

犽＝１

犃
（１）
犻犽犠

·

狊犽＋犖７犻犠
·

η犻＋犖８犻犠
··

狊犻＋

　犵
—

犮狅狊θ０犻＋∑
犖

犽＝１

犃
（１）
犻犽 狆

—

犃（ ）
—

犽 ＝０

－犖４犻∑
犖

犽＝１

犃
（１）
犻犽犠狊犽＋犖９犻犠η犻＋

　犖１０犻∑
犖

犽＝１

犃
（２）
犻犽犠η犽－∑

犖

犽＝１

犃
（３）
犻犽 θ
～
犽＋

　犖１１犻犠
·

狊犻＋犖６犻∑
犖

犽＝１

犃
（１）
犻犽犠

·

η犽＋

　犖８犻犠
··

η犻＋犵
—

狊犻狀θ０犻－

　 狆
—

犃（ ）
—

∑
犖

犽＝１

犃
（１）
犻犽θ０犽 ＝０

犖５犻犠狊犻＋∑
犖

犽＝１

犃
（１）
犻犽犠η犽＋θ

～
犻 ＝０

犠狊犼＝０，犠η犼 ＝０，θ
～
犼 ＝０（犼＝１或犖

烅

烄

烆 ）

（２３）

式中，犻＝２，…犖－１；（·
·
）＝（·）／τ表示位移对

无量纲时间τ的一阶导数；（·
··
）＝２（·）／τ２表示

位移对无量纲时间τ的二阶导数；犃
（狉）
犻犽 为第狉阶的

权系数；犖１犻～犖１１犻表示犖１～犖１１在犛＝犛犻 处的离

散值．当管道内流速恒定，流体两端的边界为自然流

动状态的情况时，狆
—

犃
—
是常量，在管道的固有频率和

临界流速的分析中，忽略狆
—

犃
—
，犵
—
的影响．由式（２３）可

得到如下的矩阵表达式

［犕１］ ［０］ ［０］

［０］ ［犕２］ ［０］

［０］ ［０］ ［０

熿

燀

燄

燅］

犠
··

狊

犠
··

η

θ
～
··

熿

燀

燄

燅犽

＋

［犆１］ ［犆２］ ［０］

［犆３］ ［犆４］ ［０］

［０］ ［０］ ［０

熿

燀

燄

燅］

·

犠
·

狊

犠
·

η

θ
～
·

熿

燀

燄

燅犽

＋

［犓１］ ［犓２］ ［犓３］

［犓４］ ［犓５］ ［犓６］

［犓７］ ［犓８］ ［犓９

熿

燀

燄

燅］

犠狊

犠η

θ
～

熿

燀

燄

燅犽

＝［０］（２４）

式中，［犠狊，犠η，θ
～
犽］犜＝［犠狊１，犠狊２，…，犠狊犖，犠η１，

９３
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犠η２，…，犠η犖，θ
～
１，θ
～
２，…，θ

～
犖］犜；［犕１］～［犕２］，

［犆１］～［犆４］，［犓１］～［犓９］是相关的系数矩阵．为了求

解管道的固有频率，需通过分块矩阵消去转角变量

θ
～
犽（犽＝１，…，犖）以及边界条件的影响，则整理式

（２４）可得

［犕］［Φ
··
］＋［犆］［Φ

·
］＋［犓］［Φ］＝［０］ （２５）

式中，［Φ］＝［犠狊２，犠狊３，…，犠狊犖－１，犠η２，犠η３，…，

犠η犖－１］
犜，［犕］，［犆］，［犓］分别为相应的质量矩阵、阻

尼矩阵和刚度矩阵．在求解方程（２５）之前，初始构型

在狓－狔坐标系统中为狔＝犳（）狓 的输液曲管，需要转

换到以转角θ０（狊）为参数的弧坐标系统中，则分析中

必须要事先获得已知布点处的初始转角值，即

θ０ 犛（ ）犻 ．本文将采用梯形积分和二分法数值解决这

个问题，计算流程如图３所示．图中，犪，犫分别为初始

构型中变量狓的上、下限；犛犻为无量纲弧长坐标上的

坐标点；犡犻为坐标点对应的狓轴坐标．

图３　采用弧长来表示转角的计算流程图

犉犻犵．３　犆犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀狆狉狅犮犲狊狊狅犳犪狀犵犾犲犻狀犪狉犮犮狅狅狉犱犻狀犪狋犲狊狔狊狋犲犿

３　数值结果

３．１　结果的验证

为了说明本方法的有效性，首先研究了无弹性地

基两端固定轴向可伸长的输液直管的稳定特性，并与

已有结果进行了比较，管道的材料及尺寸参数见参考

文献［１３］．如图４（犪）所示，本文的结果与犔犲犲
［１３］的结

果相当吻合，且得到的无量纲临界流速为６．２８，与

犔犲犲的数值结果一致，这也说明本文方法正确．

图４　输液直管的计算结果

犉犻犵．４　犚犲狊狌犾狋狊狅犳狊狋狉犪犻犵犺狋狆犻狆犲犮狅狀狏犲狔犻狀犵犳犾狌犻犱

　　图４（犫）给出了上述管道在无量纲弹性地基系数

分别为犓０＝０，１００，２００工况下的前三阶无量纲固有

频率Ω随流速的变化．数据结果表明，后两种弹性地

基情况的临界流速分别为犞＝６．８８和犞＝７．４０，相

对没有弹性地基（犓０＝０，犞＝６．２８）分别提高了

９．５５％和１７．８３％，但是弹性地基对高阶固有频率的

影响较小．

３．２　弹性地基上初始构型有缺陷的输液直管的振动

稳定性分析

初始构型有缺陷的输液直管的构型如图５所示，

尺寸及材料给定如下：犿狆＝犿犳＝１．７８犽犵／犿，弹性模

量犈＝１０犌犘犪，截面惯性矩犐＝７．４９１×１０－８犿４．管道

的初始构型为狔＝犃１犮狅狊［π（狓－０．５犔０）／犔０］，０≤狓≤

１．０犿．其中，犃１为初始构型幅值．如果没有特殊说

明，质量比ν＝犿犳／犿＝０．５，犃狆／犐＝２．５×１０
４犿－２，跨

距犔０＝１．０犿．在计算中给定有量纲弹性地基系数分

别为犽１＝０，犽２＝１×１０５犖／犿２，犽３＝２×１０５犖／犿２，无

量纲固有频率为ω＝Ω（犚０／犾）２＝Ω／σ２．同时为了

便于讨论，消除管道长度的影响，进一步定义无量纲

流速犞＝犞／σ（σ＝犾／犚０，取特征长度犚０＝０．５犿）．

图６给出了３种不同工况下输液管道的无量纲

固有频率随无量纲流速的变化．当犃１＝０，地基系数

为犽１时，表示工况为无地基输液直管的情况，此时的

０４
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图５　弹性地基上的输液管道

犉犻犵．５　犘犻狆犲犮狅狀狏犲狔犻狀犵犳犾狌犻犱狅狀犲犾犪狊狋犻犮犳狅狌狀犱犪狋犻狅狀

临界流速犞犮＝３．１４；当犃１＝０．０１犿，地基系数为犽１

时，即为无地基初始构型幅值为０．０１犿的输液管道，

其临界流速为犞犮＝３．４７，相比前者增大了１０．５１％；

当犃１＝０．０１犿，地基系数为犽２时，临界流速为犞犮＝

３．８１，相比犞犮＝３．１４增大了２１．３４％．然而，弹性地基

和初始构型幅值犃１对高阶固有频率影响很小．

图６　输液曲管无量纲固有频率与无量纲流速的变化曲线

犉犻犵．６　犞犪狉狔犻狀犵犮狌狉狏犲狅犳犱犻犿犲狀狊犻狅狀犾犲狊狊犳狉犲狇狌犲狀犮犻犲狊犪狀犱

犱犻犿犲狀狊犻狅狀犾犲狊狊犳犾狌犻犱狏犲犾狅犮犻狋狔狅犳犮狌狉狏犲犱狆犻狆犲

　　图７进一步研究了初始构型幅值犃１以及弹性地

基系数对输液管道临界流速犞犮的影响．如图７所示，

虚线与３条曲线的交点犘１，犘２，犘３ 为输液直管的

情况．其中犘１点为无弹性地基输液直管的临界流速

点，此时的临界流速达到最小值为犞犮＝３．１４；随着弹

性地基系数的增大，临界流速均会增加．另外可以注

意到３种弹性地基情况的输液曲管的临界流速均会

出现一个突变区域．

图７　不同初始构型输液曲管的临界流速

犉犻犵．７　犆狉犻狋犻犮犪犾狏犲犾狅犮犻狋狔狅犳犮狌狉狏犲犱狆犻狆犲狊狑犻狋犺犱犻犳犳犲狉犲狀狋

犻狀犻狋犻犪犾犮狅狀犳犻犵狌狉犪狋犻狅狀

　　为了研究这种现象，图８给出了弹性地基系数分

别为犽１，犽２的工况下临界流速发生突变时相对应的

管道初始构型所占的区域，也就是说，当管道的初始

构型在图示阴影范围内，则此管道的临界流速会发生

突变．两种工况所对应的幅值范围 犃１ 分别为

－０．０２３～０．０２３犿，－０．０２１～０．０２１犿．同时可以发

现，当有弹性地基的影响时，突变区域相对缩小了．然

而，相对一个跨距犔０＝１．０犿的输液直管，突变区域

还是非常小的．在突变区域内的输液管道的构型可以

被认为初始构型有一定缺陷的输液直管，因此对于一

个输液直管，初始构型的微小变化将引起其临界流速

的突变．换句话说，由于输液直管构型不可避免的初

始缺陷影响，实验得到的临界流速将偏大于其理论分

析解．

图８　不同地基系数下管道临界流速的突变区域

犉犻犵．８　犕狌狋犪狋犻狅狀狉犲犵犻狅狀狅犳犮狉犻狋犻犮犪犾狏犲犾狅犮犻狋狔狅犳狆犻狆犲狊狑犻狋犺犱犻犳犳犲狉犲狀狋犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋狊狅犳犲犾犪狊狋犻犮犳狅狌狀犱犪狋犻狅狀

１４
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４　结　论

本文在自然坐标系中建立了弹性地基上可伸长

输液曲管的模型，该模型适用于具有任意初始构型的

输液管道，并采用微分求积法和分块矩阵技术进行求

解．研究发现：犪．考虑弹性地基的影响将增大输液管

道的临界流速，随着弹性地基系数的增大，临界流速

逐渐增大，特别是对于低阶固有频率影响很大，但是

对高阶固有频率影响较小；犫．对于输液直管的情况，

管道微小的缺陷将引起临界流速增加，换句话说，输

液直管临界流速的理论解总是会偏低于其实验得到

的结果，这是由于在实验中直管的初始缺陷是不可避

免的．
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