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关于犎－联图的拉普拉斯特征值
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摘要：犎－联图是在不交图犌１，犌２，…，犌犽的基础上，对于犎 中的任意两点犻，犼，若犻犼∈犈（犎），则

将犌犻的每一点与犌犼的每一点相连所得到的图，其中，犎 的顶点集为｛１，２，…，犽｝．特别地，｛犌１，

犌２｝的犘２－联图就是普通联图犌１∨犌２．本文研究了犎－联图的拉普拉斯特征多项式，给出了犎－

联图的拉普拉斯谱与图犌１，犌２，…，犌犽以及基图犎 的拉普拉斯谱之间的关系．进一步研究了基图

分别为完全图、完全二部图时的犎－联图，给出了犓犽－联图和犓狊，狋－联图的拉普拉斯谱以及相应

的特征多项式．另外，证明了当基图犎 是完全图、完全二部图或阶数小于等于４的图 （除犘４ 外）

时，犔－整图｛犌１，犌２，…，犌犽｝的犎－联图也是犔－整的．

关键词：犎－联图；拉普拉斯特征值；整图

中图分类号：犗１５７．５　　　文献标志码：犃
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　第２期 娄源源，等：关于犎－联图的拉普拉斯特征值 　

１　基本概念

考虑简单无向图．设图犌＝（犞，犈），其中，犞＝

犞（犌）＝｛１，２，…，狀｝是犌 的顶点集，犈＝犈（犌）＝

｛犻犼｜犻，犼∈犞，且犻～犼｝是犌 的边集．定义犖犌（犻）＝

｛犼∈犞｜犻犼∈犈｝为 顶 点 犻 的 邻 点 集，犱犻 ＝

犖犌（犻）为顶点犻的度．

图犌 的邻接矩阵定义为犃（犌）＝（犪犻犼），其中，

当犻犼∈犈（犌）时，犪犻犼＝１；否则，犪犻犼＝０．图犌 的拉普

拉斯矩阵定义为犔（犌）＝犇（犌）－犃（犌），其中，

犇（犌）＝犱犻犪犵（犱１，犱２，…，犱狀）为犌 的度对角矩阵．

考虑方阵犕，犕的特征多项式表示为犘（犕，狓）＝

犱犲狋（狓犐－犕），犕 的特征值即为犘（犕，狓）的根，其中，

０特征值的重数称为犕 的零度．犕 的谱犛狆犲犮（犕）是

由犕 的特征值组成的多重集合，用符号 犪＋

犛狆犲犮（犕）（或犪犛狆犲犮（犕））表示犛狆犲犮（犕）中的每一

个元素加上犪（或乘以犪）．特别地，图犌 的拉普拉

斯特征多项式记为犘犔（犌，狓）＝ 狓犐－犔（犌），图犌

的拉普拉斯谱记为犛狆犲犮犔（犌）（即犔（犌）的谱）．若

犔（犌）的特征值全为整数，则称图犌 是犔－整的．

定义１
［１－２］

　设图犎 的顶点集为｛１，２，…，犽｝，

犌犻 为狀犻 阶图（犻＝１，２，…，犽），则｛犌１，犌２，…，犌犽｝

的犎－联图，记作∨犎｛犌１，犌２，…，犌犽｝，它是在

犌１，犌２，…，犌犽 的基础上，对于犎 中的任意两点犻，

犼，若犻犼∈犈（犎），则将犌犻 的每一点与犌犼 的每一点

相连所得到的图．图 犎 称为联图∨犎｛犌１，犌２，…，

犌犽｝的基图．

特别地，当基图犎＝犘２ 时，犘２－联图就是普通

的联图，即∨犘
２
｛犌１，犌２｝＝犌１∨犌２．当所有犌犻（犻＝

１，２，…，犽）相同，均为 犌 时，为方便起见，用符号

犎⊙犌来代替∨犎｛犌，犌，…，犌｝，即 犎 的每一点都

被“吹大”成犌 后所得到的图．

联图的特征多项式（或谱）已被广泛研究，如文

献［１］较早地研究了它的邻接特征多项式，文献［２］

研究了它的邻接谱和拉普拉斯谱．另外，犘２－联图

在图的标号理论研究中也引起了高度关注．

２　犎－联图的拉普拉斯特征多项式

定义２　设图 犎 的顶点集为｛１，２，…，犽｝，犌犻

为狀犻 阶图（犻＝１，２，…，犽），考虑犎－联图∨犎｛犌１，

犌２，…，犌犽｝，定义：

犪．对于任意犻∈犞（犎），犖犻＝ ∑
犼∈犖犎

（犻）

狀犼；

犫．犆犔（犎）＝（犮犻犼），其中，犮犻犼＝

犖犻， 犻＝犼

－ 狀犻狀槡 犼
，犻犼∈犈（犎）

０，

烅

烄

烆 其它

．

引理１
［２］
　设图犎 的顶点集为｛１，２，…，犽｝，犌犻

为狀犻 阶图（犻＝１，２，…，犽），若 犌＝∨犎｛犌１，犌２，

…，犌犽｝，则

　犛狆犲犮犔（犌） （＝ ∪
犽

犻＝１

（犖犻＋

　　　（犛狆犲犮犔（犌犻）＼｛０ ）｝）） ∪犛狆犲犮（犆犔（犎））

　　定义３
［３－５］

　设π：犞（犌）＝犞１∪
·

犞２∪
·

…∪
·

犞犽

是图 犌 的 一 个 犽 － 划 分．若 对 于 任 意 犻≠

犼（犻，犼∈｛１，２，…，犽｝），犞犻 中的任一点狌 在犞犼 中的

邻点的个数均等于常数犫犻犼，则称π 为犌 的一个几

乎均匀划分．进一步，若对于任意犻∈｛１，２，…，犽｝，

犞犻 中的任一点狌 在犞犻 中的邻点的个数均等于常

数犫犻犻，则称π为犌 的一个均匀划分．

对于 犎－联图 犌＝∨犎｛犌１，犌２，…，犌犽｝，显

然，π：犞（犌）＝犞（犌１）∪
·

…∪
·

犞（犌犽）是 犌 的一个

几乎均匀划分．

定义４
［４］
　设π：犞（犌）＝犞１∪

·

犞２∪
·

…∪
·

犞犽 为

图犌 的一个几乎均匀划分，参数为犫犻犼（犻≠犼，且

犻，犼∈｛１，２，…，犽｝）．定义犌 的关于π的犔－因子矩

阵犔π 为

（犔π）犻犼 ＝
∑
犽

狊＝１，狊≠犻

犫犻狊， 犻＝犼

－犫犻犼， 犻≠

烅

烄

烆 犼

　　由定义可知，犔π 的行和均为０，从而０是它的一

个特征值，犔π 是奇异矩阵．不难验证，对于犎－联图

犌＝∨犎｛犌１，犌２，…，犌犽｝，它在划分π：犞（犌）＝

犞（犌１）∪
·

…∪
·

犞（犌犽）下的犔－因子矩阵就是犔（犌）

基于该划分的商矩阵．

引理２　设图 犎 的顶点集为｛１，２，…，犽｝，犌犻

为狀犻 阶图（犻＝１，２，…，犽），若犌＝∨犎｛犌１，犌２，…，

犌犽｝，犔
π 为犌 的关于划分π：犞（犌）＝犞（犌１）∪

·

…∪
·

犞（犌犽）的犔－因子矩阵，犆犔（犎）同定义２，则矩阵

犔π 与犆犔（犎）相似．

证明　此时，犔π 和犆犔（犎）＝（犮犻犼）分别为

（犔π）犻犼 ＝

犖犻， 犻＝犼

－狀犼， 犻犼∈犈（犎）

０，

烅

烄

烆 其它

１３１
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犮犻犼 ＝

犖犻， 犻＝犼

－ 狀犻狀槡 犼
， 犻犼∈犈（犎）

０，

烅

烄

烆 其它

　　取犘＝

狀槡 １ ０ … ０

０ 狀槡 ２ … ０

  

０ ０ … 狀槡

烄

烆

烌

烎犽

，则犘－１犆犔（犎）犘＝

犔π，得证．

定理１　设图 犎 的顶点集为｛１，２，…，犽｝，犌犻

为狀犻 阶图（犻＝１，２，…，犽），犌＝∨犎｛犌１，犌２，…，

犌犽｝，犔
π 为犌 的关于划分π：犞（犌）＝犞（犌１）∪

·

…∪
·

犞（犌犽）的犔－因子矩阵，则

犛狆犲犮犔（犌） （＝ ∪
犽

犻＝１

（犖犻＋

（犛狆犲犮犔（犌犻）＼｛０ ）｝）） ∪犛狆犲犮（犔
π）

即

犘犔（犌，狓）＝犘（犔
π，狓）∏

犽

犻＝１

犘犔（犌犻，狓－犖犻）

狓－犖犻

　　证明　直接由引理１和引理２可得．

例１　设 犌１＝２犓１，犌２＝犘２，犌３＝犆３，基图

犎＝犘３，考虑联图犌＝∨犘
３
｛犌１，犌２，犌３｝（图１）的拉

普拉 斯 谱．此 时 （犖１，犖２，犖３）＝ （２，５，２），

犛狆犲犮犔（犌１）＝｛０，０｝，犛狆犲犮犔（犌２）＝｛２，０｝，犛狆犲犮犔（犌３）＝

｛３，３，０｝，

犔π ＝

２ －２ ０

－２ ５ －３

０ －

烄

烆

烌

烎２ ２

则

　犛狆犲犮犔（犌）＝ ２＋｛０（ ）｝∪ ５＋｛２（ ）｝∪

２＋｛３，３（ ）｝∪犛狆犲犮（犔
π）＝

｛２｝∪ ｛７｝∪ ｛５，５｝∪ ｛７，２，０｝＝

｛７，７，５，５，２，２，０｝

图１　｛２犓１，犘２，犆３｝的犘３－联图

犉犻犵．１　犘３－犼狅犻狀犵狉犪狆犺狅犳｛２犓１，犘２，犆３｝

　　定理２　在定理１中，犔π 的零度等于犎 的连通

分支的个数．

证明　现分两种情形讨论．

情形１　犎 连通．若犎 的阶数为１，则犔π 为０，

结论成立；若 犎 的阶数大于等于２，此时 犌（犌＝

∨犎｛犌１，犌２，…，犌犽｝）也是连通的，且对于任意犻∈

｛１，２，…，犽｝，有 犖犻＞０，所以，犖犻＋（犛狆犲犮犔（犌犻）＼

｛０｝）中的元素全为正数．而０是犔（犌）的一个特征

值，所以，０特征值全在犛狆犲犮（犔
π）中，再根据 犌 的

连通性知犔π 的零度等于１．

情形２　犎 不连通．设 犎 的连通分支为｛犎１，

犎２，…，犎犮｝，根据联图的定义可知，犎－联图可以转

化为犎 的犮个连通分支犎犻－联图的并 （犻＝１，２，

…，犮）．此时，犔π 是一个分块对角矩阵，第犻个对角

块犔π犻 对应犎犻－联图的犔－因子矩阵．由情形１知

犔π犻 的零度等于１，因此，犔
π 的零度等于犮．

综合以上情形，定理２得证．

推论１
［４］
　设 犌犻 为狀犻 阶图（犻＝１，２），则

犌１∨犌２的拉普拉斯特征多项式为

　犘犔（犌１ ∨犌２，狓）＝
狓（狓－狀１－狀２）
（狓－狀１）（狓－狀２）

·

　　　　犘犔（犌１，狓－狀２）犘犔（犌２，狓－狀１）

　　证明　此时犖１＝狀２，犖２＝狀１，犔
π＝

狀２ －狀２

－狀１ 狀

烄

烆

烌

烎１
，

由定理１可知结论成立．

推论２　设图 犎 的度序列为犱１，犱２，…，犱犽，

犌犻（犻＝１，２，…，犽）均为 狀 阶图．若 犌＝∨犎｛犌１，

犌２，…，犌犽｝，则

　犛狆犲犮犔（犌） （＝ ∪
犽

犻＝１

（狀犱犻＋

　　　（犛狆犲犮犔（犌犻）＼｛０ ）｝）） ∪ 狀犛狆犲犮犔（犎（ ））

即

犘犔（犌，狓）＝狀
犽犘犔（犎，

狓
狀
）∏

犽

犻＝１

犘犔（犌犻，狓－狀犱犻）

狓－狀犱犻

　　证明　这里犖犻＝狀犱犻（犻＝１，２，…，犽）．设犔
π 为犌

的关于划分π：犞（犌）＝犞（犌１）∪
·

…∪
·

犞（犌犽）的犔－因

子矩阵，则（犔π）犻犼＝

狀犱犻， 犻＝犼

－狀，犻犼∈犈（犎），

０，

烅

烄

烆 其它

从而犔π＝

狀犔（犎）．由定理１可知结论成立．

推论３　设图犎 的度序列为犱１，犱２，…，犱犽，犌

为狀阶图，则

　犛狆犲犮犔（犎⊙犌） （＝ ∪
犽

犻＝１

（狀犱犻＋

　　（犛狆犲犮犔（犌）＼｛０ ）｝）） ∪ 狀犛狆犲犮犔（犎（ ））
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即

犘犔（犎⊙犌，狓）＝狀
犽犘犔 犎，

狓（ ）狀 ∏
犽

犻＝１

犘犔（犌，狓－狀犱犻）

狓－狀犱犻

　　推论４　设犎＝犓犽 为犽阶完全图，犌犻 为狀犻 阶

图（犻＝１，２，…，犽），若 犌＝∨犎｛犌１，犌２，…，犌犽｝，

犖＝∑
犽

犼＝１

狀犼，则

　犛狆犲犮犔（犌） （＝ ∪
犽

犻＝１

（犖－狀犻＋

　　（犛狆犲犮犔（犌犻）＼｛０ ）｝）） ∪ ｛０，犖
（犽－１）｝

即

犘犔（犌，狓）＝狓（狓－犖）
犽－１

∏
犽

犻＝１

犘犔（犌犻，狓－犖＋狀犻）

狓－犖＋狀犻

　　证明　犌的关于划分π：犞（犌）＝犞（犌１）∪
·

…∪
·

犞（犌犽）的犔－因子矩阵

犔π ＝

犖１ －狀２ … －狀犽

－狀１ 犖２ … －狀犽

  

－狀１ －狀２ … 犖

烄

烆

烌

烎犽

其中

犖犻 ＝ ∑
犼∈犖犎

（犻）

狀犼 ＝犖－狀犻（犻＝１，２，…，犽）

犘（犔π，狓）＝ 狓犐犽 －犔
π
＝ 　　　　　　

狓－犖１ 狀２ … 狀犽

狀１ 狓－犖２ … 狀犽

  

狀１ 狀２ … 狓－犖犽

＝

狓 狀２ … 狀犽

狓 狓－犖２ … 狀犽

  

狓 狀２ … 狓－犖犽

＝

狓

１ ０ … ０

１ 狓－犖 … ０

  

１ ０ … 狓－犖

＝狓（狓－犖）
犽－１

故犛狆犲犮（犔
π）＝ ０，犖

（犽－１｛ ｝） ，由定理１，结论得证．

推论５　设犎＝犓狊，狋为完全二部图，其二分类为

（犡，犢），犡＝｛１，２，…，狊｝，犢＝｛狊＋１，狊＋２，…，狊＋狋｝，

犌犻 为 狀犻 阶 图 （犻＝１，２，…，狊＋狋），若 犌 ＝

∨犎｛犌１，犌２，…，犌狊＋狋｝，犖犡＝∑
犻∈犢

狀犻，犖犢＝∑
犻∈犡

狀犻，则

犛狆犲犮犔（犌）＝ ∪
犻∈犡

（犖犡 ＋（犛狆犲犮犔（犌犻）＼｛０（ ）｝））∪

　 ∪
犻∈犢

（犖犢 ＋（犛狆犲犮犔（犌犻）＼｛０（ ）｝））∪

　｛０，犖犡 ＋犖犢，犖
（狊－１）
犡 ，犖

（狋－１）
犢 ｝

即

犘犔（犌，狓）＝狓（狓－犖犡 －犖犢）·

（狓－犖犡）
狊－１（狓－犖犢）

狋－１·

∏
犻∈犡

犘犔（犌犻，狓－犖犡）

狓－犖犡
∏
犻∈犢

犘犔（犌犻，狓－犖犢）

狓－犖犢

　　证明　对于任意犻∈犡，有犖犻＝犖犡，对于任意

犼∈犢，有 犖犼＝犖犢．犌 的关于划分π：犞（犌）＝

犞（犌１）∪
·

…∪
·

犞（犌犽）的犔－因子矩阵

犔π ＝

犖犡 … ０ －狀狊＋１ … －狀狊＋狋

   

０ … 犖犡 －狀狊＋１ … －狀狊＋狋

－狀１ … －狀狊 犖犢 … ０

   

－狀１ … －狀狊 ０ … 犖

烄

烆

烌

烎犢

从而特征多项式

　犘（犔π，狓）＝

　　

狓－犖犡 … ０ 狀狊＋１ … 狀狊＋狋

   

０ … 狓－犖犡 狀狊＋１ … 狀狊＋狋

狀１ … 狀狊 狓－犖犢 … ０

   

狀１ … 狀狊 ０ … 狓－犖犢

＝

　　

狓－犖犡 … ０ ０ … ０

   

０ … 狓－犖犡 狀狊＋１ … 犖犡

０ … ０ 狓－犖犢 … ０

   

狀１ … 犖犢 ０ … 狓－犖犢

＝

　　狓（狓－犖犡 －犖犢）（狓－犖犡）
狊－１（狓－犖犢）

狋－１

故犛狆犲犮（犔
π）＝｛０，犖犡＋犖犢，犖

（狊－１）
犡 ，犖

（狋－１）
犢 ｝，由定

理１，结论得证．

３　犔－整图

整图的谱完全由整数构成，哪些图是整图呢？

该问题由犎犪狉犪狉狔等
［６］于１９７３年针对邻接谱提出，

同时指出了此类问题具有一定的难度．整图的数量

是无限的，而且在各类图集中都可能存在，但是，它

们仍然是非常稀少的，并且难以找到．例如，最大度

固定的整图，其数量是相当有限的．通常是利用已知

的整图通过图的运算来构造新的整图［６－８］．对于拉

普拉斯谱，完全图、完全二部图都是犔－整的，所以，
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很自然地想到这样的问题：利用已知的犔－整图，如

何选择基图犎 使构造的犎－联图也是犔－整的．

现将证明，当基图犎 是完全图、完全二部图或

阶数小于等于４的图 （除犘４ 外）时，若犌犻（犻＝１，

２，…，犽）是犔－整的，则∨犎｛犌１，犌２，…，犌犽｝也是

犔－整的．定理３和定理４可直接应用定理１和推

论５得到．

定理３　设图 犎 的顶点集为｛１，２，…，犽｝，犌犻

为狀犻 阶图（犻＝１，２，…，犽），若犌＝∨犎｛犌１，犌２，…，

犌犽｝，犔
π 为犌 的关于划分π：犞（犌）＝犞（犌１）∪

·

…∪
·

犞（犌犽）的犔－因子矩阵，则犌 是犔－整的，当且仅

当犌１，犌２，…，犌犽 是犔－整的，以及矩阵犔
π 的特征

值都是整数．

定理４　设图 犎 的顶点集为｛１，２，…，犽｝，犌犻

为狀犻 阶图（犻＝１，２，…，犽），若犌＝∨犎｛犌１，犌２，…，

犌犽｝，则

犪．当犌犻（犻＝１，２，…，犽）的阶数均相同时，犌

是犔－整的，当且仅当 犌１，犌２，…，犌犽 和犎 都是

犔－整的；

犫．当犎 为犽 阶完全图或完全二部图时，犌 是

犔－整的，当且仅当犌１，犌２，…，犌犽 是犔－整的．

推论６　设犎 和犌 为任意两个图，则犎⊙犌 是

犔－整的，当且仅当犎 和犌 都是犔－整的．

定理５　设犌犻 为狀犻 阶犔－整图（犻＝１，２，…，

犽），犎 为任意犽阶图，若犽≤３，则联图∨犎｛犌１，犌２，

…，犌犽｝是犔－整的．

证明　当犎 不连通时，犎－联图可转化为其连

通分支犎犻－联图的并，显然，犎犻 阶数也不超过３，

故可直接假设 犎 连通．设 犌＝∨犎｛犌１，犌２，…，

犌犽｝．

当犽＝１时，犌＝犌１ 是犔－整的．

当犽＝２时，犌＝犌１∨犌２，由于 犌１，犌２ 都是

犔－整的，由推论１知犌 也是犔－整的．

当犽＝３时，则犎＝犓１，２或犎＝犓３，由定理４犫可

得犌 是犔－整的．

综上所述，∨犎｛犌１，…，犌犽｝是犔－整的．

定理６　设 犌犻 为狀犻 阶犔－整图（犻＝１，２，３，

４），犎 为４阶图，且犎≠犘４，则∨犎｛犌１，犌２，犌３，犌４｝

是犔－整的．

证明　当犎 不连通时，犎－联图可转化为其连

通分支犎犻－联图的并，根据定理５，结论成立．当犎

连通时，由于犎≠犘４，故只需考虑以下３种情形：

犪．犎＝犓４，犓１，３或 犓２，２，此时，由定理４犫可知

结论成立．

犫．犎＝犓３∪犲，其中，犓３ 的顶点集为｛１，２，３｝，

犲＝１４是连接顶点１和４的一条边，此时

犔π＝

狀２＋狀３＋狀４ －狀２ －狀３ －狀４

－狀１ 狀１＋狀３ －狀３ ０

－狀１ －狀２ 狀１＋狀２ ０

－狀１ ０ ０ 狀

烄

烆

烌

烎１

于是，犛狆犲犮（犔
π）＝｛０，狀１，狀１＋狀２＋狀３，狀１＋狀２＋

狀３＋狀４｝，故∨犎｛犌１，犌２，犌３，犌４｝是犔－整的．

犮．犎＝犆４∪犲，其中犲＝１３是连接顶点１和３

的一条边，此时

　犔
π
＝

　　

狀２＋狀３＋狀４ －狀２ －狀３ －狀４

－狀１ 狀１＋狀３ －狀３ ０

－狀１ －狀２ 狀１＋狀２＋狀４ －狀４

－狀１ ０ －狀３ 狀１＋狀

烄

烆

烌

烎３

于是，犛狆犲犮（犔
π）＝｛０，狀１＋狀３，（狀１＋狀２＋狀３＋

狀４）
（２）｝，故∨犎｛犌１，犌２，犌３，犌４｝是犔－整的．

现考虑图犎⊙犌 的犔－整情况，当犌 是犔－整

的，若基图犎 是完全图、完全二部图或阶数小于等

于４的图 （除犘４ 外）时，显然，犎⊙犌 是犔－整的．

另外，根据推论６，当犌 是犔－整的，犎⊙犌 是犔－整

的，当且仅当犎 是犔－整的．

引理３
［９］
　设 犎 为犽（犽＞１）阶树，直径为犱，

犪（犎）为犎 的代数连通度，则

犪（犎）≤２１－犮狅狊
π

犱＋（ ）１
　　引理４　设犎 为犽阶树，则犎 是犔－整图，当

且仅当犎 为星图犓１，犽－１．

证明　星图是犔－整的，所以，充分性显然，现

证必要性．

当犽＝１，２或３时，此时的树都是唯一的，即星

图，结论成立．

当犽≥４时，若犎≠犓１，犽－１，则犎 的直径犱≥３，

由引理３可知

犪（犎）≤２１－犮狅狊
π

犱＋（ ）１ ≤２１－犮狅狊π（ ）４ ＜０．５９

　　再根据犎 的连通性可知，０＜犪（犎）＜０．５９，从

而犪（犎）不是整数，即犔（犎）的第二小特征值不是整

数．这与犎 是犔－整图矛盾，所以，犎＝犓１，犽－１．

定理７　设 犎 为犽 阶树，犌 为犔－整图，则

犎⊙犌是犔－整的，当且仅当犎＝犓１，犽－１．

证明　由推论６和引理４可知结论成立．
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海理工大学学报，２０１２，３４（５）：４８１－４８６．
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［１３］　犡狌犌犙．犘犪犻狀犾犲狏é犻狀狋犲犵狉犪犫犻犾犻狋狔狅犳犪犵犲狀犲狉犪犾犻狕犲犱犳犻犳狋犺

狅狉犱犲狉犓犱犞犲狇狌犪狋犻狅狀狑犻狋犺狏犪狉犻犪犫犾犲犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋狊：犲狓犪犮狋

狊狅犾狌狋犻狅狀狊犪狀犱狋犺犲犻狉犻狀狋犲狉犪犮狋犻狅狀狊［犑］．犆犺犻狀犲狊犲犘犺狔狊犻犮狊犅，

２０１３，２２（５）：０５０２０３．

［１４］　犣犺犻犎犢，犆犺犪狀犵犎．犐狀狏犪狉犻犪狀犮犲狅犳犘犪犻狀犾犲狏é狆狉狅狆犲狉狋狔犳狅狉

狊狅犿犲狉犲犱狌犮犲犱 （１＋１）犱犻犿犲狀狊犻狅狀犪犾犲狇狌犪狋犻狅狀狊［犑］．

犆犺犻狀犲狊犲犘犺狔狊犻犮狊犅，２０１３，２２（１１）：１１０２０３．

［１５］　胡恒春，王丽金，刘磊．犓犱犞犅狌狉犵犲狉狊犓狌狉犪犿狅狋狅方程另

一类指数函数求法及新的精确解［犑］．上海理工大学

学报，２０１３，３５（２）：１３１－１３４．

［１６］　张玲，桑本文，胡恒春．耦合犿犓犱犞系统的非奇异正子

解、负子解及复子解［犑］．上海理工大学学报，２０１２，３４
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２０１４，３６（３）：２０５－２１６．
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