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分担依赖于函数的常数亚纯函数正规族

贾志晶，　叶亚盛
（上海理工大学 理学院，上海　２０００９３）

摘要：研究关于分担值的亚纯函数族的正规性，证明了如下结果：设犽，狀（≥犽＋３）是两个正整数，

犉为单位圆盘Δ内的一族亚纯函数，如果对于每一个犳∈犉，犳的零点重级≥犽，且存在仅依赖于犳

的非零有穷复数犫犳，犮犳 满足：
犫犳
犮犳
是一个常数；犿犻狀σ（０，犫犳），σ（０，犮犳），σ（犫犳，犮犳｛ ｝）≥犿，这里 犿＞

０；对于每一对犳，犵∈犉，有犳
（犽）－

１

犫狀－１犳

犳
狀＝犮犳犵

（犽）－
１

犫狀－１犵

犵
狀＝犮犵，那么犉在Δ内正规．
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狋犺犲狉犲犲狓犻狊狋狀狅狀狕犲狉狅犳犻狀犻狋犲犮狅犿狆犾犲狓狀狌犿犫犲狉狊犫犳，犮犳犱犲狆犲狀犱犻狀犵狅狀犳狊犪狋犻狊犳狔犻狀犵：
犫犳
犮犳
犻狊犪犮狅狀狊狋犪狀狋；

犿犻狀｛σ（０，犫犳），σ（０，犮犳），σ（犫犳，犮犳）｝≥犿，犳狅狉狊狅犿犲犿＞０；犳
（犽）－

１

犫狀－１犳

犳
狀＝犮犳犵

（犽）－
１

犫狀－１犵

犵
狀＝犮犵，

犳狅狉犲犪犮犺犳，犵∈犉．犜犺犲狀犉犻狊狀狅狉犿犪犾犻狀Δ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：犿犲狉狅犿狅狉狆犺犻犮犳狌狀犮狋犻狅狀狊；犺狅犾狅犿狅狉狆犺犻犮犳狌狀犮狋犻狅狀狊；狀狅狉犿犪犾犳犪犿犻犾狔；狊犺犪狉犲犱狏犪犾狌犲

１　问题的提出

设犉为区域犇内的一族亚纯函数，如果对于犉

中任一函数序列 犳狀（）｛ ｝狕 均可选出一个子序列

犳狀犽（）｛ ｝狕 在区域犇上按球距内闭一致收敛，则称犉

在区域犇内正规．

设犳和犵是区域犇内的两个亚纯函数，犪是一
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个复数．若犳（狕）－犪与犵（狕）－犪在犇内具有相同的

零点，则称犳与犵在区域犇内分担犪，或称犐犕分担

犪．若犳（狕）－犪与犵（狕）－犪在犇内具有相同的零点，

并且零点重级也相同，则称犳与犵在区域犇 内犆犕

分担犪．用犳＝犪犵＝犪来表示：若犳＝犪，则犵＝犪．

本文用σ（狓，狔）来表示狓和狔的球面距离，球

面距离的定义见文献［１］．

犘犪狀犵等
［２］证明了以下结果：

定理１　设犉为单位圆盘Δ 内的一族亚纯函

数，犪，犫是两个判别的有穷复数，犮是一个非零复

数．如果对于任意的犳∈犉，犳（狕）＝０犳′（狕）＝犪和

犳（狕）＝犮犳′（狕）＝犫，那么犉在Δ内正规．

犛犻狀犵犺等
［３］改进了定理１的结果，证明定理２．

定理２　设犉为单位圆盘Δ 内的一族亚纯函

数，对于每一个犳∈犉，存在仅依赖于犳的非零有穷

复数犫犳，犮犳，若满足以下条件，则犉在Δ内正规：

犪．
犫犳
犮犳
是一个常数；

犫．犿犻狀｛σ（０，犫犳），σ（０，犮犳），σ（犫犳，犮犳）｝≥犿，

犿＞０；

犮．犳（狕）＝０犳′（狕）＝０和犳（狕）＝犮犳

犳′（狕）＝犫犳．

文献［４－１１］证明了犎犪狔犿犪狀猜想．

定理３　设狀（≥３）是一个正整数，犪（≠０），犫

是两个有穷复数，犉为区域犇 内的一族亚纯函数，

对于任意的犳∈犉，犳′－犪犳
狀
≠犫，则犉在犇内正规．

犣犺犪狀犵
［１２］将定理３推广为分担情形．

定理４　设狀（≥４）是一个正整数，犪（≠０），犫

是两个有穷复数，犉为区域犇 内的一族亚纯函数，

对于每一对犳，犵∈犉，犳′－犪犳
狀 和犵′－犪犵

狀 在犇 内

犐犕分担犫，则犉在犇内正规．

最近，陈玮等［１３］在定理４的基础上证明定理５．

定理５　设狀（≥４）是一个正整数，犉为单位圆

盘Δ内的一族亚纯函数，对于每一个犳∈犉，存在仅

依赖于犳的非零有穷复数犫犳，犮犳，若满足以下条件，

则犉在Δ内正规：

犪．
犫犳
犮犳
是一个常数；

犫．犿犻狀｛σ（０，犫犳），σ（０，犮犳），σ（犫犳，犮犳）｝≥犿，

犿＞０；

犮．对于每一对犳，犵∈犉，有犳′－
１

犫狀－１犳

犳
狀＝犮犳

犵′－
１

犫狀－１犵

犵
狀＝犮犵．

仇惠玲等［１４］和犢狌犪狀等
［１５］证明了如下定理：

定理６　设犽，狀（≥犽＋３）是两个正整数，犪（≠

０），犫是两个有穷复数，犉为区域犇内的一族亚纯函

数，并且族中每个函数的零点至少是犽 重．如果对

于犉中的任意两个函数犳和犵，犳
（犽）－犪犳

狀 与犵
（犽）－

犪犵
狀 在犇内犐犕分担犫，则犉在犇内正规．

定理７　设犽，狀（≥２）是两个正整数，犪（≠０），

犫是两个有穷复数，犉为区域犇内的一族全纯函数，

并且族中每个函数的零点至少是犽重．如果对于犉

中的任意两个函数犳和犵，犳
（犽）－犪犳

狀 与犵
（犽）－犪犵

狀

在犇内犐犕分担犫，则犉在犇内正规．

本文研究若将定理５中犳′换为犳
（犽），结论是否

仍然成立，即证明定理８和定理９．

定理８　设犽，狀（≥犽＋３）是两个正整数，犉为

单位圆盘Δ 内的一族亚纯函数，如果对于每一个

犳∈犉，犳的零点重级≥犽，并且存在仅依赖于犳的非

零有穷复数犫犳，犮犳，若满足以下条件，则犉在Δ内正

规：

犪．
犫犳
犮犳
是一个常数；

犫．犿犻狀｛σ（０，犫犳），σ（０，犮犳），σ（犫犳，犮犳）｝≥犿，

犿＞０；

犮．对于每一对犳，犵∈犉，有犳
（犽）－

１

犫狀－１犳

犳
狀＝

犮犳犵
（犽）－

１

犫狀－１犵

犵
狀＝犮犵．

定理９　设犽，狀（≥２）是两个正整数，犉为单位

圆盘Δ内的一族全纯函数，如果对于每一个犳∈犉，

犳的零点重级≥犽，并且存在仅依赖于犳的非零有

穷复数犫犳，犮犳，若满足以下条件，则犉在Δ内正规：

犪．
犫犳
犮犳
是一个常数；

犫．犿犻狀｛σ（０，犫犳），σ（０，犮犳），σ（犫犳，犮犳）｝≥犿，

犿＞０；

犮．对于每一对犳，犵∈犉，有犳
（犽）－

１

犫狀－１犳

犳
狀＝

犮犳犵
（犽）－

１

犫狀－１犵

犵
狀＝犮犵．

２　引　理

在证明定理之前，需要如下几个引理：

引理１
［１６］
　设狆，狇是两个正整数，α是一个实

数且满足－狇＜α＜狆，犉为单位圆盘Δ 内的一族亚

纯函数，如果对于每一个犳∈犉，犳的零点重级≥狆，

且犳的极点重级≥狇．如果犉在狕０∈Δ处不正规，那

７３１
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么存在点列狕狀∈Δ，狕狀 →狕０，函数列犳狀∈犉，正数

列ρ狀→０
＋，使得犳狀 狕狀＋ρ狀

（ ）ζ

ρ
α
狀

在瓘上按球距内闭

一致收敛于一个非常数的亚纯函数犵（ ）ζ ，且犵的

零点 重 级 ≥狆，犵 的 极 点 重 级 ≥狇，犵 （ ）ζ ≤

犵 （）０ ＝１．

引理２
［１４］
　设犽 ≥（ ）２ ，狀 ≥犽（ ）＋３ 是两个正

整数，犪是一个非零的有穷复数，犳是复平面上的一

个亚纯函数，如果犳的零点重级≥犽，且犳
（犽）（狕）－

犪犳
狀（狕）至多有一个判别的零点，则犳是一个常数．

引理３
［１４］
　设犽，狀（≥２）是两个正整数，犪 是

一个非零的有穷复数，犳是一个整函数，如果犳的零

点重级≥犽，且犳
（犽）（狕）－犪犳

狀（狕）至多有一个判别的

零点，则犳是一个常数．

引理４
［１７］
　设 犿 是一个正整数，犪，犫和犮是３

个常数，莫比乌斯变换犵满足σ（犵（犪），犵（犫））≥犿，

σ（犵（犫），犵（犮））≥犿，σ（犵（犮），犵（犪））≥犿，那么犵

满足李普希茨条件，即σ（犵（狕），犵（狑））≤犽犿σ（狕，狑），

这里犽犿 是依赖于犿 的常数．

３　定理的证明

由于定理８和定理９的证明是类似的，所以只

给出定理８的证明．

证明　由定理５，只需证明犽≥２的情形．

令 犕＝
犫犳
犮犳
，可以取非零常数犫和犮满足犕＝

犫
犮
．对于每一个犳∈犉，定义莫比乌斯变换犵犳＝

犮犳
犮
狕，

那么犵
－１
犳 ＝

犮
犮犳
狕．

以下证明犌＝ （犵
－１
犳 犳）犳∈｛ ｝犉 在Δ内正规．

用反证法，假设 犌 在Δ 内不正规，那么存在

狕０∈Δ，使得犌 在狕０ 处不正规．

根据引理１，可以找到犵犼∈犌，狕犼→狕０，ρ犼→０
＋，

使得

犉犼（ξ）＝ρ
犽
狀－１

犼 犵犼（狕犼＋ρ犼ξ）＝

ρ
犽
狀－１

犼
（犵

－１
犳犼犳犼

）（狕犼＋ρ犼ξ）＝

ρ
犽
狀－１

犼

犮
犮犳犼
犳犼（狕犼＋ρ犼ξ）

在瓘上按球距内闭一致收敛于一个非常数的亚纯函

数犉（ξ）．所以，犉
（犽）
犼
（ξ）－

１

犫狀－１
犉狀犼（ξ）－ρ

狀犽
狀－１

犼
犮在瓘

上去掉犉（ξ）的极点后的区域上内闭一致收敛于

犉
（犽）（ξ）－

１

犫狀－１
犉狀（ξ）．

因为

犉
（犽）
犼
（ξ）－

１

犫狀－１
犉狀犼（ξ）－ρ

狀犽
狀－１

犼
犮＝ρ

狀犽
狀－１［犼 犵

（犽）
犼
（狕犼＋ρ犼ξ）－

　
１

犫狀－１
犵
狀
犼
（狕犼＋ρ犼ξ）－ ］犮 ＝ρ

狀犽
狀－１［犼

犮
犮犳犼
犳
（犽）
犼
（狕犼＋ρ犼ξ）－

　
１

犫狀－１
犮
犮犳（ ）

犼

狀

犳
狀
犼
（狕犼＋ρ犼ξ）－ ］犮 ＝ρ

狀犽
狀－１［犼

犮
犮犳犼
犳
（犽）
犼 ·

　（狕犼＋ρ犼ξ）－
犮（ ）犫

狀－１
犮

犮狀犳犼
犳
狀
犼
（狕犼＋ρ犼ξ）－ ］犮 ＝

　ρ
狀犽
狀－１［犼

犮
犮犳犼
犳
（犽）
犼
（狕犼＋ρ犼ξ）－

犮犳犼
犫犳
（ ）

犼

狀－１
犮

犮狀犳犼
犳
狀
犼·

　（狕犼＋ρ犼ξ）－ ］犮 ＝ρ
狀犽
狀－１［犼

犮
犮犳犼
犳
（犽）
犼
（狕犼＋ρ犼ξ）－

　
１

犫狀－１犳犼

犮
犮犳犼
犳
狀
犼
（狕犼＋ρ犼ξ）－ ］犮 ＝ρ

狀犽
狀－１

犼

犮
犮犳犼
·

［　 犳（犽）犼
（狕犼＋ρ犼ξ）－

１

犫狀－１犳犼

犳
狀
犼
（狕犼＋ρ犼ξ）－犮犳 ］犼 （１）

　　如果犉
（犽）（ξ）－

１

犫狀－１
犉狀（ξ）≡０，由犽≥２，狀≥

犽＋３，那么犉（ξ）为整函数．

故

狀犜（狉，犉）＝狀犿（狉，犉）＝ 犿（狉，犉
狀）＝

　犿（狉，犫
狀－１犉

（犽））≤ （狀－１）犿（狉，犫）＋

　犿（狉，犉
（犽））≤ 犿（狉，犉）＋犿（狉，

犉
（犽）

犉
）＋

　（狀－１）犾狅犵
＋ 犫 ＝犜（狉，犉）＋犛（狉，犉）

即（狀－１）犜（狉，犉）≤犛（狉，犉），则犜（狉，犉）＝犛（狉，

犉），从而犉（ξ）为常数，矛盾，故犉
（犽）（ξ）－

１

犫狀－１
·

犉狀（ξ）０．

由引理２可知犉
（犽）（ξ）－

１

犫狀－１
犉狀（ξ）至少有两

个判别的零点．假设ξ０，ξ

０ 是 犉

（犽）（ξ）－
１

犫狀－１
·

犉狀（ξ）的两个判别零点．选择δ（＞０）足够小，使得

Δ（ξ０，δ）∩Δ（ξ

０ ，δ）＝

这里Δ（ξ０，δ） ｛＝ ξ｜ξ－ξ０｜＜ ｝δ ，且Δ（ξ０ ，δ）

｛

＝

ξ｜ξ－ξ

０｜＜ ｝δ ．

由犎狌狉狑犻狋狕定理，且考虑式（１），则存在点列

ξ犼→ξ０和ξ

犼 →ξ


０ ，使得对于充分大的犼，ξ犼∈Δ（ξ０，

δ）且ξ犼 ∈Δ（ξ

０ ，δ）．

犳
（犽）
犼
（狕犼＋ρ犼ξ犼）－

１

犫
狀－１

犳犼

犳
狀
犼
（狕犼＋ρ犼ξ犼）－犮犳犼 ＝０
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犳
（犽）
犼
（狕犼＋ρ犼ξ


犼
）－

１

犫狀－１犳犼

犳
狀
犼
（狕犼＋ρ犼ξ


犼
）－犮犳犼 ＝０

　　由定理条件，对于犉中的每一对函数犳和犵，有

犳
（犽）
－
１

犫狀－１犳

犳
狀
＝犮犳犵

（犽）
－
１

犫狀－１犵

犵
狀
＝犮犵

那么对于任意的正整数 犿，有

犳
（犽）
犿 （狕犼＋ρ犼ξ犼）－

１

犫
狀－１

犳犿

犳
狀
犿（狕犼＋ρ犼ξ犼）－犮犳犿 ＝０

犳
（犽）
犿 （狕犼＋ρ犼ξ


犼
）－

１

犫狀－１犳犿

犳
狀
犿（狕犼＋ρ犼ξ


犼
）－犮犳犿 ＝０

固定犿，使犼→∞，且狕犼＋ρ犼ξ犼→狕０，狕犼＋ρ犼ξ

犼 →狕０，

则犳
（犽）
犿 （狕０）－

１

犫狀－１犳犿

犳
狀
犿（狕０）－犮犳犿＝０．

由于犳
（犽）
犿 （狕）－

１

犫狀－１犳犿

犳
狀
犿（狕）－犮犳犿的零点没有聚

点，因此

狕犼＋ρ犼ξ犼 ＝狕０，狕犼＋ρ犼ξ

犼 ＝狕０

ξ犼 ＝
狕０－狕犼
ρ犼

，ξ犼 ＝
狕０－狕犼
ρ犼

这与ξ犼∈Δ（ξ０，δ），ξ

犼 ∈Δ（ξ


０ ，δ），且Δ（ξ０，δ）∩

Δ（ξ０ ，δ）＝矛盾．所以，犌＝ （犵
－１
犳 犳）犳∈｛ ｝犉 在

Δ内正规且在Δ内等度连续，从而对于
ε
犽犿
＞０，这里

犽犿 是引理４中的常数，那么存在δ＞０，使得球面距

离σ 狓，（ ）狔 ＜δ，且对于任意犳∈犉

σ 犵
－１
犳 （ ）犳 （ ）狓 ，犵

－１
犳 （ ）（ ）（ ）犳 狔 ＜

ε
犽犿

再由引理４，σ（犳（狓），犳（狔））＝σ（（犵犳犵
－１
犳 犳）（狓），（犵犳

犵
－１
犳 犳）（狔））≤犽犿σ（（犵

－１
犳 犳）（狓），（犵

－１
犳 犳）（狔））＜ε，

所以，犉在Δ内等度连续，故犉在Δ内正规．
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