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具有微分算子的分数阶微分方程边值问题解的

存在性与唯一性

吴贵云，　刘锡平，　杨　浩
（上海理工大学 理学院，上海　２０００９３）

摘要：研究一类具有分数阶线性微分算子的犚犻犲犿犪狀狀犔犻狅狌狏犻犾犾犲型分数阶非线性微分方程两点边值

问题解的存在性和唯一性．通过求出相应边值问题的犌狉犲犲狀函数并证明其性质，建立积分算子方

程，应用压缩映射原理证明了这类边值问题解的存在性与唯一性定理．运用犓狉犪狊狀狅狊犲犾狊犽犻犻’狊不动点

理论建立并证明了该边值问题解的存在性与唯一性定理．最后给出了两个应用实例，用以说明本文

所得结论的有效性．
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　　由于分数阶微分方程在工程技术和科学研究中

具有广泛的应用背景，因此，分数阶微分方程理论研

究受到了广泛关注．近年来，有大量关于分数阶微分

方程边值及初值问题的研究成果出现，参见文献

［１－１０］以及其中的参考文献．

对于一些较复杂的问题，常常用微分算子方程
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来描述．文献［１－２］讨论了具有线性微分算子的分

数阶微分方程初值问题正解的存在性．本文研究一

类具有线性微分算子的分数阶微分方程两点边值问

题解的存在性和唯一性．

１　准备工作

本文研究具有线性微分算子的分数阶微分方程

两点边值问题

犔（犇）狓（狋）＋犳（狋，狓（狋））＝０，０＜狋＜１

狓（０）＝狓（１）＝｛ ０
（１）

解的存在性和唯一性，其中线性微分算子犔（犇）＝

犇α－狉狋狀犇β，狀是非负整数，狉∈瓗，０＜β＜１＜α＜

２，且犇α，犇β是标准的犚犻犲犿犪狀狀犔犻狅狌狏犻犾犾犲分数阶导

数．犳：０，［ ］１ ×瓗→瓗是非线性连续函数．

有关犚犻犲犿犪狀狀犔犻狅狌狏犻犾犾犲型分数阶积分与分数

阶导数的定义请参考文献［３］．

引理１
［４］
　若狓在 ０，＋［ ）! 上是连续的，且０＜

β＜１，β≤α，那么

犪．犐α（狋狀狓（狋））＝∑
狀

犽＝０

－α（ ）犽
狀！狋狀－犽

（狀－犽）！
犐α＋犽狓（狋）；

犫．犐α（狋狀犇β狓（狋））＝∑
狀

犽＝０

－α（ ）犽
狀！狋狀－犽

（狀－犽）！
·

犐α－β＋犽狓（狋）．

其中，狀是非负整数，且

－α（ ）犽 ＝（－１）犽
α（α＋１）…（α＋犽－１）

犽！
＝

（－１）犽
Γ（α＋犽）

犽！Γ（α）

　　引理２　设狉∈瓗，狀是非负整数，０＜β＜１＜

α＜２，则边值问题（１）与积分方程

狓（狋）＝∫
１

０
犌（狋，狊）犳（狊，狓（狊））犱狊＋狉∑

狀

犽＝０

－α（ ）犽 ·

狀！
（狀－犽）！

１
Γ（α－β＋犽）∫

１

０
犎犽（狋，狊）狓（狊）犱狊

等价，其中

犌（狋，狊）＝　　　　　　　　　　　　　　　　　

　

（狋（１－狊））α－１－（狋－狊）α－１

Γ（α）
，０≤狊≤狋≤１

（狋（１－狊））α－１

Γ（α）
， ０≤狋≤狊≤

烅

烄

烆
１

（２）

犎犽（狋，狊）＝
犎犽１（狋，狊），０≤狊≤狋≤１

犎犽２（狋，狊），０≤狋≤狊≤
烅
烄

烆 １
（３）

犎犽１（狋，狊）＝狋狀－犽（狋－狊）α－β＋犽－１－狋α－１（１－狊）α－β＋犽－１

犎犽２（狋，狊）＝－狋α－１（１－狊）α－β＋犽－１，犽＝０，１，２，…，狀

　　证明　运用分数阶微积分的相关引理可以得出

方程犔（犇）狓（狋）＋犳（狋，狓（狋））＝０的等价方程为

狓（狋）＝犮１狋α－１＋犮２狋α－２－犐α犳（狋，狓（狋））＋

　犐α（狉狋狀犇β）狓（狋）＝犮１狋α－１＋犮２狋α－２－
１
Γ（α）

·

　∫
狋

０

（狋－狊）α－１犳（狊，狓（狊））犱狊＋狉∑
狀

犽＝０

－α（ ）犽 ·

　
狀！

（狀－犽）！
狋狀－犽

Γ（α－β＋犽）∫
狋

０

（狋－狊）
α－β＋犽－１

狓（狊）犱狊

式中，犮１，犮２为任意常数．

根据边界条件可求得

犮１＝
１
Γ（α）∫

１

０

（１－狊）α－１犳（狊，狓（狊））犱狊－狉∑
狀

犽＝０

－α（ ）犽 ·

狀！
（狀－犽）！

１
Γ（α－β＋犽）∫

１

０

（１－狊）α－β＋犽－１狓（狊）犱狊

犮２＝０

于是，

狓（狋）＝－
１
Γ（α）∫

狋

０

（狋－狊）α－１犳（狊，狓（狊））犱狊＋

　狉∑
狀

犽＝０

－α（ ）犽 狀！
（狀－犽）！

狋狀－犽

Γ（α－β＋犽）
·

　∫
狋

０

（狋－狊）α－β＋犽－１狓（狊）犱狊＋
狋α－１

Γ（α）∫
１

０

（１－狊）α－１·

　犳（狊，狓（狊））犱狊－狉∑
狀

犽＝０

－α（ ）犽 狀！
（狀－犽）！

·

　
狋α－１

Γ（α－β＋犽）∫
狋

０

（１－狊）α－β＋犽－１狓（狊）犱狊＝

　∫
狋

０

狋（１－狊［ ］）α－１－（狋－狊）α－１

Γ（α）
犳（狊，狓（狊））犱狊＋

　∫
１

狋

狋（１－狊［ ］）α－１

Γ（α）
犳（狊，狓（狊））犱狊＋

　狉∑
狀

犽＝０

－α（ ）犽 狀！
（狀－犽）！

１
Γ（α－β＋犽）

·

　∫
狋

０
狋狀－犽（狋－狊）α－β＋犽－１－狋α－１（１－狊）α－β＋犽－［ ］１ ·

　狓（狊）犱狊＋狉∑
狀

犽＝０

－α（ ）犽 狀！
（狀－犽）！

１
Γ（α－β＋犽）

·

　∫
１

狋
－狋α－

１（１－狊）α－β＋犽－［ ］１ 狓（狊）犱狊＝

　∫
１

０
犌（狋，狊）犳（狊，狓（狊））犱狊＋狉∑

狀

犽＝０

－α（ ）犽 ·

　
狀！

（狀－犽）！
１

Γ（α－β＋犽）∫
１

０
犎犽（狋，狊）狓（狊）犱狊

引理得证．

引理３　设狉∈瓗，０＜β＜１＜α＜２，狀为非负

整数，则函数犌（狋，狊），犎犽（狋，狊）具有以下性质：

犪．犌（狋，狊）连续，并且０≤犌（狋，狊）≤犌（狊，狊），

６０２
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狋，狊∈ ０，［ ］１ ；

犫．犎犽（狋，狊）≤０连续，犿犪狓
狋，狊∈［０，１］∫

１

０
犎犽（狋，狊）犱狊 ＝

狋α－１犿 －狋α
－β＋狀
犿

α－β＋犽
，犽＝０，１，２，…，狀，其中，狋犿 ＝

α－１
α－β＋（ ）狀

１
狀＋１－β

．

证明　犪．由函数的定义式（２），易得犌（狋，狊）连

续，并且犌（狋，狊）≥０．

当狊＜狋时，有

犌（狋，狊）

狋
＝

　
（１－狊）α－１（α－１）狋α－２－（α－１）（狋－狊）α－２

Γ（α）
＝

　
α－１
Γ（α）

（１－狊）α－１（狋－狊）２－α－狋２－α

狋２－α（狋－狊）２－α
≤０

故犌 狋，（ ）狊 关于狋∈ 狊，［ ］１ 单调递减．

当狋≤狊时，显然犌（狋，狊）关于狋单调递增，则

犌（狋，狊）≤犌（狊，狊）＝
（狊（１－狊））α－１

Γ（α）
．因此有０≤

犌（狋，狊）≤犌（狊，狊），狋，狊∈ ０，［ ］１ ．

犫．显然犎犽（狋，狊）≤０连续．当狊≤狋时，有

犎犽１（狋，狊）＝狋狀－犽（狋－狊）α－β＋犽－１－　　

　　狋α－
１（１－狊）α－β＋犽－１，犽＝０，１，…，狀　　

　　当 狀－犽≥１即犽≠狀 时有狋
狀－犽
≤狋α

－１，

（狋－狊）α－β＋犽－１≤（１－狊）α－β＋犽－１，于是

犎犽１（狋，狊）＝狋狀－犽（狋－狊）α－β＋犽－１－　　

　　狋α－
１（１－狊）α－β＋犽－１≤０　　

　　当犽＝狀时，

犎犽１（狋，狊）＝（狋－狊）α－β＋狀－１－狋α－１（１－狊）α－β＋狀－１≤

　（狋－狊）α－β＋狀－１－狋α－β＋狀－１（１－狊）α－β＋狀－１＝

　（狋－狊）α－β＋狀－１－（狋－狋狊）α－β＋狀－１≤０

即当狊≤狋时，犎犽１（狋，狊）≤０成立．而当狋≤狊时，显

然犎犽２（狋，狊）≤０成立．

综上得：犎犽 狋，（ ）狊 ≤０，狋，狊∈ ０，［ ］１ ，犽＝０，１，

…，狀．

∫
１

０
犎犽（狋，狊）犱狊＝－∫

狋

０

［狋狀－犽（狋－狊）α－β＋犽－１－

　狋α－
１（１－狊）α－β＋犽－１］犱狊＋∫

１

狋
狋α－１（１－

　狊）α－β＋犽－１犱狊＝
狋α－１－狋α－β＋

狀

α－β＋犽

令犺（狋）＝
狋α－１－狋α－β＋狀

α－β＋犽
，则当狋＝

α－１
α－β＋（ ）狀

１
狀＋１－β

＝

狋犿 时，犺′（狋）＝

α－１
狋２－α

－（α－β＋狀）狋α－β＋狀－１

α－β＋犽
＝０．故当

狋＝
α－１
α－β＋（ ）狀

１
狀＋１－β

＝狋犿 时，犺（狋）取得最大值，即

犿犪狓
狋，狊∈［０，１］

犺（狋）＝犺（狋犿），从而 犿犪狓
狋，狊∈［０，１］∫

１

０
犎犽（狋，狊）犱狊＝

狋α－１犿 －狋α
－β＋狀
犿

α－β＋犽
．

２　主要结论

首先运用压缩映射原理给出边值问题（１）解的

存在性与唯一性．

定理１　设狉∈瓗，０＜β＜１＜α＜２，狀为非负

整数，若存在犕１＞０，对任意狓，狔∈瓗，狋∈ ０，［ ］１ 有

犳（狋，狓）－犳（狋，狔）≤ 犕１ 狓－狔 ，并 且 ０＜

犕１Γ（α）

Γ（２α）
＋狉 ∑

狀

犽＝０

α（ ）犽
狀！
（狀－犽）！

狋α－１犿 －狋α
－β＋狀
犿

Γ（α－β＋犽＋１）
＜１，

则边值问题（１）存在唯一解．

证明　设 犡＝犆 ０，［ ］１ ，并取范数‖狓‖＝

犿犪狓
狋∈［０，１］

狓（狋），则（犡，‖·‖）为犅犪狀犪犮犺空间．定义

算子犉１，犉２：犡→犡，任意狓∈犡，令

（犉１狓）（狋）＝∫
１

０
犌（狋，狊）犳（狊，狓（狊））犱狊

（犉２狓）（狋）＝狉∑
狀

犽＝０

－α（ ）犽 狀！
（狀－犽）！

·

１
Γ（α－β＋犽）∫

１

０
犎犽（狋，狊）狓（狊）犱狊

并记（犉狓）（狋）＝（犉１狓）（狋）＋（犉２狓）（狋），那么

（犉１狓）（狋）－（犉１狔）（狋）≤∫
１

０
犌（狋，狊）·

　 犳（狊，狓（狊））－犳（狊，狔（狊））犱狊≤

　犕１∫
１

０
犌（狊，狊）犱狊‖狓－狔‖＝

犕１Γ（α）

Γ（２α）
‖狓－狔‖

（犉２狓）（狋）－（犉２狔）（狋）≤ 狉 ∑
狀

犽＝０

－α（ ）犽 ·

　
狀！

（狀－犽）！
１

Γ（α－β＋犽）∫
１

０
犎犽（狋，狊）·

　 狓（狊）－狔（狊［ ］）犱狊 ≤ 狉 ∑
狀

犽＝０

α（ ）犽·
　

狀！
（狀－犽）！

１
Γ（α－β＋犽）∫

１

０
犎犽（狋，狊）·

　 狓（狊）－狔（狊）犱狊≤ 狉 ∑
狀

犽＝０

α（ ）犽 狀！
（狀－犽）！

·

　
狋α－１犿 －狋α

－β＋狀
犿

Γ（α－β＋犽＋１）
‖狓－狔‖＝犕２‖狓－狔‖

其中

７０２



　　　　　　　 上 海 理 工 大 学 学 报 ２０１５年 第３７卷　

犕２＝ 狉 ∑
狀

犽＝０

α（ ）犽 狀！
（狀－犽）！

狋α－１犿 －狋α
－β＋狀
犿

Γ（α－β＋犽＋１）

则

（犉狓）（狋）－（犉狔）（狋）≤ （犉１狓）（狋）－（犉１狔）（狋）＋

　 （犉２狓）（狋）－（犉２狔）（狋）≤
犕１Γ（α）

Γ（２α）
‖狓－狔‖＋

　犕２‖狓－狔‖＝
犕１Γ（α）

Γ（２α）
＋犕（ ）２ ‖狓－狔‖

　　又因为０＜
犕１Γ（α）

Γ（２α）
＋狉 ∑

狀

犽＝０

α（ ）犽
狀！

（狀－犽）！
·

狋α－１犿 －狋α
－β＋狀
犿

Γ（α－β＋犽＋１）
＜１，则犉：犡→犡 是压缩映射，从

而犉在犡上有唯一不动点，即边值问题（１）存在唯

一解．

下面应用犓狉犪狊狀狅狊犲犾狊犽犻犻’狊不动点定理研究边值

问题（１）解的存在性．

定理２　设狉∈瓗，０＜β＜１＜α＜２，狀为非负整

数，若犾犻犿狊狌狆
狓 →＋!

犿犪狓　
狋∈［０，１］

犳（狋，狓）

狓
＜狉０，且狉０

Γ（α）

Γ（２α）
＋

犕２＜１，０＜ 狉 ∑
狀

犽＝０

α（ ）犽
狀！

（狀－犽）！
狋α－１犿 －狋α

－β＋狀
犿

Γ（α－β＋犽＋１）
＜

１成立，则边值问题（１）至少存在一个解．

证明　由定理条件可得，存在犕０＞０，当 狓 ≥

犕０ 时，犳（狋，狓）＜狉０ 狓 ．当 狓 ≤犕０ 时，令

犿犪狓
狋∈［０，１］

狓∈［－犕０
，犕０

］

犳（狋，狓）＝犕３，则对任意狓∈瓗，狋∈

［０，１］，有 犳（狋，狓）≤犕３＋狉０ 狓 ．

定义集合犕犾＝ 狓∈犡 ‖狓‖≤｛ ｝犾 ．显然，犕犾

犡是非空有界闭凸集，其中

犾≥
（Γ（α）／Γ（２α））犕３

１－（Γ（α）／Γ（２α））狉０－犕２

犕２＝ 狉 ∑
狀

犽＝０

α（ ）犽
狀！

（狀－犽）！
狋α－１犿 －狋α

－β＋狀
犿

Γ（α－β＋犽＋１）

　　在犕犾上定义算子犃，犅：犕犾→犡，即

　（犃狓）（狋）＝∫
１

０
犌（狋，狊）犳（狊，狓（狋，狊））犱狊

　（犅狓）（狋）＝狉∑
狀

犽＝０

－α（ ）犽
狀！

（狀－犽）！
·

　　　
１

Γ（α－β＋犽）∫
１

０
犎犽（狋，狊）狓（狊）犱狊

则对于任意狓，狔∈犕犾，有

（犃狓）（狋）＋（犅狔）（狋）≤∫
１

０
犌（狋，狊）·　　　　

　 犳（狊，狓（狊））犱狊＋ 狉 ∑
狀

犽＝０

α（ ）犽
狀！

（狀－犽）！
·

　
１

Γ（α－β＋犽）∫
１

０
犎犽（狋，狊）狔（狊）犱狊 ≤

　∫
１

０
犌（狊，狊）犱狊 犕３＋狉０（ ）狓 ＋ 狉 ∑

狀

犽＝０

α（ ）犽·

　
狀！

（狀－犽）！
１

Γ（α－β＋犽）∫
１

０
犎犽（狋，狊）·

　 狔（狊）犱狊≤
Γ（α）

Γ（２α）
犕３＋狉０（ ）狓 ＋犕２犾≤

　
狉０Γ（α）

Γ（２α）
＋犕（ ）２犾＋Γ（α）Γ（２α）

犕３≤

　
狉０Γ（α）

Γ（２α）
＋犕（ ）２犾＋ １－狉０Γ（α）Γ（２α）

－犕（ ）２犾≤犾
所以，犃狓＋犅狔∈犕犾．

下证算子犃是紧的．

犃：犕犾→犡，设Ω犕犾有界，则存在犉＞０，对任

意狓∈Ω，有

‖狓‖≤犉，犿犪狓
狋∈［０，１］

μ∈［－犉，犉］

犳（狋，μ）＝犕０

从而

（犃狓）（狋）≤∫
１

０
犌（狊，狊）犳（狊，狓（狊））犱狊≤

犕０Γ（α）

Γ（２α）

故犃是一致有界的．

由于犌（狋，狊）在 ０，［ ］１ 上是连续的，从而犌（狋，

狊）在闭区间 ０，［ ］１ 上是一致连续的，即对任意ε＞

０，存在δ＞０，对于任意的狋１，狋２，狊∈ ０，［ ］１ ，当

狋１－狋２ ＜δ 时，有 犌（狋１，狊）－犌（狋２，狊） ＜

ε
犕０
，则

（犃狓）（狋２）－（犃狓）（狋１）≤∫
１

０

（犌（狋２，狊）－犌（狋１，狊））·

　　 犳（狊，狓（狊））犱狊≤犕０
ε
犕０
＝ε

即犃是等度连续的，由犃狉狕犲犾犪犃狊犮狅犾犻
［１１］定理知犃在

犕犾上是紧的．由于

０＜ 狉 ∑
狀

犽＝０

α（ ）犽
狀！

（狀－犽）！
狋α－１犿 －狋α

－β＋狀
犿

Γ（α－β＋犽＋１）
＜１

结合定理１的证明可知犅是压缩映射．

根据犓狉犪狊狀狅狊犲犾狊犽犻犻’狊不动点定理
［１１］，可得边值

问题（１）至少有一个解．

３　应用举例

以下给出两个实例，用于说明所得到的主要结论．

例１　考虑具有线性微分算子的分数阶微分方

程边值问题

（犇
３
２－
１
２
狋犇

１
２）狓（狋）＋狋狊犻狀狓（狋）＋３＝０，０＜狋＜１

狓（０）＝狓（１）＝

烅
烄

烆 ０

（４）

８０２
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式中，α＝
３
２
，β＝狉＝

１
２
，狀＝１，犳（狋，狓）＝狋狊犻狀狓＋

３．容易看出

犳（狋，狓）－犳（狋，狔）＝

　 （狋狊犻狀狓＋３）－（狋狊犻狀狔＋３）≤ 狓－狔

取犕１＝１，则

狋犿 ＝
α－１

α－β＋（ ）狀
１

狀－β＋１

＝（
１
４
）
２
３

从而

犕１Γ（α）

Γ（２α）
＋狉 ∑

狀

犽＝０

α（ ）犽 狀！
（狀－犽）！

狋α－１犿 －狋α
－β＋狀
犿

Γ（α－β＋犽＋１）
＝

１
４
槡π＋

３
２
（１
４
）
４
３

＋
９
８
（１
４
）
４
３

Γ（２）
≈０．８６＜１

　　综上所述，边值问题（４）满足了定理１的条件，

根据定理１，边值问题（４）存在唯一解．容易看出

狓（狋）≡０不是边值问题（４）的解，因此，边值问题（４）

存在唯一非平凡解．

例２　考虑分数阶微分方程

（犇
３
２－狋犇

１
２）狓（狋）＋

１
２
（狋狓

１
３＋１）＝０，０＜狋＜１

狓（０）＝狓（１）＝

烅
烄

烆 ０

（５）

　　容易验证，边值问题（５）满足定理２的条件，根

据定理２，边值问题（５）至少存在一个解，并且该解

为非平凡解．
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