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犎犲犻狊犲狀犫犲狉犵群上拟线性椭圆方程解的多重性

贾　高，　郭露倩，　张龙杰
（上海理工大学 理学院，上海　２０００９３）

摘要：在犎犲犻狊犲狀犫犲狉犵群上研究一类拟线性椭圆方程边值问题解的多重性．在全空间中，假设方程的

主导系数及导数有界，而方程的非线性项具有超线性增长．由于在该假设下，方程所对应的泛函是

连续的，但没有可微性，因此必须使用不光滑临界点理论．首先，介绍不光滑临界点理论中的弱斜

率、临界点、（犘犛）犮 条件等概念和相关的基本引理；其次，研究泛函的临界点的性质，利用非线性泛

函理论、犉犪狋狅狌引理、犔犲犫犲狊犵狌犲控制收敛定理和犅狉犲狕犻狊犅狉狅狑犱犲狉定理证明（犘犛）犮 序列的强收敛性

质；最后，借助推广的山路引理得到该边值问题具有无穷多个解，且这些解是彼此分离的．

关键词：拟线性椭圆方程；不可微泛函；不光滑临界点理论；犎犲犻狊犲狀犫犲狉犵群
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　第３期 贾　高，等：犎犲犻狊犲狀犫犲狉犵群上拟线性椭圆方程解的多重性 　

　　近年来，在欧氏空间中，关于拟线性椭圆方程解

的存在性和多重性问题已有许多学者进行研

究［１－５］，在犎犲犻狊犲狀犫犲狉犵群上关于半线性或拟线性次

椭圆方程的研究也主要集中于对单个解的存在

性［６－９］．本文在犎犲犻狊犲狀犫犲狉犵群上研究一类拟线性椭

圆方程解的多重性．

１　问题的提出

所谓犎犲犻狊犲狀犫犲狉犵群犎犎
犖是指在瓗

犖×瓗
犖×瓗上

定义如下的群运算

　ηη′＝（狓，狔，狋）（狓′，狔′，狋′）＝

　　（狓＋狓′，狔＋狔′，狋＋狋′＋２（狓′·狔－狓·狔′））

式中，表示通常瓗犖 中的内积，则这个运算赋予犎犎犖

李群结构．

定义向量场犡１，…，犡犖，犢１，…，犢犖，犜

犡犼 ＝

狓犼

＋２狔犼

狋
，犢犼 ＝


狔犼

－２狓犼

狋
，犜＝


狋

那么这组向量为犎犎犖中在η＝（狓，狔，狋）处切空间的

一组基．

定义１　犎犲犻狊犲狀犫犲狉犵群上犔犪狆犾犪犮犲算子被定义

为 Δ犎犎 ＝∑
犖

犼＝１

（犡２犼＋犢
２
犼）； 犎犎狌 表示２犖 维向量

（犡１狌，…，犡犖狌，犢１狌，…，犢犖狌）；如果犉＝（犉１，…，

犉犖，犌１，…，犌犖），那么犱犻狏犎犎犉＝犡１犉１＋…＋犡犖犉犖＋

犢１犌１＋…＋犢犖犌犖．

本文研究下面问题解的存在性和多重性．

－犱犻狏犎犎（犃（η，狌） 犎犎狌）＋
１
２
犃狊（η，狌） 犎犎狌

２
＋

（犫（η）－λ）狌＝犳（η，狌），η∈犎犎
犖 （１）

式中，犖＞２；λ∈瓗；犫（η）为连续函数且满足

犫（η）≥０，η∈犎犎犖和 犾犻犿
η 犎犎犖→∞

犫（η）＝＋∞．

定义空间

犈＝ 狌∈犔
２（犎犎犖）∫犎犎

犖
（犫（η）狌

２

＋ 犎犎狌
２）＜∞｛ ｝

　　利用变分法来研究式（１），寻求其弱解等价于找

如下泛函犐：犈→瓗的临界点

犐（狌）＝
１
２∫犎犎

犖
犃（η，狌） 犎犎狌

２
＋

１
２∫犎犎

犖
（犫（η）－λ）狌２－∫犎犎

犖
犉（η，狌）（２）

式中，犉（η，ξ）＝∫
ξ

０
犳（η，狋）犱狋．研究此问题的困难在

于泛函犐在空间犈中是连续的，但可能不可微，而只

在犈∩犔∞（犎犎犖）中可微．

空间犈紧嵌入到犔狆（犎犎犖），且犈连续嵌入到

犔２

（犎犎犖），其中２≤狆＜２，２＝

２犙
犙－２

，犙＝２犖＋２．

记犔狌＝－Δ犎犎狌＋犫（η）狌．考虑特征值问题犔狌＝

λ狌．利用紧算子的特征值理论，得到下面的特征值序

列０＜λ１＜λ２≤…≤λ狀≤…，使得当狀→∞时，λ狀→

＋∞．第一特征值λ１＝犻狀犳｛狌 ２ 狌∈犈，狌 犔
２（犎犎

犖）＝

１｝．

定义２　称狌是泛函犐的临界点，如果狌∈犈，

使得〈犐′（狌），犺〉＝０，犺∈犈∩犔∞（犎犎犖）．

下面给出如下基本条件：

犪．犃（·，·）：犎犎犖×瓗→瓗满足对于每个狊∈

瓗，犃（η，狊）关于η是可测的，对几乎所有的η∈犎犎犖，

犃η，（ ）狊 关于狊是属于犆１的；

犫．存在０＜α＜β＜＋∞，使得α≤犃 η，（ ）狊 ≤β，

｜犃狊（η，狊）｜≤β，犪．犲．η∈犎犎犖和狊∈瓗；

犮．存在θ＞２，１＜γ＜
θ
２
和α１＞０，使得０≤

γ
２
·

犃狊（η，狊）狊≤（
θ
２
－γ）犃（η，狊）－α１，犪．犲．η∈犎犎犖和狊

∈瓗；

犱．犃（η，－狊）＝犃（η，狊），犪．犲．η∈犎犎 犖和

狊∈瓗；

犲．设卡氏函数犳（·，·）：犎犎
犖×瓗→瓗满足

犳（η，０）＝０，犪．犲．η∈犎犎
犖和０＜θ犉（η，狊）≤犳（η，狊）狊，

犪．犲．η∈犎犎
犖和０≠狊∈瓗，其中θ与条件犮一致；

犳．存在１≤狇＜
犙＋２
犙－２

，使得｜犳（η，狊）｜≤犮０｜狊｜狇，

犪．犲．η∈犎犎
犖和狊∈瓗，犮０是正常数；

犵．犳（η，－狊）＝－犳（η，狊），犪．犲．η∈犎犎
犖和

狊∈瓗．

设犖＝１，狆＝３，则函数犃（η，狊）＝２（狊犻狀η
２＋

２）犪狉犮狋犪狀狊２＋２０满足条件犪—犱；函数犳（η，狊）＝

狊 狆－１狊（犪．犲．η∈犎犎１）满足条件犲—犵．这些函数的

存在性说明研究的问题是有意义的．

如果上述条件犪—犵成立，则犐：犈→瓗是连续

的；狌∈犈，犺∈犈∩犔∞（犎犎犖）有

〈犐′（狌），犺〉＝∫犎犎
犖
犃（η，狌） 犎犎狌 犎犎犺＋

１
２∫犎犎

犖
犃狊（η，狌） 犎犎狌

２犺＋

∫犎犎
犖
（犫（η）－λ）狌犺－∫犎犎

犖犳（η，狌）犺

此外，对于每个 犺∈犈∩犔∞ （犎犎 犖），泛函 狌→

〈犐′（狌），犺〉是连续的．

下面介绍不光滑临界点理论［１０－１２］．

１１２
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定义３　连续泛函犳：犡→瓗，狌∈犡，犱犳 （狌）

为σ在［０，＋∞）上的上确界，称 犱犳 （狌）为犳在狌

处的弱斜率，如果 δ＞０ 和 连 续 映 射 犎：

犅（狌，δ）×［０，δ］→犡 使得（狏，狋）∈犅（狌，δ）×

［０，δ］，有犱（犎（狏，狋），狏）≤狋，且犳（犎（狏，狋））≤

犳（狏）－σ狋．

　　对每个狌∈犈，有 犱犐 （狌）≥狊狌狆｛〈犐′（狌），犺〉犺∈

犈∩犔∞（犎犎犖），犺 ≤１｝，其中 犱犐 （狌）表示犐在狌

处的弱斜率．

定义４　设犳：犡→瓗为连续泛函，犮∈瓗，称犳

在水平犮满足犘犪犾犪犻狊犛犿犪犾犲条件（简写为（犘犛）犮 条

件）．如果犡中的每个序列｛狌狀｝满足 犱犳 （狌狀）→０

和犳（狌狀）→犮，则｛狌狀｝存在强收敛子列．

本文的主要结论是：

定理１　若犃（η，狊）和犳（η，狊）分别满足条件

犪—犱和条件犲—犳，则存在序列｛狌狀｝犈∩犔∞（犎犎犖）

是式（１）的弱解，且有犐（狌狀）→＋∞．

２　预备知识和基本引理

为了得到定理１，建立下列引理．首先介绍引理

１（参考文献［１０］中的定理１．４），它是犆１泛函经典

结论的推广（参考文献［１３］中的定理９．１２）．

引理１　设犡是无限维犅犪狀犪犮犺空间，犳：犡→瓗

为连续的偶泛函，且对任意犮∈瓗，犐满足（犘犛）犮 条

件．更进一步假设：

犪．对于任意有限维子空间犠犈，瓗＞０，使

得狌∈犠：狌 ＝瓗犳（狌）≤犳（０）；

犫．存在ρ＞０，α＞犳（０）和一个余维数有限的子

空间犞犡满足狌∈犞：狌 ＝ρ犳（狌）≥α．则

犳在犡上存在临界点序列｛犮狀｝，且满足犾犻犿
狀→∞
犳（犮狀）＝

＋∞．

为了证明泛函犐满足（犘犛）犮 条件，还需要引入

（犆－犘－犛）犮条件的定义．

定义５　设犮为一实数，称泛函犐在水平犮满

足具体的犘犪犾犪犻狊犛犿犪犾犲条件（简称为（犆－犘－犛）犮 条

件）．如果对任意序列｛狌狀｝犈，满足犾犻犿
狀→∞
犐（狌狀）＝

犮，〈犐′（狌狀），犺〉≤ε狀 犺 ，犺∈犈∩犔∞（犎犎犖），

其中ε狀≥０且ε狀→０（狀→∞），则｛狌狀｝在犈中有强

收敛子列．

引理２　设犮为一实数，若犐满足（犆－犘－犛）犮

条件，则犐满足（犘犛）犮条件．

证明方法是基本的，可以参考文献［１１］，这里

省略．

引理３　设狌∈犈是泛函犐的临界点，则狌∈

犔∞（犎犎犖）．

证明　对于犽＞１，犕＞０，在瓗上定义实函数

犌犽，Φ犕，Ψ犕，其中

犌犽 ＝
狊－犽

狊
狊
， 狊 ＞犽

０， 狊 ≤

烅
烄

烆 犽

Φ犕（狊）＝犿犻狀（犌犽（狊），犕）

Ψ犕（狊）＝犿犪狓（犌犽（狊），－犕）

　　定义狊
＋ ＝犿犪狓（狊，０），狊－ ＝犿犻狀（狊，０）．因为

Φ犕（狌＋）∈犈∩犔∞（犎犎犖），所以在〈犐′（狌），犺〉＝０中

取测试函数犺＝Φ犕（狌＋）可得到

　∫犎犎
犖
犃（η，狌） 犎犎狌 犎犎Φ犕（狌＋）＋

　　
１
２∫犎犎

犖
犃狊（η，狌） 犎犎狌

２
Φ犕（狌＋）＋

　　∫犎犎
犖
（犫（η）－λ）狌Φ犕（狌＋）＝∫犎犎

犖犳（η，狌）Φ犕（狌
＋）

　　利用条件犳和 Φ犕（狌
＋）≤ 狌＋ ，从而有

　∫｛狌＋＞犽｝
犃（η，狌＋） 犎犎狌＋ 犎犎Φ犕（狌＋）≤

　　犆１∫｛狌＋＞犽｝
（狌＋）狆＋１

　　因为在犎犎
犖上，当犕→＋∞时，有Φ犕（狌＋）→

犌犽（狌＋）几乎处处成立，在犈 中有Φ犕 （狌＋）→
弱

犌犽（狌＋），从而当犕→＋∞时，有

　∫｛狌＋＞犽｝
犃（η，狌＋） 犎犎狌＋

２
≤

　　犆１∫｛狌＋＞犽｝
（狌＋）狆＋１

　　定义Ω
＋
犽＝｛η∈犎犎犖，狌＋＞犽｝，由条件犫可得

　∫Ω
＋
犽

犎犎狌＋
２
≤犆２∫Ω

＋
犽

（狌＋－犽）狆＋１＋

　　犆２犽狆
＋１犿（Ω＋犽） （３）

　　注意到（∫Ω
＋
犽

（狌＋－犽）狆＋１）１－
２
狆＋１≤犆３，有

∫Ω
＋
犽

（狌＋－犽）狆＋１≤犆３∫Ω
＋
犽

（狌＋－犽）狆＋（ ）１
２
狆＋１
（４）

　　另一方面，因为∫Ω
＋
犽

犽２


≤∫Ω
＋
犽

狌＋ ２＝犆４，故

犽２


≤
犆４
犿（Ω＋犽）

（５）

　　由式（３）—（５），可得到不等式

　∫Ω
＋
犽

犎犎狌＋
２
≤犆５（∫Ω

＋
犽

（狌＋－犽）狆＋１）
２
狆＋１＋　　

　　犆５犽
２犿（Ω＋犽）１－

狆－１

２ ，犽＞１

　　利用文献［１２］中的定理５．２，知 狌＋ ∈

２１２



　第３期 贾　高，等：犎犲犻狊犲狀犫犲狉犵群上拟线性椭圆方程解的多重性 　

犔∞（犎犎犖）．用Ψ犕（狌－）代替Φ犕（狌＋），同样的方法

可以证明狌－∈犔∞（犎犎犖），从而狌∈犔∞（犎犎犖）．

引理４　设｛狌狀｝是犈中有界数列且满足

　 〈犐′（狌狀），犺〉≤ε狀犺，犺∈犈∩犔∞（犎犎
犖）（６）

式中，｛ε狀｝是收敛于０的实数序列，则存在狌∈犈，

使得在犎犎犖上
犎犎狌狀→ 犎犎狌几乎处处成立，并且存在

子序列（仍记为｛狌狀｝），在犈中狌狀 →
弱

狌．进一步有

〈犐′（狌），犺〉＝０，犺∈犈∩犔∞（犎犎
犖） （７）

即狌是犐的一个临界点．

证明方法可参考文献［１０］中的引理２．３，此处

省略．

下面的引理是犅狉犲狕犻狊犅狉狅狑犱犲狉定理
［９］的向量形

式，其证明可参考文献［８］．

引理５　定义犈是空间犈的对偶空间，设狏∈

犈，犜∈犈∩犔１犾狅犮（犎犎犖）使得犜（η）狏（η）≥犺（η），

犪．犲．η∈犎犎
犖，犺（η）∈犔１（犎犎犖），则犜狏∈犔１（犎犎犖），

且〈犜，狏〉犈，犈＝∫犎犎
犖
犜狏．

引理６　设犮∈瓗，序列｛狌狀｝满足式（６）且

犾犻犿
狀→∞
犐（狌狀）＝犮 （８）

则｛狌狀｝在犈中有界．

证明　由式（６）可得

　
１
２∫犎犎

犖
犃狊（η，狌狀） 犎犎狌狀

２犺－λ∫犎犎
犖
狌狀犺－

　　∫犎犎
犖犳（η，狌狀）犺 ≤ε狀 犺 ＋（１＋β）狌狀 犺

　　因此，犠狀＝
１
２
犃狊（η，狌狀） 犎犎狌狀

２－λ狌狀－

犳（η，狌狀）∈犈．由条件犮知 犠狀（η）狌狀（η）≥

－λ狌
２
狀（η）－犳（η，狌狀（η））狌狀（η），犪．犲．η∈犎犎

犖．

因为（－λ狌２狀－犳（η，狌狀）狌狀）∈犔
１（犎犎犖），由引

理５得 犠狀狌狀∈犔
１（犎犎 犖），且〈犠狀，狌狀〉犈，犈＝

１
２∫犎犎

犖
犃狊 （η，狌狀） 犎犎狌狀

２狌狀 －λ∫犎犎
犖
狌２狀 －

∫犎犎
犖犳（η，狌狀）狌狀，从而有　　　　　　　　　　　

∫犎犎
犖
（犃（η，狌狀） 犎犎狌狀

２
＋
１
２
犃狊（η，狌狀） 犎犎狌狀

２狌狀＋

（犫（η）－λ）狌２狀－犳（η，狌狀）狌狀） ≤ε狀 狌狀 （９）

　　由式（８）和式（９），通过简单计算可以得到

θ犐（狌狀）－γ（２．７）≤犆６（１＋狌狀）．由条件犮和条件犲，

可得

α１∫犎犎
犖 犎犎狌狀

２
＋（
θ
２
－γ）∫犎犎

犖
（犫（η）－λ）狌２狀＋

θ（γ－１）∫犎犎
犖
犉（η，狌狀）≤犆６（１＋ 狌狀 ）（１０）

故存在犕＞０，犆７（犕，λ）＞０，使得

　
θ
２
－（ ）γ∫犎犎

犖
（犫（η）－λ）狌２狀 ≥

　　
θ
２
－（ ）γ∫犎犎

犖

犫（η）

２
狌２狀－犆７∫｛ η 犎犎犖＜犕

｝
狌２狀

　　由式（１０）可得

α１∫犎犎
犖 犎犎狌狀

２
＋（
θ
４
－
γ
２
）∫犎犎

犖
（犫（η）－λ）狌２狀＋

　θ（γ－１）∫犎犎
犖
犉（η，狌狀）≤犆６（１＋ 狌狀 ）＋

　犆７ 狌狀
２
犔
２（｛ η 犎犎犖＜犕

｝） （１１）

　　由条件犲，存在犪０＞０，犫０＞０，使得

犉（η，狊）≥犪０ 狊 θ－犫０，

犪．犲．η∈｛η 犎犎
犖 ＜犕｝，狊∈瓗 （１２）

　　由式（１１）和式 （１２）有

　犿犻狀（α１，
θ
４
－
γ
２
）狌狀 ２

＋θ（γ－１）·

　　 狌狀 θ
犔θ（｛ η 犎犎犖＜犕

｝）≤犆６（１＋ 狌狀 ）＋

　　犆７ 狌狀
２
犔θ（｛ η 犎犎犖＜犕

｝）＋

　　犫０θ（γ－１）犿（｛η 犎犎
犖＜犕｝ （１３）

　　利用犢狅狌狀犵不等式得到

狌狀
２
犔θ（｛ η 犎犎犖＜犕

｝）≤犆（ε）＋ε 狌狀 θ
犔θ（｛ η 犎犎犖＜犕

｝）

在上式中选取充分小的ε，利用式（１３）有

犿犻狀（α１，
θ
４
－
γ
２
）狌狀 ２

≤犆６（１＋ 狌狀 ）＋

犆（ε）＋犫０θ（γ－１）犿（｛η 犎犎
犖 ＜犕｝）

故序列｛狌狀｝在犈中有界．

引理７　设序列｛狌狀｝由引理４给出，则存在

｛狌狀｝的子列 （仍记为｛狌狀｝）在犈中强收敛于狌．

证明　由引理４可知，在犈 中狌狀 →
弱

狌（狀→

∞），且狌是泛函犐的临界点．因此在式（７）中取测

试函数犺＝狌，有

　∫犎犎
犖
（犃（η，狌） 犎犎狌

２
＋
１
２
犃狊（η，狌） 犎犎狌

２狌＋

　　（犫（η）－λ）狌２－犳（η，狌）狌）＝０ （１４）

　　再利用引理４，有 犎犎狌狀→ 犎犎狌，犪．犲．η∈犎犎
犖，这

样利用犉犪狋狅狌引理，可以得到

　∫犎犎
犖
犃狊（η，狌） 犎犎狌

２狌≤

　　犾犻犿犻狀犳
狀→＋∞∫犎犎

犖
犃狊（η，狌狀 犎犎狌狀

２狌狀 （１５）

由于犈紧嵌入犔２（犎犎犖），故

犾犻犿
狀→＋∞∫犎犎

犖
狌２狀 ＝∫犎犎

犖
狌２ （１６）

　　由条件犳有｜犳（η，狌狀）狌狀｜≤犮０｜狌狀｜狇
＋１．又因

３１２
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犈 紧嵌入犔狇＋１（犎犎 犖），其中１≤狇＜
犙＋２
犙－２

，利用

犉犪狋狅狌引理，可以得到

犾犻犿
狀→＋∞∫犎犎

犖犳（η，狌狀）狌狀 ＝∫犎犎
犖犳（η，狌）狌 （１７）

　　由式（１４）—（１７），对式（９）取上极限得到

　犾犻犿狊狌狆
狀→＋∞∫犎犎

犖
犃（η，狌狀） 犎犎狌狀

２
＋∫犎犎

犖
犫（η）狌２狀 ≤

　　∫犎犎
犖
犃（η，狌） 犎犎狌

２
＋∫犎犎

犖
犫（η）狌２ （１８）

　　另一方面，由犔犲犫犲狊犵狌犲控制收敛定理和在犈

中狌狀 →
弱

狌，有

　犾犻犿
狀→＋∞∫犎犎

犖
犃（η，狌狀） 犎犎狌狀 犎犎狌＝

　　　∫犎犎
犖
犃（η，狌） 犎犎狌

２ （１９）

　犾犻犿
狀→＋∞∫犎犎

犖
犫（η）狌狀狌＝∫犎犎

犖
犫（η）狌２ （２０）

　犾犻犿
狀→＋∞∫犎犎

犖
犃（η，狌狀） 犎犎狌

２
＝

　　　∫犎犎
犖
犃（η，狌） 犎犎狌

２ （２１）

　　结合式（１８）—（２１），得到

　犾犻犿狊狌狆
狀→＋∞∫犎犎

犖
（犃（η，狌狀） 犎犎狌狀－ 犎犎狌

２
＋

　　犫（η）狌狀－狌 ２）≤０

因此，在犈中序列｛狌狀｝强收敛于狌．

由引理６和引理７可知，对每一个实数犮，泛函犐

满足（犆－犘－犛）犮条件．

３　定理１的证明

容易验证泛函犐是连续且为偶泛函．进一步由引

理２，对于犮∈瓗，泛函犐满足（犘犛）犮条件．

首先，证明泛函犐满足引理１的假设犪．

设犠是空间犈的有限维子空间，且狌∈犠 使得

犐（狌）≥０．于是由假设犫得到

犿犪狓（１，β）狌 ２
－λ狌

２
犔
２（犎犎

犖）－

∫犎犎
犖
犉（η，狌）≥０ （２２）

　　由条件犲和条件犳，存在犿（η）∈犔∞（犎犎犖）满足犿

（η）＞０，犪．犲．η∈犎犎犖和一个正常数犆，使得

犉（η，狊）≥犿（η）狊 θ－犆狊
２，

犪．犲．η∈犎犎
犖，且狊∈瓗

　　结合式（２２），从而有

　　　　犿犪狓（１，β）狌 ２
≥

　　　　　　∫犎犎
犖
犿（η）狌 θ－犆∫犎犎

犖
狌 ２ （２３）

　　 因 为 犠 是 空 间 犈 的 有 限 维 子 空 间，

∫犎犎
犖
犿（η）狌（ ）θ

１
θ
是犠上的范数，所以由式（２３），存

在犆１＞０，使得 狌 θ≤犆１ 狌
２．

因为θ＞２，故集合｛狌∈犠，犐（狌）≥０｝在犈上有

界，说明引理１的假设犪成立．

其次，证明泛函犐满足引理１的假设犫．

由条件犫和条件犳，对狌∈犈，有

　　　　　犐（狌）≥
犿犻狀（１，α）

２
狌 ２

－

　　　　　　
λ
２∫犎犎

犖
狌２－犆２ 狌 狆＋１ （２４）

　　若
λ

犿犻狀（１，α）
＜λ１，则由式（２４）知存在足够小的ρ＞

０和δ＞０，使得当 狌 ＝ρ时，犐（狌）≥δ＞犐（０）成立；若

λ
犿犻狀（１，α）

∈［λ犽，λ犽＋１），犽≥１．设｛狏犼｝是算子犔（狌）＝

－Δ犎犎狌＋犫（η）狌特征向量所构成的标准正交基，记

犞犽＝（狊狆犪狀｛狏１，狏２，…，狏犽｝）⊥，由式（２４）得到

犐（狌）≥
１
２
（犿犻狀（１，α）－

λ
λ犽＋１

）狌 ２
－犆３ 狌 狆＋１

从而存在ρ＞０和δ＞０，使得当狌∈犞犽，狌 ＝ρ时，

犐（狌）≥δ＞犐（０）成立．

因此，当选取犞＝犞犽时，引理１的假设犫成立．故

定理１的结论成立．

参考文献：

［１］　犃狅狌犪狅狌犻犛．犕狌犾狋犻狆犾犻犮犻狋狔狅犳狊狅犾狌狋犻狅狀狊犳狅狉狇狌犪狊犻犾犻狀犲犪狉犲犾犾犻狆狋犻犮

犲狇狌犪狋犻狅狀狊犻狀瓗
犖［犑］．犑狅狌狉狀犪犾狅犳犕犪狋犺犲犿犪狋犻犮犪犾犃狀犪犾狔狊犻狊犪狀犱

犃狆狆犾犻犮犪狋犻狅狀狊，２０１０，３７０（２）：６３９－６４８．

［２］　犌犪狕狕狅犾犪犉．犘狅狊犻狋犻狏犲狊狅犾狌狋犻狅狀狊狅犳犮狉犻狋犻犮犪犾狇狌犪狊犻犾犻狀犲犪狉犲犾犾犻狆狋犻犮

狆狉狅犫犾犲犿狊犻狀犵犲狀犲狉犪犾犱狅犿犪犻狀狊［犑］．犃犫狊狋狉犪犮狋犪狀犱犃狆狆犾犻犲犱

犃狀犪犾狔狊犻狊，１９９８，３（１／２）：６５－８４．

［３］　犛犪犾狏犪狋狅狉犲犃．犛狅犿犲犿狌犾狋犻狆犾犻犮犻狋狔狉犲狊狌犾狋狊犳狅狉犪狊狌狆犲狉犾犻狀犲犪狉

犲犾犾犻狆狋犻犮狆狉狅犫犾犲犿犻狀 瓗
犖 ［犑］．犜狅狆狅犾狅犵犻犮犪犾 犕犲狋犺狅犱狊犻狀

犖狅狀犾犻狀犲犪狉犃狀犪犾狔狊犻狊，２００３，２１：２９－３９．

［４］　赵美玲，贾高．加权犛狅犫狅犾犲狏空间中奇异拟线性椭圆方程

共振问题［犑］．上海理工大学学报，２０１２，３４（６）：５９８－６０３．

［５］　刘向平，章国庆．带非线性边界的狆犔犪狆犾犪犮犻犪狀问题的多

重解［犑］．上海理工大学学报，２０１３，３５（５）：４４９－４５１．

［６］　犌犪狉狅犳犪犾狅犖，犔犪狀犮狅狀犲犾犾犻犈．犈狓犻狊狋犲狀犮犲犪狀犱狀狅狀犲狓犻狊狋犲狀犮犲狉犲狊狌犾狋狊

犳狅狉狊犲犿犻犾犻狀犲犪狉犲狇狌犪狋犻狅狀狊狅狀狋犺犲犎犲犻狊犲狀犫犲狉犵犵狉狅狌狆［犑］．

犐狀犱犻犪狀犪犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔犕犪狋犺犲犿犪狋犻犮犪犾犑狅狌狉狀犪犾，１９９２，４１（１）：

７１－９８．

［７］　犖犻狌犘犆．犖狅狀犲狓犻狊狋犲狀犮犲犳狅狉狊犲犿犻犾犻狀犲犪狉犲狇狌犪狋犻狅狀狊犪狀犱狊狔狊狋犲犿狊

犻狀狋犺犲犎犲犻狊犲狀犫犲狉犵犵狉狅狌狆［犑］．犑狅狌狉狀犪犾狅犳犕犪狋犺犲犿犪狋犻犮犪犾

犃狀犪犾狔狊犻狊犪狀犱犃狆狆犾犻犮犪狋犻狅狀狊，１９９９，２４０（１）：４７５９．

（下转第２３７页）

４１２



　第３期 张盈文，等：污泥燃烧过程中犖犗狓 排放特性的实验研究 　

［７］　侯海盟，李诗媛，吕清刚，等．城市干化污泥循环流化

床燃烧过程中犖犗和犖２犗的排放特性［犑］．工程热物

理学报，２０１２，３３（１２）：２１９７－２２０１．

［８］　郭熙，张守玉，董爱霞，等．高温烟气中单颗粒褐煤干

燥特性实验研究［犑］．上海理工大学学报，２０１４，３６

（６）：５１６－５２１．

［９］　刘亮．污泥燃烧热解特性及其焚烧技术［犕］．长沙：中

南大学出版社，２００６：１６０－１７０．

［１０］　钟北京，傅维标．乳化重油含水量对锅炉犖犗狓 和犛犗２排

放的影响［犑］．燃烧科学与技术，１９９８，４（４）：３３３－３４１．

［１１］　犕犪犺犿狅狌犱犻犛，犅犪犲狔犲狀狊犑，犛犲狏犻犾犾犲犑犘 犓，犲狋犪犾．犖犗狓

犳狅狉犿犪狋犻狅狀犪狀犱狊犲犾犲犮狋犻狏犲狀狅狀犮犪狋犪犾狔狋犻犮狉犲犱狌犮狋犻狅狀（犛犖犆犚）犻狀

犪犳犾狌犻犱犻狕犲犱犫犲犱犮狅犿犫狌狊狋狅狉狅犳犫犻狅犿犪狊狊［犑］．犅犻狅犿犪狊狊犪狀犱

犅犻狅犲狀犲狉犵狔，２０１０，３４（９）：１３９３－１４０９．

［１２］　犕犪犾犾犲狉犑，犕狌狀犽犅，犆狉犻犾犾犲狊犲狀犓，犲狋犪犾．犔犻犳犲犮狔犮犾犲犪狊狊犲狊狊犿犲狀狋

狅犳狊犲犾犲犮狋犻狏犲狀狅狀犮犪狋犪犾狔狋犻犮狉犲犱狌犮狋犻狅狀（犛犖犆犚）狅犳狀犻狋狉狅狌狊

狅狓犻犱犲狊犻狀犪犳狌犾犾狊犮犪犾犲犿狌狀犻犮犻狆犪犾狊狅犾犻犱狑犪狊狋犲犻狀犮犻狀犲狉犪狋狅狉［犑］．

犠犪狊狋犲犕犪狀犪犵犲犿犲狀狋，２０１１，３１（６）：１１８４－１１９３．

［１３］　侯祥松，李金平，张海，等．石灰石脱硫对循环流化床

中犖犗狓 生成和排放的影响［犑］．电站系统工程，２００５，

２１（１）：５－１６．

［１４］　熊志波，韩奎华，高攀，等．褐煤再燃／先进再燃脱硝特

性［犑］．煤炭学报，２０１１，３６（９）：１５４４－１５４８．

［１５］　犓犺犪狀犜，犔犲犲犢犢，犅狉狅狑狀犚犃，犲狋犪犾．犎狅犿狅犵犲狀犲狅狌狊

狆犺犪狊犲犳狅狉犿犪狋犻狅狀 狅犳 狀犻狋狉狅狌狊 狅狓犻犱犲 犳狉狅犿 犺狔犱狉狅犵犲狀

犮狔犪狀犻犱犲犻狀犪犮犻狉犮狌犾犪狋犻狀犵犳犾狌犻犱犻狕犲犱犫犲犱犮狅犿犫狌狊狋狅狉［犆］∥

１２狋犺　犐狀狋犲狉狀犪狋犻狅狀犪犾 犆狅狀犳犲狉犲狀犮犲 狅狀 犉犾狌犻犱犻狕犲犱 犅犲犱

犆狅犿犫狌狊狋犻狅狀．犛犪狀犇犻犲犵狅：犃犛犕犈，１９９３：４４１－４４６．

［１６］　朱葛，赵长遂，林良生，等．石化污泥与煤流化床混烧

犖犗狓 的排放特性［犑］．电站系统工程，２００８，２４（４）：

２２－２４．

（编辑：石　瑛

櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅櫅

）

（上接第２１４页）

［８］　犛狇狌犪狊狊犻狀犪犕．犈狓犻狊狋犲狀犮犲 狅犳 犿狌犾狋犻狆犾犲 狊狅犾狌狋犻狅狀狊犳狅狉

狇狌犪狊犻犾犻狀犲犪狉犱犻犪犵狅狀犪犾犲犾犾犻狆狋犻犮狊狔狊狋犲犿狊［犑］．犈犾犲犮狋狉狅狀犻犮

犑狅狌狉狀犪犾狅犳犇犻犳犳犲狉犲狀狋犻犪犾犈狇狌犪狋犻狅狀狊，１９９９（１４）：１１２．

［９］　犅狉犲狕犻狊犎，犅狉狅狑犱犲狉犉犈．犛狌狉狌狀犲狆狉狅狆狉犻犪狋犪犱犲狊犲狊狆犪犮犲狊

犱犲 犛狅犫狅犾犲狏［犑］．犆狅犿狆狋犲狊 犚犲狀犱狌狊 犕犪狋犺é犿犪狋犻狇狌犲

犃犮犪犱é犿犻犲犱犲狊犛犮犻犲狀犮犲狊犘犪狉犻狊犃犅，１９７８，２８７（１）：

１１３１１５．

［１０］　犆犪狀犻狀狅犃．犕狌犾狋犻狆犾犻犮犻狋狔狅犳狊狅犾狌狋犻狅狀狊犳狅狉狇狌犪狊犻犾犻狀犲犪狉

犲犾犾犻狆狋犻犮 犲狇狌犪狋犻狅狀狊 ［犑］．犜狅狆狅犾狅犵犻犮犪犾 犕犲狋犺狅犱狊 犻狀

犖狅狀犾犻狀犲犪狉犃狀犪犾狔狊犻狊，１９９５，６（２）：３５７３７０．

［１１］　犇狅狌犻犽犎．犞犪狉犻犪狋犻狅狀犪犾犿犲狋犺狅犱狊犻狀狀狅狀狊犿狅狅狋犺犪狀犪犾狔狊犻狊

犪狀犱狇狌犪狊犻犾犻狀犲犪狉犲狇狌犪狋犻狅狀狊［犇］．犌犲狉犿犪狀狔，犖狅狉狋犺犚犺犻狀犲

犠犲狊狋狆犺犪犾犻犪：犃犪犮犺犲狀犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，２００３．

［１２］　犔犪犱狔犪犲狀狊犽犪狔犪犗犃，犝狉犪犾犮犲狏犪 犖 犖．犔犻狀犲犪狉 犪狀犱

狇狌犪狊犻犾犻狀犲犪狉犲犾犾犻狆狋犻犮犲狇狌犪狋犻狅狀狊［犕］．犖犲狑犢狅狉犽：犃犮犪犱犲犿犻犮

犘狉犲狊狊，１９６８．

［１３］　犚犪犫犻狀狅狑狋狋狕犘犎．犕犻狀犻犿犪狓 犿犲狋犺狅犱狊犻狀犮狉犻狋犻犮犪犾狆狅犻狀狋

狋犺犲狅狉狔狑犻狋犺犪狆狆犾犻犮犪狋犻狅狀狊狋狅犱犻犳犳犲狉犲狀狋犻犪犾犲狇狌犪狋犻狅狀狊［犕］．

犘狉狅狏犻犱犲狀犮犲：犃犿犲狉犻犮犪狀犕犪狋犺犲犿犪狋犻犮犪犾犛狅犮犻犲狋狔，１９８６．

（编辑：董　伟）

７３２


