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一类特殊幂零李代数的结构

胡建华，　赵卫萍
（上海理工大学 理学院，上海　２０００９３）

摘要：鉴于幂零李代数的结构和表示在李理论中有着重要的地位，主要讨论复数域上一类特殊的６

维带参数ε的幂零李代数的代数结构．首先，在同构意义下，利用同构的定义及性质，通过大量的推

导计算，确定了此类幂零李代数的自同构群同构于６阶矩阵乘法群；其次，探讨了这类幂零李代数

的犆犲狀狋狉狅犻犱代数的基本性质，给出了犆犲狀狋狉狅犻犱代数的矩阵表示，同时得出这类幂零李代数的

犆犲狀狋狉狅犻犱代数是一个６维幂零李代数；最后，给出了该类幂零李代数的δ－导子的矩阵表示．特别

当δ为１时，探讨了该类幂零李代数的导子代数的结构，得出导子代数是１０维李代数，外导子代数

是５维李代数．
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　　幂零李代数是李理论中一类重要的李代数，其

结构和表示在李理论中有着重要的地位．幂零李代

数因其结构的复杂性还有很多问题尚未解决，受到

许多学者的关注，低维幂零李代数成为学者们探索的

对象．犛犮犺狀犲犻犱犲狉
［１］通过确定基的方法给出了低维幂零李

代数的分类；犌狉犪犪犳
［２］利用中心扩张的方法给出了特征

不为２的小于等于６维的幂零李代数的分类；杨恒云

等［３］确定了二上同调群的结构．本文在此基础上，研究

复数域上一类６维带参数的幂零李代数的代数结构．

１　概　念

定义１
［４］
　设犔是域犉上的向量空间，在犔中

定义了一个李括号积（记为［·，·］），对狓，狔∈犔，

有［狓，狔］∈犔，且以下三个条件成立，称犔为域犉上

的一个李代数．

犪．李括号积是双线性的；

犫．［狓，狓］＝０，狓∈犔；

犮．［狓，［狔，狕］］＋［狔，［狕，狓］］＋［狕，［狓，狔］］＝

０，狓，狔，狕∈犔（犑犪犮狅犫犻等式）．

由条件犫易得，当犆犺犪狉犉≠２时，有［狓，狔］＝

－［狔，狓］，狓，狔∈犔．

例１
［５］
　对结合代数犃，犪，犫∈犃，定义运算

［犪，犫］＝犪犫－犫犪，则犃构成一个李代数．

定义２
［６］
　设犔是域犉上的李代数，｛犔犻｝（犻≥

０）为犔的降中心列．若存在自然数狀∈瓔，使得

犔狀＝｛０｝，则称犔为幂零李代数．

采用文献［２］的记号，犔６，２１（ε）表示复数域瓘上

这样一个６维李代数，其基为｛狓１，狓２，…，狓６｝，其李

括号积为

［狓１，狓２］＝狓３，［狓１，狓３］＝狓４，［狓２，狓３］＝狓５，

［狓１，狓４］＝狓６，［狓２，狓５］＝ε狓６

其余的李括号积［狓犻，狓犼］＝０．这是一个带参数ε∈

瓘的幂零李代数，且犔５＝｛０｝，狓６是中心元，并且由

文献［２］知，对参数η∈瓘，犔６，２１（ε）犔６，２１（η），当且

仅当存在α∈瓘，使得η＝α２ε．本文将刻画复数域

上李代数犔６，２１（ε）的自同构群、犆犲狀狋狉狅犻犱代数、导子

代数以及δ－导子．

２　自同构群

定义３
［４，７］
　设犔是复数域瓘上的李代数，若线

性变换：犔→犔满足

（［狓，狔］）＝［（狓），（狔）］，狓，狔∈犔

则称是犔的同态映射，犔的所有同态映射的集合

记为犈狀犱（犔）．若是可逆线性变换，则称是犔的

自同构映射，犔的所有自同构映射构成一个群，称为

犔的自同构群，记作犃狌狋犔．

定理１　李代数犔６，２１（ε）的自同构群犃狌狋犔６，２１（ε）

同构于６阶矩阵乘法群

犌１＝ 犃＝

犪１１犪１２ ０ ０ ０ ０

犪２１犪２２ ０ ０ ０ ０

犪３１犪３２ 狋 ０ ０ ０

犪４１犪４２ 犪１１犪３２－犪３１犪１２ 犪１１狋 犪１２狋 ０

犪５１犪５２ 犪２１犪３２－犪３１犪２２ 犪２１狋 犪２２狋 ０

犪６１犪６２ （犪１１犪４２－犪４１犪１２）＋（犪２１犪５２－犪５１犪２２）ε犪１１犪４３＋犪２１犪５３ε犪１２犪４３＋犪２２犪５３ε狋（犪２１１＋犪２２１ε

烄

烆

烌

烎

烅

烄

烆

烍

烌

烎）

式中，犪犻犼是任意的复数；狋＝犪１１犪２２－犪１２犪２１≠０，

ε犪
２
１１＋犪

２
２１ε

２＝犪２１２＋犪
２
２２ε，犪１２犪１１＋犪２２犪２１ε＝０．

证明　任取∈犃狌狋犔６，２１（ε），（狓犻）∈犔，犻＝

１，２，…，６，令

（狓犻）＝∑
６

犼＝１

犪犼犻狓犼，犻＝１，２，…，６，犪犼犻∈瓘
［８］

　　记犃＝ 犪犻（ ）犼 ６×６，即犃为在基｛狓１，狓２，…，狓６｝

下的矩阵．由于是自同构，从而犃是可逆矩阵
［９］．

下面 逐 步 计 算 得 出 犃 的 一 般 表 达 式．由

（［狓１，狓２］）＝（狓３）＝［（狓１），（狓２）］，有

　∑
６

犼＝１

犪犼３狓犼＝ ∑
６

犼＝１

犪犼１狓犼，∑
６

犼＝１

犪犼２狓［ ］犼 ＝

　　（犪１１犪２２－犪２１犪１２）狓３＋（犪１１犪３２－犪３１犪１２）狓４＋

　　（犪２１犪３２－犪３１犪２２）狓５＋（犪１１犪４２－犪４１犪１２＋

　　犪２１犪５２ε－犪５１犪２２ε）狓６

得

犪１３＝犪２３＝０

犪３３＝犪１１犪２２－犪２１犪１２

犪４３＝犪１１犪３２－犪３１犪１２

犪５３＝犪２１犪３２－犪３１犪２２

犪６３＝（犪１１犪４２－犪４１犪１２）＋（犪２１犪５２－犪５１犪２２）ε

　　类似地，分别将作用于［狓１，狓３］＝狓４，［狓２，

狓３］＝狓５，［狓１，狓４］＝狓６的两边，得到

　犪１４＝犪２４＝犪３４＝犪１５＝犪２５＝犪３５＝

　　　　犪１６＝犪２６＝犪３６＝犪４６＝犪５６＝０

６１２
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　犪４４＝犪１１（犪１１犪２２－犪２１犪１２）

　犪５４＝犪２１（犪１１犪２２－犪２１犪１２）

　犪６４＝犪１１犪４３＋犪２１犪５３ε

　犪４５＝犪１２（犪１１犪２２－犪２１犪１２）

　犪５５＝犪２２（犪１１犪２２－犪２１犪１２）

　犪６５＝犪１２犪４３＋犪２２犪５３ε

　犪６６＝（犪１１犪２２－犪２１犪１２）（犪２１１＋犪２２１ε）

由于 是可逆的，知犪３３＝犪１１犪２２－犪２１犪１２≠０，

犪６６≠０．再将作用于［狓２，狓５］＝ε狓６ 的两边，得

ε犪６６＝（犪１１犪２２－犪２１犪１２）（犪２１２＋犪２２２ε），从而ε犪２１１＋

犪２２１ε
２＝犪２１２＋犪

２
２２ε．将分别作用于［狓１，狓５］＝０，

［狓２，狓４］＝０的两边，得犪１２犪１１＋犪２２犪２１ε＝０．令狋＝

犪１１犪２２－犪２１犪１２，定理得证．

３　犆犲狀狋狉狅犻犱代数

定义４
［４，１０］
　设犔是复数域瓘上的李代数，若

线性变换σ∈犈狀犱（犔）且

σ（［狓，狔］）＝［狓，σ（狔）］，狓，狔∈犔

则称变换σ是犔的犆犲狀狋狉狅犻犱．犔上所有犆犲狀狋狉狅犻犱的

集合记为犆犲狀狋（犔）．

性质１　对σ∈犆犲狀狋（犔），恒有［狓，σ（狔）］＝

［σ（狓），狔］．

证明　由σ（［狓，狔］）＝［狓，σ（狔）］＝［σ（狓），

σ（狔）］，σ（［狔，狓］）＝［狔，σ（狓）］＝［σ（狔），σ（狓）］，又

［狓，狔］＝－［狔，狓］，所以［狓，σ（狔）］＝－［狔，σ（狓）］，

从而［狓，σ（狔）］＝［σ（狓），狔］．

性质２
［１１］
　设犔是复数域瓘上的李代数，则

犆犲狀狋（犔）是李代数．

证明　σ１，σ２∈犆犲狀狋（犔），定义李括号［σ１，

σ２］＝σ１σ２－σ２σ１．只需证［σ１，σ２］∈犆犲狀狋（犔）．显然

［σ１，σ２］∈犈狀犱（犔）．又因为狓，狔∈犔

［σ１，σ２］（［狓，狔］）＝（σ１σ２－σ２σ１）（［狓，狔］）＝

　σ１（［狓，σ２狔］）－σ２（［狓，σ１狔］）＝

　［狓，σ１σ２狔］－［狓，σ２σ１狔］＝

　［狓，σ１σ２狔－σ２σ１狔］＝［狓，［σ１，σ２］（狔）］

故犆犲狀狋（犔）是一个李代数．

记犈表示６阶单位矩阵，犈犻犼表示第犻行第犼列

的元素为１，其余元素均为０的６阶矩阵．

定理２　李代数犆犲狀狋（犔６，２１（ε））同构于６阶矩

阵代数

犕＝瓘犈!瓘犈４１!瓘（犈５１－ε犈４２－ε犈６３）

!瓘犈５２!瓘犈６１!瓘犈６２

　　证明　任取σ∈犆犲狀狋（犔６，２１（ε）），σ（狓犻）∈犔，

犻＝１，２，…，６．令

σ（狓犻）＝∑
６

犼＝１

犫犼犻狓犼，犻＝１，２，…，６，犫犼犻∈瓘

　　记犅＝ 犫犻（ ）犼 ６×６，即犅为σ在基｛狓１，狓２，…，狓６｝

下的矩阵．因为σ∈犈狀犱（犔），则除了可逆性之外，犅

与犃有相同的其它性质．又由σ（［狓１，狓２］）＝［狓１，

σ（狓２）］＝σ（狓３），得到

犫１３＝犫２３＝犫５３＝０

犫２２＝犫３３，犫３２＝犫４３，犫４２＝犫６３

　　分别将σ作用于［狓１，狓３］＝狓４，［狓２，狓３］＝狓５，

［狓１，狓４］＝狓６，［狓２，狓５］＝ε狓６的两边，得到

犫１４＝犫２４＝犫３４＝犫１５＝犫２５＝犫３５＝

犫１６＝犫２６＝犫３６＝犫４６＝犫５６＝０

犫５４＝犫４５＝犫６５＝０

犫６４＝犫４３＝犫３２

犫２２＝犫４４＝犫３３＝犫６６＝犫５５

　　同理，利用σ（［狓，狔］）＝［σ（狓），狔］，将σ分别

作用于［狓１，狓２］＝狓３，［狓１，狓３］＝狓４，［狓２，狓３］＝狓５，

［狓１，狓４］＝狓６，［狓２，狓５］＝ε狓６的两边，得到

犫１２＝犫２１＝犫３１＝犫４３＝０

犫４２＝犫６３＝－ε犫５１

犫１１＝犫２２＝犫４４＝犫３３＝犫６６＝犫５５

　　综上所述，有

犅＝

犫１１ ０ ０ ０ ０ ０

０ 犫１１ ０ ０ ０ ０

０ ０ 犫１１ ０ ０ ０

犫４１ －ε犫５１ ０ 犫１１ ０ ０

犫５１ 犫５２ ０ ０ 犫１１ ０

犫６１ 犫６２ －ε犫５１ ０ ０ 犫

烄

烆

烌

烎１１

＝

　犫１１犈＋犫４１犈４１＋犫５１（犈５１－ε犈４２－ε犈６３）＋

　犫５２犈５２＋犫６１犈６１＋犫６２犈６２

式中，犫犻犼是任意的复数
［１２］，定理得证．

推论１　李代数犆犲狀狋（犔６，２１（ε））是幂零李代数，

且其维数是６．

证明　由定理２可知，犆犲狀狋（犔６，２１（ε））同构于矩

阵代数犕，而犕由对角线元素全相等的下三角矩阵

生成，从而犕是幂零的，故犆犲狀狋（犔６，２１（ε））是幂零的

且维数等于犕的维数，为６．

４　δ－导子

定义５
［６］
　设犔是域瓘上的李代数，若线性变

换犇：犔→犔，满足

７１２
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犇（［狓，狔］）＝［犇（狓），狔］＋［狓，犇（狔）］，狓，狔∈犔

则称犇为犔的导子，犔的所有导子所成的集合记为

犇犲狉（犔）．

性质３
［６］
　设犔是域瓘上的李代数，犇犲狉（犔）是

一个李代数．

由文献［４］，对 狓∈犔，伴随算子 犪犱狓∈

犇犲狉（犔），称为犔的内导子．犔的所有内导子的集合

记为犃犱（犔），构成犔的内导子代数．商代数犇犲狉（犔）／

犃犱（犔）称为外导子代数．

定义６
［１３］
　设犔是域瓘上的李代数，δ∈瓘为

任意不为零的数，若线性变换犇：犔→犔，满足

犇（［狓，狔］）＝δ［犇（狓），狔］＋δ［狓，犇（狔）］，

狓，狔∈犔

则称犇为犔的δ－导子．犔的所有δ－导子所成的集合

记为犇犲狉δ（犔）．显然
［１４］，李代数犔的导子是１－导子；

犔的犆犲狀狋狉狅犻犱是
１
２
－导子；当δ＝－１时称为反导子．

定理３　对任意犇∈犇犲狉δ（犔６，２１（ε）），则犇在基

｛狓１，狓２，…，狓６｝下的矩阵为犇δ，其中

犪．当δ≠１且δ≠－１时，为

犇δ＝

犮１１ ０ ０ ０ ０ ０

０ 犮１１ ０ ０ ０ ０

犮３１ 犮３２ 　　２δ犮１１ ０ ０ ０

犮４１ 犮４２ 　δ犮３２ （δ＋２δ２）犮１１ ０ ０

犮５１ 犮５２ －δ犮３１ ０ （δ＋２δ２）犮１１ ０

犮６１ 犮６２ δ（犮４２－犮５１ε） δ
２犮３２ －δ

２犮３１ （δ＋δ２＋２δ３）犮

烄

烆

烌

烎１１

　　犫．当δ＝１时，为

犇１＝

犮１１ －ε犮２１ ０ ０ ０ ０

犮２１ 犮１１ ０ ０ ０ ０

犮３１ 犮３２ 　２犮１１ ０ ０ ０

犮４１ 犮４２ 犮３２ ３犮１１ －ε犮２１ ０

犮５１ 犮５２ －犮３１ 犮２１ ３犮１１ ０

犮６１ 犮６２ 犮４２－犮５１ε 犮３２ －犮３１ε ４犮

烄

烆

烌

烎１１

　　犮．当δ＝－１时，为

犇－１＝

犮１１ ε犮２１ ０ ０ ０ ０

犮２１ 犮２２ ０ ０ ０ ０

犮３１ 犮３２ －犮１１－犮２２ ０ ０ ０

犮４１ 犮４２ －犮３２　 犮２２ －ε犮２１ ０

犮５１ 犮５２ 犮３１ －犮２１ 犮１１ ０

犮６１ 犮６２ 犮５１ε－犮４２ 犮３２ －犮３１ －犮１１－犮

烄

烆

烌

烎２２

　　证明　任取犇∈犇犲狉δ（犔６，２１（ε）），令犇（狓犻）＝

∑
６

犼＝１

犮犼犻狓犼，犻＝１，２，…，６，犮犼犻∈瓘，由犇（［狓１，狓２］）＝

δ［犇（狓１），狓２］＋δ［狓１，犇（狓２）］＝犇（狓３），可以得到

犮１３＝犮２３＝０，犮３３＝δ（犮１１＋犮２２）

犮４３＝δ犮３２，犮５３＝－δ犮３１

犮６３＝δ（犮４２－犮５１ε）

　　将犇分别作用于［狓１，狓３］＝狓４，［狓２，狓３］＝狓５，

［狓１，狓４］＝狓６的两边，得到

　犮１４＝犮２４＝犮３４＝犮１５＝犮２５＝犮３５＝犮１６＝

犮２６＝犮３６＝犮４６＝犮５６＝０

　犮４４＝（δ＋δ２）犮１１＋δ２犮２２，犮５４＝δ犮２１

　犮６４＝δ
２犮３２，犮４５＝δ犮１２，犮５５＝（δ＋δ２）犮２２＋δ２犮１１

　犮６５＝－δ
２
ε犮３１，犮６６＝（δ＋δ２＋δ３）犮１１＋δ３犮２２

而将犇作用于［狓２，狓５］＝ε狓６的两边，得到

犮６６＝（δ＋δ２＋δ３）犮２２＋δ３犮１１

从而可以得到δ（１＋δ）（犮１１－犮２２）＝０，即有δ＝

－１，或犮１１＝犮２２．

将犇分别作用于［狓１，狓５］＝０，［狓２，狓４］＝０的

两边，得到

ε犮２１＋δ犮１２＝０，δε犮２１＋犮１２＝０

这样若δ≠±１，有犮２１＝犮１２＝０；若δ＝１，有犮１２＝

－ε犮２１；若δ＝－１，有犮１２＝ε犮２１．

下面分情况讨论［１５］．

犪．当δ≠１且δ≠－１时，犮１１＝犮２２，犮２１＝犮１２＝

０，于是得到犇δ；

犫．当δ＝１时，犮１１＝犮２２，犮１２＝－ε犮２１，得到犇１；

犮．当δ＝－１时，犮１２＝ε犮２１，得到犇－１．

对伴随算子犪犱狓犻∈犇犲狉（犔６，２１（ε）），记其在基

｛狓１，狓２，…，狓６｝下的矩阵为犉犻，犻＝１，２，…，６．

经计算

犉１＝犈３２＋犈４３＋犈６４

犉２＝－犈３１＋犈５３＋ε犈６５

犉３＝－犈４１－犈５２，犉４＝－犈６１

犉５＝－ε犈６２，犉６＝０

　　记犺犻：犔→犔，犻＝１，２，…，５表示这样的线性变

换，其在基｛狓１，狓２，…，狓６｝下的矩阵分别为

犎１＝犈１１＋犈２２＋２犈３３＋３犈４４＋３犈５５＋４犈６６

犎２＝犈２１－ε犈１２－ε犈４５＋犈５４

犎３＝犈４２＋犈６３，犎４＝犈５１－ε犈６３，犎５＝犈５２

８１２
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由定义５知，犺犻∈犇犲狉（犔６，２１（ε）），犻＝１，２，…，５．

定理４　李代数犔６，２１（ε）的导子代数

Ｄｅｒ（犔６，２１（ε））＝ !

５

犼＝１
瓘犺犼!!

５

犻＝１
瓘犪犱狓犻

　　证明　由定理３知

犇１－犮３２犉１＋犮３１犉２＋犮４１犉３＋犮６１犉４＋
１
ε
犮６２犉５＝

犮１１ －ε犮２１ ０ ０ ０ ０

＼犮２１ 犮１１ ０ ０ ０ ０

０ ０ ２犮１１ ０ ０ ０

０ 犮４２ ０ ３犮１１ －ε犮２１ ０

犮５１ 犮５２－犮４１ ０ 犮２１ 　３犮１１ ０

０ ０ 犮４２－犮５１ε ０ ０ ４犮

烄

烆

烌

烎１１

＝

犮１１犎１＋犮２１犎２＋犮４２犎３＋犮５１犎４＋（犮５２－犮４１）犎５

从而

犇１＝犮１１犎１＋犮２１犎２＋犮４２犎３＋犮５１犎４＋（犮５２－犮４１）犎５＋

犮３２犉１－犮３１犉２－犮４１犉３－犮６１犉４－
１
ε
犮６２犉５

由犮犻犼的任意性，定理得证．

推论２　李代数犔＝犔６，２１（ε）的外导子代数的维

数犱犻犿（犇犲狉（犔）／犃犱（犔））＝５．
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犪犾犵犲犫狉犪狊 犵狉犪犱犲犱 犫狔 犳犻狀犻狋犲 狉狅狅狋 狊狔狊狋犲犿 ［犑］．

犕犪狋犺犲犿犪狋犻狊犮犺犲犃狀狀犪犾犲狀，２０００，３１６（３）：４９９－５２７．

［１１］　犆犻犮犪犾ò犛，犱犲犌狉犪犪犳犠犃，犛犮犺狀犲犻犱犲狉犆．犛犻狓犱犻犿犲狀狊犻狅狀犪犾

狀犻犾狆狅狋犲狀狋犔犻犲犪犾犵犲犫狉犪狊［犑］．犔犻狀犲犪狉犃犾犵犲犫狉犪犪狀犱犻狋狊

犃狆狆犾犻犮犪狋犻狅狀狊，２０１２，４３６（１）：１６３－１８９．

［１２］　许成苏，胡建华．四阶双曲型犓犪犮犕狅狅犱狔代数的极小

虚根［犑］．上海理工大学学报，２０１３，３５（６）：５３１－５３５．

［１３］　犣狌狊犿犪狀狅狏犻犮犺犘．犗狀δ犱犲狉犻狏犪狋犻狅狀狅犳犔犻犲犪犾犵犲犫狉犪狊犪狀犱

狊狌狆犲狉犪犾犵犲犫狉犪狊［犑］．犑狅狌狉狀犪犾狅犳犃犾犵犲犫狉犪，２０１０，３２４：

３４７０－３４８６．

［１４］　犔犲犵犲狉犌犉，犔狌犽狊犈．犗狀犱犲狉犻狏犪狋犻狅狀狊犪狀犱犺狅犾狅犿狅狉狆犺狊狅犳

狀犻犾狆狅狋犲狀狋犔犻犲犪犾犵犲犫狉犪狊［犑］．犖犪犵狅狔犪 犕犪狋犺犲犿犪狋犻犮犪犾

犑狅狌狉狀犪犾，１９７１，４４：３９－５０．

［１５］　犛犽犼犲犾犫狉犲犱犜，犛狌狀犱犜．犛狌狉犾犪犮犾犪狊狊犻犳犻犮犪狋犻狅狀犱犲狊犪犾犵è犫狉犲狊

犱犲犔犻犲狀犻犾狆狅狋犲狀狋犲狊［犑］．犃犮犪犱犲犿狔犱犲狊犛犮犻犲狀犮犲犘犪狉犻狊

犛犲狉犻犲狊，１９７８，２８６（５）：１－２．

（编辑：董　伟）
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