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非线性优化问题的光滑化序列二次规划方法
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摘要：为了获得序列二次规划方法的全局收敛性，通常需要借助一个罚函数，但常用的罚函数由于

具有不可微性从而给计算带来一定的困难，拉格朗日函数虽然可以克服此困难，但其形式较为复

杂，为解决该问题，给出了一类光滑化罚函数．基于一类双曲余弦型光滑化罚函数，提出了等式约束

优化问题的一个光滑化序列二次规划方法．该光滑化函数具有良好的连续、可微性和凸性质，在适

当条件下，获得了算法的全局收敛性，并给出数值测试说明了算法的有效性．
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１　问题的提出

考虑非线性优化问题

犿犻狀
狓∈犚

狀
　犳（ ）狓

狊．狋．　犵（ ）狓 ＝０

（１）

其中，狓∈犚狀，犳：犚
狀
→犚，犵：犚

狀
→犚

犿 是连续可微

函数．

此类问题广泛应用于随机规划、最优控制以及

半无限规划和原始分解算法中［１－３］，在过去的几十

年里，人们已经提出了许多数值方法来解决这一问

题．其中，序列二次规划法（狊犲狇狌犲狀狋犻犪犾狇狌犪犱狉犪狋犻犮

狆狉狅犵狉犪犿犿犻狀犵，犛犙犘）是使用最广泛的方法之一，这类

算法具有良好的全局收敛性，得到最优解时需要的

迭代次数也较少．该方法由犠犻犾狊狅狀
［４］最早针对凸优

化问题提出，并由犅犻犵犵狊
［５］，犎犪狀

［６］和犘狅狑犲犾犾
［７－８］等推

广到一般问题，有关综述报告可参见文献［９］．

由与问题（１）相关的犛犙犘理论可知，可以通过

迭代公式

狓犽＋１＝狓犽＋λ犽犱犽 （２）

来产生出收敛到问题（１）的犓犪狉狌狊犺－犓狌犺狀－犜狌犮犽犲狉

（犓犓犜）点的点列．其中，λ犽 是由某些线搜索方法获

得的，用来降低评价函数的函数值的步长，犱犽 是二

次规划问题

犿犻狀
犱∈犚

狀
　 犳狓（ ）犽 犜犱＋

１
２
犱犜犅犽犱

狊．狋．　犵狓（ ）犽 ＋ 犵狓（ ）犽犱＝０ （３）

的解．犅犽 是目标函数的拉格朗日函数的近似

犎犲狊狊犲狀矩阵，通常由拟牛顿法获得．

在犛犙犘理论中，最常使用的评价函数是不可微

精确罚函数

Ψ 狓，（ ）α ＝犳（ ）狓 ＋α∑
犿

犻＝１

犵犻（ ）狓

因为函数Ψ 狓，（ ）α 的不可微性，从而给计算带来一

定的困难．为克服此困难，通常可用光滑的罚函数作

为其评价函数［１０］．本文使用逼近光滑罚函数
［１０－１１］

Φ（狓，α，μ）＝犳（狓）＋α∑
犿

犻＝１

１
μ
［犾狀２＋

犾狀（１＋犮狅狊犺（μ犵犻（狓）））］

来作为犛犙犘算法的评价函数．其中，Φ（狓，α，μ）是

逼近于Ψ 狓，（ ）α 的，并且是连续可微的．文献［１１］

中的数值试验显示，该光滑罚函数的性态良好．

２　光滑化犛犙犘算法

使用逼近光滑罚函数

Φ（狓，α，μ）＝犳（狓）＋α∑
犿

犻＝１

１
μ
［犾狀２＋

犾狀（１＋犮狅狊犺（μ犵犻（狓）））］ （４）

作为犛犙犘算法的评价函数．首先给出函数Φ（狓，α，μ）

的性质．

引理１　函数Φ（狓，α，μ）的性质
［１１］

犪．对任意固定的μ，若犳（ ）狓 ，犵犻（ ）狓 是犽阶连

续可微的，犻＝１，２，…，犿，则Φ（狓，α，μ）也是犽阶

连续可微的．若犳（ ）狓 ，犵犻（ ）狓 是两阶连续可微的，

则有

狓Φ（狓，α，μ）＝ 狓犳（狓）＋

α∑
犿

犻＝１

狊犻狀犺（μ犵犻（狓））

１＋犮狅狊犺（μ犵犻（狓））
狓犵犻（狓）

和

　
２
狓狓Φ（狓，α，μ）＝ ２

狓狓犳（狓）＋

αμ∑
犿

犻＝１

１
１＋犮狅狊犺（μ犵犻（狓））

狓犵犻（狓） 狓犵犻（狓）
犜
＋

α∑
犿

犻＝１

狊犻狀犺（μ犵犻（狓））

１＋犮狅狊犺（μ犵犻（狓））
２
狓狓犵犻（狓）

　　犫．若犳（ ）狓 ，犵犻（ ）狓 是凸的，犻＝１，２，…，犿，则

Φ（狓，α，μ）也是凸的．

犮．Φ（狓，α，μ）＞Ψ（狓，α），狓∈犚狀．

犱．狊狌狆
狓∈犚

狀

（Φ（狓，α，μ）－Ψ（狓，α））≤
犿α
μ
犾狀４．

犲．犾犻犿
μ→＋∞

Φ（狓，α，μ）＝Ψ（狓，α）．

犳．若μ１＜μ２，则Φ（狓，α，μ１）＞Φ（狓，α，μ２），

狓∈犚
狀．

现在考虑犛犙犘算法的迭代公式

狓犽＋１＝狓犽＋λ犽犱犽

其中，犱犽是下列二次子问题的解

犿犻狀
犱∈犚

狀
　
１
２
犱犜犅犽犱＋ 犳狓（ ）犽 Ｔ犱

狊．狋．　 犵狓（ ）犽犱＋犵狓（ ）犽 ＝０

（５）

式中，犅犽 是狀×狀对称正定矩阵．

本文中总是假定子问题（５）是可行的．在这种假

设下，如果犅犽 是正定矩阵，那么，子问题（５）有唯一

解犱犽，并且犱犽 是子问题（５）的解当且仅当存在拉格

朗日乘数ρ犽 使得犓犜犜条件成立

８１３
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犅犽犱犽＋ 犳狓（ ）犽 ＋ 犵狓（ ）犽 犜
ρ犽 ＝０

犵狓（ ）犽犱犽＋犵狓（ ）犽 ＝
烅
烄

烆 ０
（６）

　　引理２
［１２］
　假设犅犽 是对称正定矩阵，则点对

（狓
—
，ρ
—
）是问题（１）的犓犜犜点对当且仅当（犱

—
，ρ）＝（０，

ρ
—
）是子问题（５）的犓犜犜点对．

下面叙述基于光滑化罚函数（４）的犛犙犘算法．

算法１

步骤０　给定狓１∈犚
狀，ρ１∈犚犿，β∈（０，１），

γ∈（０，１），ε≥０，犅１∈犚狀×狀为对称正定矩阵，

μ０＞１，α０＞１，犕＞１，令犽：＝１．

步骤１　求解子问题（６），得到犱犽 和ρ

犽．若

犱犽 ≤ε，则算法终止．

步骤２　 若 Φ （狓犽，α犽－１，μ犽－１）犜犱犽 ≤

－
１
２
犱犜犽犅犽犱犽，则令α犽：＝α犽－１，μ犽：＝μ犽－１，转步骤

７；否则，转步骤３．

步骤３　若

∑
犿

犻＝１

狊犻狀犺（μ犽－１犵犻（狓犽））

１＋犮狅狊犺（μ犽－１犵犻（狓犽））
犵犻（狓犽）≥

（１２ ∑
犻∈犐

＋

犵犻（狓犽）－∑
犻∈犐

－

犵犻（狓犽 ））
其中

犐＋＝｛犻犵犻（狓犽）＞０｝，犐
－＝｛犻犵犻（狓犽）＜０｝

则令μ犽：＝μ犽－１，转步骤５；否则，转步骤４．

步骤４　令μ犽－１：＝犕μ犽－１，转步骤３．

步骤５　若

Φ（狓犽，α犽－１，μ犽）
犜犱犽 ≤－

１
２
犱犜犽犅犽犱犽

　　则令α犽：＝α犽－１，转步骤７；否则，转步骤６．

步骤６　令α犽－１：＝犕α犽－１，转步骤５．

步骤７　令λ犽 为序列 １，γ，γ２｛ ｝，… 中使下列

不等式成立的最大值：

Φ（狓犽＋λ犽犱犽，α犽，μ犽）≤Φ（狓犽，α犽，μ犽）＋

βλ犽 Φ（狓犽，α犽，μ犽）犜犱犽 （７）

　　步骤８　令狓犽＋１＝狓犽＋λ犽犱犽，ρ犽＋１＝ρ犽－

λ犽（ρ

犽＋ρ犽），通过犅犉犌犛校正公式将犅犽 修正为

犅犽＋１，令犽：＝犽＋１，转步骤１．

算法１中提到的犅犉犌犛校正公式如下
［１２］：

利用拟牛顿法的基本原理，对犔犪犵狉犪狀犵犲函数

犔（狓犽，ρ犽）＝犳（狓犽）＋ρ
犜
犽犵（狓犽）的 犎犲狊狊犲狀矩阵

２狓狓犔（狓犽，ρ犽）的近似（对称正定）矩阵犅犽 进行修

正．令

狊犽 ＝狓犽＋１－狓犽

狔犽 ＝ 狓犔（狓犽＋１，ρ犽＋１）－ 狓犔（狓犽，ρ犽＋１）

令

狉犽 ＝θ犽狔犽＋（１－θ犽）犅犽狊犽

式中，参数θ犽 定义为

θ犽 ＝

１， 狊犜犽狔犽 ≥０．２狊
犜
犽犅犽狊犽

０．８
狊犜犽犅犽狊犽

狊犜犽犅犽狊犽－狊
犜
犽狔犽
，狊犜犽狔犽 ＜０．２狊

犜
犽犅犽狊

烅

烄

烆
犽

于是，矩阵犅犽 的犅犉犌犛校正公式为

犅犽＋１＝犅犽－
犅犽狊犽狊

犜
犽犅犽

狊犜犽犅犽狊犽
＋
狉犽狉

犜
犽

狊犜犽狉犽

３　算法的全局收敛性

在分析算法１的全局收敛性之前，假设以下的

条件成立．

假设犃：

犪．狓｛ ｝犽 和 ρ｛ ｝犽 是有界序列；

犫．存在常数犪≥犫＞０，使得

犫狔
２
≤狔

犜犅犽狔≤犪狔
２，狔∈犚

狀，犽＝１，２，…

　　假设犃的犪并不是很强的，因为，犕－犉限制条

件可以确保 ρ｛ ｝犽 是一个有界序列．

首先分析算法１的可行性．

引理３　算法１不会在步骤３和步骤４之间无

限循环．

证明

犾犻犿
μ→＋∞∑

犿

犻＝１

狊犻狀犺（μ犽－１犵犻（狓））

１＋犮狅狊犺（μ犽－１犵犻（狓））
犵犻（狓）＝

犾犻犿
μ→＋∞∑

犻∈犐
＋

狊犻狀犺（μ犽－１犵犻（狓））

１＋犮狅狊犺（μ犽－１犵犻（狓））
犵犻（狓）＋

犾犻犿
μ→＋∞∑

犻∈犐
－

狊犻狀犺（μ犽－１犵犻（狓））

１＋犮狅狊犺（μ犽－１犵犻（狓））
犵犻（狓）

因为

犾犻犿
μ→＋∞∑

犻∈犐
＋

狊犻狀犺（μ犽－１犵犻（狓））

１＋犮狅狊犺（μ犽－１犵犻（狓））
犵犻（狓犽）＝

∑
犻∈犐

＋

犵犻（狓犽）

和

犾犻犿
μ→＋∞∑

犻∈犐
－

狊犻狀犺（μ犽－１犵犻（狓））

１＋犮狅狊犺（μ犽－１犵犻（狓））
犵犻（狓犽）＝

－∑
犻∈犐

－

犵犻（狓犽）

９１３
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　　引理３得证．

引理４　算法１不会在步骤５和步骤６之间无

限循环．

证明　当α犽≥２ρ犽 时，由式（６），有

Φ（狓犽，α犽，μ犽）犜犱犽 ＝ 犳（狓犽）
犜犱犽＋

α犽∑
犿

犻＝１

狊犻狀犺（μ犽犵犻（狓犽））

１＋犮狅狊犺（μ犽犵犻（狓犽））
犵犻（狓犽）

犜犱犽＝

－犱
犜
犽犅犽犱犽＋ρ

犜
犽犵（狓犽）－

α犽∑
犿

犻＝１

狊犻狀犺（μ犽犵犻（狓犽））

１＋犮狅狊犺（μ犽犵犻（狓犽））
犵犻（狓犽）≤

－犱
犜
犽犅犽犱犽＋∑

犻∈犐
＋

ρ犽－
α犽（ ）２ 犵犻（狓犽）－

∑
犻∈犐

－

ρ犽－
α犽（ ）２ 犵犻（狓犽）≤

－犱
犜
犽犅犽犱犽 ＜－

１
２
犱犜犽犅犽犱犽

　　引理４得证．

从引理４的证明过程中可以得知，当不等式

α犽≥２ρ犽 成立时，步骤５中的不等式成立．由假设

犃的犪，ρ｛ ｝犽 是一个有界序列．所以，在有限次的迭

代之后，不等式α犽≥２ρ犽 成立，从而步骤５中的不

等式成立，α犽 的值不再增加，即在有限次的迭代之

后，α犽 变为常数．所以，为了方便起见，不失一般性，

可以假设α犽＝α，犽．

引理５　当算法１到达步骤７时，有

Φ（狓犽，α，μ犽）犜犱犽 ≤－
１
２
犱犜犽犅犽犱犽

引理５的成立是显然的．

定理１　由算法１所产生的序列 狓｛ ｝犽 的任一聚

点均为问题（１）的犓犜犜点．

证明　首先，证明

犾犻犿
狓→∞
　犱犽＝０

　　从算法１中可以得知，μ｛ ｝犽 是单调非减序列．

又由引理１和步骤７，可以知道

Φ（狓１，α，μ０）≥Φ（狓１，α，μ１）≥Φ（狓２，α，μ１）≥

Φ（狓２，α，μ２）≥…≥Φ（狓犽，α，μ犽－１）≥

Φ（狓犽，α，μ犽）≥Φ（狓犽＋１，α，μ犽）≥… （８）

所以，Φ（狓犽，α，μ犽｛ ｝）是单调递减序列．由假设犃

的犪和引理１的犮，可以知道 Φ（狓犽，α，μ犽｛ ｝）是有

下界的，因此，Φ（狓犽，α，μ犽｛ ｝）是收敛的，即

Φ（狓犽，α，μ犽）－Φ（狓犽＋１，α，μ犽＋１）→０

　　由式（８），Φ（狓犽，α，μ犽）－Φ（狓犽＋１，α，μ犽）→０．

又由步骤７可知

λ犽 Φ（狓犽，α，μ犽）犜犱犽 →０ （９）

　　现证明λ犽→０不成立．反证，若λ犽→０，从算法

１中可以得知，有

Φ 狓犽＋
λ犽
γ
犱犽，α，μ（ ）犽 ＞Φ（狓犽，α，μ犽）＋

β
λ犽
γ

Φ（狓犽，α，μ犽）犜犱犽 （１０）

　　另一方面，

Φ 狓犽＋
λ犽
γ
犱犽，α，μ（ ）犽 ＝Φ（狓犽，α，μ犽）＋

λ犽
γ

Φ（狓犽，α，μ犽）犜犱犽＋狅（λ２犽） （１１）

　　由式（１０）和式（１１），有

λ犽
γ

Φ（狓犽，α，μ犽）犜犱犽＋狅（λ２犽）＞

β
λ犽
γ

Φ（狓犽，α，μ犽）犜犱犽

　　在上面不等式的两边同时除以
λ犽
γ
，得到

（１－β） Φ（狓犽，α，μ犽）犜犱犽＋狅（λ犽）＞０（１２）

　　然而，由引理５，有

Φ（狓犽，α，μ犽）犜犱犽 ≤－
１
２
犱犜犽犅犽犱犽 ＜０ （１３）

　　于是，导出矛盾．

由式（９）和λ犽→０不成立，有

Φ（狓犽，α，μ犽）犜犱犽 →０ （１４）

　　又由式（１３），假设犃的犫和式（１４），可以得到

犱犽→０．

由文献［１３］中的定理３．２．１、定理４．３．３和本

文中的引理３，可知定理１的结论成立

４　数值测试

在一台犆犘犝１．７０犌犎狕，犚犃犕５１２犕犅的犘犆上

利用犕犪狋犺犲犿犪狋犻犮犪７．０．１编程实现了算法１．测试函

数取自文献［１４－１６］，计算结果如表１所示，其中，

犎犛（犻）表示文献［１４］中的第犻个算例，犛（犻）表示文

献［１５］中的第犻个算例．在算法中，各参数分别取为

β＝０．５，γ＝０．５，犕＝２，μ０＝２，α０＝２，ρ１＝０犿×１，

犅１＝犐狀，ε＝１０－６．表１的算例说明，对于测试的问

题，本文的算法在很短的时间和较少的迭代次数内

可求得问题较为满意的解．

０２３
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表１　数值测试结果

犉犻犵．１　犖狌犿犲狉犻犮犪犾狋犲狊狋狉犲狊狌犾狋狊

测试函数 初始值狓１
最优函数值

犳 狓（ ）
迭代
次数

犆犘犝
时间／狊

犎犛（６２） （１，１，１，１） －１ ３２ ０．４２２

犎犛（６５） （１，１，１，１） １３．８５７９ １０ ０．０９３

犎犛（６９）（０．６，０．６，０．６，０．６，０．６）５．９２９３４×１０－２４ ５４ ０．６４１

犎犛（７０）（０．６，０．６，０．６，０．６，０．６）１．７３３１６×１０－１８ ２９ ０．３４４

犎犛（７１） （３，５，－３，２，－２） １．５４７６４×１０－１７ １０ ０．１４１

犎犛（７２） （１０，７，２，－３，０．８） １．２２５９７×１０－２４ ５５ ０．５００

犎犛（７３） （３５，－３１，１１，５，－５） ３．７９３９３×１０－１３ １４ ０．２１９

犎犛（７４） （２．５，０．５，２，－１，０．５） ９．６４０２×１０－１７ １１ ０．１５６

犎犛（７５） （２，２，２，２，２） ５．３２６６５ 　６ ０．０７９

犎犛（８３） （０．５，－０．５，０．５） －１４３．６４６ １３ ０．１４１

犎犛（９７） （１，１，１，１，１） ０．２４１５０５ １７ ０．３４４

犎犛（９８） （－２，１．５，２，－１，－１） －２．９１９７ １３ ０．２５０

犎犛（９９） （２，２，２，２，２） ０．０７８７７６８ １３ １．５１６

犛（７８） （１，１，１） －１．７３２０５ １３ ０．２０３

犛（９３） （１，１，１，１，１） ４．０９３０２ ２７ ０．６８８

５　结束语

结合一类双曲余弦型光滑化罚函数，给出了求

解等式约束优化问题的犛犙犘算法，获得了算法的全

局收敛性，并验证了算法的有效性．对于该类函数如

何结合一般的非光滑问题［１７］及其它有效算法，如信

赖域算法［１８］，值得进一步研究．
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狑犻狋犺犻狀犲狇狌犪犾犻狋狔犮狅狀狊狋狉犪犻狀狋［犑］．犑狅狌狉狀犪犾狅犳犛狔狊狋犲犿狊

犛犮犻犲狀犮犲犪狀犱犆狅犿狆犾犲狓犻狋狔，２００１，１４（２）：２１２－２１７．

［１１］　犎犲狉狋狔犕，犓犾犪狉犃，犛犻狀犵犺犃犓，犲狋犪犾．犛犿狅狅狋犺犲犱狆犲狀犪犾狋狔

犪犾犵狅狉犻狋犺犿狊犳狅狉狅狆狋犻犿犻狕犪狋犻狅狀狅犳狀狅狀犾犻狀犲犪狉犿狅犱犲犾狊［犑］．

犆狅犿狆狌狋犪狋犻狅狀犗狆狋犻犿犻狕犪狋犻狅狀犪狀犱犃狆狆犾犻犮犪狋犻狅狀，２００７，３７

（２）：１５７－１７６．

［１２］　黄红选，韩继业．数学规划［犕］．北京：清华大学出版

社，２００６．

［１３］　犅犪狀犽犅，犌狌犱犱犪狋狋 犑，犓犾犪狋犾犲 犇，犲狋 犪犾．犖狅狀犾犻狀犲犪狉

狆犪狉犪犿犲狋狉犻犮狅狆狋犻犿犻狕犪狋犻狅狀．犅犻狉犽犺狌犲狊狉［犕］．犅犲狉犾犻狀：

犃犽犪犱犲犿犻犲犞犲狉犾犪犵，１９８２．

［１４］　犎狅犮犽犠，犛犮犺犻狋狋犽狅狑狊犽犻犓．犜犲狊狋犲狓犪犿狆犾犲狊犳狅狉狀狅狀犾犻狀犲犪狉

狆狉狅犵狉犪犿犿犻狀犵犮狅犱犲狊［犕］∥犔犲犮狋狌狉犲犖狅狋犲狊犻狀犈犮狅狀狅犿犻犮狊

犪狀犱犕犪狋犺犲犿犪狋犻犮犪犾犛狔狊狋犲犿狊．犅犲狉犾犻狀：犛狆狉犻狀犵犲狉犞犲狉犾犪犵，

１９８１，１８７．

［１５］　犛犮犺犻狋狋犽狅狑狊犽犻犓．犕狅狉犲狋犲狊狋犲狓犪犿狆犾犲狊犳狅狉狀狅狀犾犻狀犲犪狉

狆狉狅犵狉犪犿犿犻狀犵犮狅犱犲狊［犕］∥犔犲犮狋狌狉犲犖狅狋犲狊犻狀犈犮狅狀狅犿犻犮狊

犪狀犱犕犪狋犺犲犿犪狋犻犮犪犾犛狔狊狋犲犿狊．犅犲狉犾犻狀：犛狆狉犻狀犵犲狉犞犲狉犾犪犵，

１９８１，２８２．

［１６］　犃狀犱狉犲犻犖．犃狀狌狀犮狅狀狊狋狉犪犻狀犲犱狅狆狋犻犿犻狕犪狋犻狅狀狋犲狊狋犳狌狀犮狋犻狅狀狊

犮狅犾犾犲犮狋犻狅狀［犑］．犃犱狏犪狀犮犲犱犕狅犱犲犾犻狀犵犪狀犱犗狆狋犻犿犻狕犪狋犻狅狀，

２００８，１０（１）：１４７－１６１

［１７］　刘晶，高岩．求解一类无限维非光滑算子方程的光滑

化牛顿法［犑］．上海理工大学学报，２００８，３０（２）：

１６７－１７０．

［１８］　王安琪，宇振盛，曹倩倩．线性约束优化的一个自适应

非单调信赖域算法［犑］．上海理工大学学报，２０１０，３２

（６）：５４５－５４８．
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