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格上时滞单种群模型的行波解的渐近性

刘艺昕，　余志先
（上海理工大学 理学院，上海　２０００９３）

摘要：研究一类格上时滞单种群模型行波解的渐近行为．许多学者结合上下解及单调迭代的方法

研究了该系统行波解的存在性，并且，所构造的上下解保证非临界行波解（波速大于临界波速犮）

具有指数渐近行为．本文借助于犐犽犲犺犪狉犪定理的渐近理论不仅给出了该模型所有非临界行波解的

指数渐近衰减行为，而且进一步得到了临界行波解（波速等于犮，即临界波速）具有代数指数渐近

衰减行为，完善并改进了这类行波解的渐近性结果．
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１　问题的提出

研究格上时滞单种群模型

狌′狀（狋）＝犇［狌狀＋１（狋）＋狌狀－１（狋）－２狌狀（狋）］－

犱狌狀（狋）＋犫（狌狀（狋－τ）），狀∈犣，狋＞０ （１）

式中，犇，犱分别表示成熟种群的扩散系数和死亡

率，犇＞０，犱＞０；时滞τ是此种群的成熟时间，τ≥

０；非线性函数犫（狌）为出生函数．

若出生函数犫∈犆
１ 犚（ ）＋ 满足条件：

（犎１）犫′（）０ ＞犱，犫′（ ）狌 ≥０，狌∈ ０，（ ）犓 有

犫′（）０ 狌≥ （ ）犫 狌 ＞犱狌 及 狌∈ 犓，＋∞（ ）有

（ ）犫 狌 ＜犱狌；

（犎２）犫′（ ）犓 ＜犱和犫（）０ ＝犱犓－ （ ）犫 犓 ＝０；

（犎３）犫′（）０狌－ （ ）犫 狌 ≤犕狌
１＋狏对于所有狌∈

０，（ ）犓 ，有犕＞０和狏∈ ０，］（ １ ；

（犎４）对所有 狌１，狌２ ∈ ０，（ ）犓 和犔＞０，

｜犫′（狌１）－犫′（狌２）｜≤犔｜狌１－狌２｜狏．

犕犪等
［１］在上述条件下，运用上下解和单调迭

代的方法得到了行波解的存在性，并进一步研究其

唯一性和稳定性．对于方程（１），其传播现象就是研

究连接两个非负平衡态狌１＝０与狌２＝犓＞０的行

波解狌狀（狋）＝犝（狀＋犮狋）的存在性，其中，犝（ξ）

满足

犮犝′（ξ）＝犇［犝（ξ＋１）＋犝（ξ－１）－

２犝（ξ）］－犱犝（ξ）＋犫（犝（ξ－犮τ）） （２）

和边界条件

犝（－∞）＝０，犝（＋∞）＝犓 （３）

　　基于以上假设，有一个经典的出生函数是

（ ）犫 狌 ＝狆狌犲
－α狌，当１＜

狆
犱
≤犲时，它满足条件（犎１）

－（犎４）．行波解现象不仅存在于种群模型中，而且

也存在于物理、化学、图象处理、材料科学及神经网

络等领域中，见文献［２－６］，因而具有重要的实际

意义．

根据文献［１］的结果可知，这个行波解的指数渐

近行为是仅当犮＞犮时被给出，而行波解的唯一性

是在渐近条件下得到的．很自然地，会考虑下面的问

题：当犮＝犮时，行波的渐近行为是怎样的，本文不

仅会回答这些问题，而且得到了当犮≥犮时，所有

非负行波解的渐近行为．为了说明结论，将假设条件

（犎３′）：犫∈犆２ ０，［ ］（ ）犓 替代（犎３）和（犎４）．易见

犫∈犆
２ ０，［ ］（ ）犓 蕴含（犎３）和（犎４）成立．

定理１　假定（犎１），（犎２）和（犎３′）成立，并且

犝
～
（）ξ 是式（２）的任何非负的具有波速犮≥犮的行

波解，则０＜犝
～
（）ξ ＜犓，ξ∈瓗，且

犪．如 果 犮 ≥犮，犾犻犿
ξ→－∞

犝
～
（）ξ 犲－λ１

（犮）ξ 与

犾犻犿
ξ→－∞

犝
～
′（）ξ犲－λ１

（犮）ξ存在．

犫．如果犮＝犮，存在正数一个λ１ 犮（ ） ，使得

犾犻犿
ξ→－∞

犝
～
（）ξξ－１犲－λ１

（犮）ξ和犾犻犿
ξ→－∞

犝
～
′（）ξξ－１犲－λ１

（犮）ξ存

在，其中，λ１ 犮（ ） 是Δ λ，（ ）犮 ＝犮λ－犇［犲λ＋犲－λ－

２］＋犱－犫′（）０犲－λ犮τ＝０的二重根．

在定理１中，得到了犮＝犮时的行波解的渐近

行为，因此，完善了文献［１］中的结果．在文献［１］中，

作者仅给出了存在某行波解满足渐近行为，在本文

的结果中，指出所有的行波解具有指数渐近行为．

２　行波解的渐近性

犐犽犲犺犪狉犪定理的渐近理论在文献［７］中用来确定

非局部扩散系统行波解的渐近行为，可参见文献［８

－１３］．现将通过犐犽犲犺犪狉犪定理的渐近理论来判定行

波解的指数渐近行为．首先叙述如下犐犽犲犺犪狉犪定理

的渐近理论．

引理１
［７］
　令犾（）λ ＝∫

＋∞

０
（ ）狌 狓 犲－λ狓犱狓，狌是

一个正的单调递减函数．假设犾（）λ 可表示为

犾（）λ ＝
犲（）λ
λ＋（ ）α 犽＋１

，且犲（）λ 在－α≤犚犲λ＜０上是

解析的，其中，犽≥－１，则犾犻犿
狓→∞

（ ）狌 狓
狓犽犲－α狓

＝
犲 －（ ）α
Γ α（ ）＋１

．

假定犝
～（狓＋犮狋）是具有波速犮＞０的任何非负

的行波解，且满足式（２）和式（３）．

引理２　犾犻犿
ξ→－∞

犝
～
（）ξ ＝０和犾犻犿

ξ→－∞
犝
～
′（）ξ ＝０．

证明　因为犝
～是方程（２）的行波解且满足方程

（２），所以，犝
～（－∞）＝０．又因为

槇
犮犝′（ξ）＝

犇［
槇
犝（ξ＋１）＋

槇
犝（ξ－１）－２

槇
犝（ξ）］－

槇
犱犝（ξ）＋

犫（
槇
犝（ξ－犮τ）），则犾犻犿

ξ→－∞
犝
～
′（）ξ ＝０．

引理３　假设（犎１）—（犎３）成立，则０＜犝
～
（）ξ ＜

犓，ξ∈瓗．

证明　首先，证明０≤犝
～
（）ξ ≤犓，ξ∈瓗．假定

不成立，存在ξ０∈瓗，使得犝
～
ξ（ ）０ ＝犿犪狓

ξ∈瓗
　犝
～
（）ξ ＞

３２３
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犓．于是犝
～
（）ξ ≤犝

～
ξ（ ）０ ，ξ∈瓗且犝

～
′ξ（ ）０ ＝０．由

（犎１），得出犱犝
～
ξ（ ）０ －犫 犝

～
ξ（ ）（ ）０ ＞０．因此，有

０≥－犮犝
～
′ξ（ ）０ ＋犇［犝

～
ξ０＋（ ）１＋

　　犝
～
ξ０－（ ）１－２犝

～
ξ（ ）０ ］＝

犱犝
～
ξ（ ）０ －犫 犝

～
ξ０－（ ）（ ）犮狉 ≥

　　犱犝
～
ξ（ ）０ －犫 犝

～
ξ（ ）（ ）０ ＞０

　　这是一个矛盾．从而，０≤犝
～
（）ξ ≤犓，ξ∈瓗．如

果存在ξ１，使得犝 ξ（ ）１ ＝犓，那么，它是一个最大

值，且犝′ξ（ ）１ ＝０．根据方程（２），得到

０＝－犮犝
～
′ξ（ ）１ ＋犇［犝

～
ξ１＋（ ）１＋犝

～
ξ１－（ ）１－

２犓］－犱犓＋犫 犝
～
ξ１－犮（ ）（ ）τ ≤

犇 犝
～
ξ１＋（ ）１＋犝

～
ξ１－（ ）１－２［ ］犓 －犱犓＋ （ ）犫 犓 ＝

犇 犝
～
ξ１＋（ ）１＋犝

～
ξ１－（ ）１－２［ ］犓 ≤０

这蕴含了犝
～
ξ１（ ）＋１ ＋犝

～
ξ１（ ）－１ ＝２犓，即犝

～（ξ１±

１）＝犓．

由 递 推 法，对 所 有 的 犿 ∈ 瓕
＋，得 到

犝 ξ１－（ ）犿 ＝犓，这与 犝 －∞（ ）＝０矛盾，因此，

犝（）ξ ＜犓，ξ∈瓗．

其次，证明犝（）ξ ＞０，ξ∈瓗．如果存在ξ２，使

得犝 ξ（ ）２ ＝０，那么，它是一个最小值，且犝′ξ（ ）２ ＝

０．由方程（２），有０＝犇［犝
～（ξ２＋１）＋犝

～（ξ２－１）］＋

犫（犝
～（ξ２－犮τ）），这表明了犝

～（ξ２±１）＝０．由递推

法，可以得到犝（ξ２＋犿）＝０，对所有的 犿∈瓕＋，

这与犝（＋∞）＝犓矛盾，于是，犝（）ξ ＞０，ξ∈瓗．

引理４　假设（犎１），（犎２）和（犎３′）成立，

另外，对ξ∈瓗，犝（ξ）是非负的，则ξ∈瓗，

∫
ξ

－∞
犝
～
（）θ犱θ＜∞．

证明　令ω～１＝犫′（）０ －犱＞０和ω～２＝犫′（）０ ＋

犱．因为，犾犻犿
ξ→－∞

犝
～
（）ξ ＝０，所以，存在ξ′＜０，使得对

所有ξ＜ξ′，有不等式
ω～１
４
（犝
～（ξ）＋犝

～（ξ－犮τ））＞

犕犝
～ ２（ξ－犮τ）成立，其中，犕＝ 犿犪狓

狌∈［０．犓］

犫″（狌）

２
．由

犜犪狔犾狅狉展开，对任何ξ＜ξ′，得到

犮犝
～
′（ξ）＝犇［犝

～（ξ＋１）＋犝
～（ξ－１）－２犝

～（ξ）］－

　犱犝
～（ξ）＋犫（犝

～（ξ－犮τ））≥

　犇［犝
～（ξ＋１）＋犝

～（ξ－１）－２犝
～（ξ）］－犱犝

～（ξ）＋

　犫′（０）（犝
～（ξ－犮τ））－犕犝

～２（ξ－犮τ）＝

　犇［犝
～（ξ＋１）＋犝

～（ξ－１）－２犝
～（ξ）］－犱犝

～（ξ）－

　犕犝
～２（ξ－犮τ）＋

ω～１
４
（犝
～（ξ））＋

　
ω～２
２
（犝
～（ξ－犮τ）－犝

～（ξ））＋
ω～１
４
（犝
～（ξ－犮τ））＋

　
ω～１
４
（犝
～（ξ－犮τ）＋犝

～（ξ））≥犇［犝
～（ξ＋１）＋

　犝
～（ξ－１）－２犝

～（ξ）］＋
ω～１
４
（犝
～（ξ））＋

　
ω～２
２
（犝
～（ξ－犮τ）－犝

～（ξ））＋
ω～１
４
（犝
～（ξ－犮τ）） （４）

　　根据犔犲犫犲狊犵狌犲的控制收敛定理，当η→－∞

时，有

∫
ξ

η
犝
～
θ－犮（ ）τ －犝

～（）（ ）θ 犱θ＝

－犮τ∫
ξ

η∫
１

０
犝
～
′θ－犮（ ）τ犱犱θ＝

－犮τ∫
１

０
犝
～
ξ－犮（ ）τ －犝

～
η－犮（ ）（ ）τ 犱→

－犮τ∫
１

０
犝
～
ξ－犮（ ）τ犱 （５）

并且

∫
ξ

η
犝
～
θ＋（ ）１＋犝

～
θ－（ ）１－２犝

～（）（ ）θ 犱θ＝

　　∫
ξ

η∫
１

０
犝
～
θ＋（ ） ＋犝

～
θ－（ ）（ ） 犱（ ）犱θ＝

　　∫｛
１

０
犝
～
θ＋（ ） －犝

～
θ－（ ）［ ］ －

　　 犝
～
θ＋（ ） －犝

～
θ－（ ）［ ］｝ 犱θ→

　　∫
１

０
犝
～
ξ＋（ ） ＋犝

～
ξ－（ ）（ ） 犱（ ） （６）

　　对不等式（４）从－∞到ξ进行积分，再根据式

（５）和式（６），对任何ξ＜ξ′，有

犮犝
～（）ξ ＋

犮τω２
２∫

１

０
犝
～
ξ－犮（ ）τ犱－

　　犇∫
１

０
犝
～
ξ＋（ ） －犝

～
ξ－（ ）犱≥

　　
ω１
４∫

ξ

－∞
犝
～（）θ犱θ＋

ω１
４∫

ξ

－∞
犝
～
θ－犮（ ）τ犱θ

这表明对于ξ＜ξ′，犝
～
（）ξ 和 犝

～
ξ－犮（ ）τ 是在

－∞，（ ］ξ 可积的．这就证明了引理４．

引理５　假设引理４的条件成立，那么，存在一

个正的常数γ，有犝
～
（）ξ ＝犗 犲（ ）γξ （ξ→－∞），并且

狊狌狆
ξ∈瓗
犝
～
（）ξ犲－γξ＜∞．
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证明　令犞（）ξ ＝∫
ξ

－∞
犝
～
（）θ犱θ，易知犞（）ξ 是

单调增加的，并且犾犻犿
ξ→－∞

犞（）ξ ＝０．先证明犞（）ξ 在

－∞，（ ］ξ 是可积的．对任何ξ＜ξ′（这里的ξ′是在

引理４中给出的），对不等式（４）从－∞到ξ进行积

分，再由引理１，得到

犮犝
～（）ξ ≥犇 犞 ξ＋（ ）１＋犞 ξ－（ ）１－２犞（）［ ］ξ ＋

　　
ω～１
４
犞（）ξ ＋

ω～２
２
犞 ξ－犮（ ）τ －犞（）（ ）ξ ＋

　　
ω～１
４
犞 ξ－犮（ ）τ （７）

　　通过引理４的证明过程和对不等式（７）从－∞

到ξ进行积分，有

犮犝
～（）ξ ≥犇∫

ξ

－∞

［犞 θ＋（ ）１＋犞 θ－（ ）１－

　２犞（）θ ］犱θ＋
ω～１
４∫

ξ

－∞
犞（）θ犱θ－

ω～２犮τ
２
·

　∫
１

０
犞 ξ－θ犮（ ）τ犱θ＋

ω～１
４∫

ξ

－∞
犞 θ－犮（ ）τ犱θ＝

　犇∫
１

０
犞 ξ＋（ ）狋－犞 ξ－（ ）［ ］狋 犱狋＋

ω～１
４∫

ξ

－∞
犞（）θ犱θ－

　
ω～２犮τ
２∫

１

０
犞 ξ－θ犮（ ）τ犱θ＋

ω～１
４∫

ξ

－∞
犞 θ－犮（ ）τ犱θ （８）

因此

犮犞（）ξ ≥
ω～１
４∫

ξ

－∞
犞（）θ犱θ－

ω～２犮τ
２
·

　　∫
１

０
犞 ξ－θ犮（ ）τ犱θ＋

ω～１
４∫

ξ

－∞
犞 θ－犮（ ）τ犱θ

　　因为，犞（）ξ 是非负的，得到

犮犞（）ξ ≥
ω～１
２∫

ξ

－∞
犞θ－犮（ ）τ犱θ－

ω～２犮τ
２
犞（）ξ （９）

　　在不等式（９）中，犞（）ξ 在 －∞，ξ（ ］′ 是可积的．

这说明了犞（）ξ 在 －∞，（ ］ξ 是可积的．现进一步可

以证明犞（）ξ ＝犗 犲（ ）γξ （ξ→－∞）．

事实上，对任何的狉＞０和ξ＜ξ′，由不等式（９）

可以得到

２犮＋犮τω２
２

犞（）ξ ≥
ω１
２∫

ξ

ξ－狉
犞 θ－犮（ ）τ犱θ≥

狉ω１
２
犞 ξ－狉－犮（ ）τ

因此，存在狉０＞０和狆０＜狆＜（ ）１ ，使得犞ξ－狉（ ）０ ≤

ρ犞（）ξ ．

令犺（）ξ ＝犞（）ξ犲－γξ，其中，γ＝
１
狉０
犾狀
１
ρ
＞０，那

么

　犺ξ－狉（ ）０ ＝犞 ξ－狉（ ）０ 犲－γ ξ－狉（ ）
０ ＝

　　ρ犞（）ξ犲－γ ξ－狉（ ）
０ ≤犞（）ξ犲

－γξ＝犺（）ξ （１０）

　　由于犺（）ξ 对所有ξ∈ ξ′－狉０，ξ［ ］′ 是有界的，

那么，不等式（１０）表明了对任何ξ≤ξ′，犺（）ξ 是有

界的，即当ξ→－∞时，犞（）ξ ＝犗 犲（ ）γξ ．

从－∞到ξ积分不等式（４）的第一个等式，且

犾犻犿
ξ→－∞

犝
～
（）ξ ＝０，有

犮犝
～（）ξ ＝犇 犞 ξ＋（ ）１＋犞 ξ－（ ）１－２犞（）［ ］ξ －

　　　犱犞（）ξ ＋∫
ξ

－∞
犫 犝
～
θ－犮（ ）（ ）τ 犱θ≤

　　　犇 犞 ξ＋（ ）１＋犞 ξ－（ ）１－２犞（）［ ］ξ －

　　　犱犞（）ξ ＋∫
ξ

－∞
犫′（）０犝

～
′θ－犮（ ）τ犱θ＝

　　　犇 犞 ξ＋（ ）１＋犞 ξ－（ ）１－２犞（）［ ］ξ －

　　　犱犞（）ξ ＋犫′（）０犞 ξ－犮（ ）τ ≤

　　　犇 犞 ξ＋（ ）１＋犞 ξ－（ ）１－２犞（）［ ］ξ －

　　　犱犞（）ξ ＋犫′（）０犞（）ξ

这表明当ξ→－∞时，犝
～
（）ξ ＝犗 犲（ ）γξ ．因为，

当ξ＞ξ′时，犝
～
（）ξ 和 犲－γξ 均为有界的，那么，

狊狌狆
ξ∈瓗
犝
～
（）ξ犲－γξ＜∞．引理５得证．

引理５表明，当０＜犚犲λ＜γ时，

∫瓗犝
～（θ）犲－λθ犱θ ＜∞

　　现证明定理１．

证明　定义犝
～的双边犔犪狆犾犪犮犲变换为

犔（）λ ≡∫瓗
犝
～（）θ犲－λθ犱θ

那么，对任何λ满足０＜犚犲λ＜γ，犔（）λ 是有定义

的．注意到

∫瓗
犲－λθ 犝

～
θ＋（ ）１＋犝

～
θ－（ ）１－２犝

～（）［ ］θ 犱θ＝

犔（）λ 犲λ＋犲－λ－（ ）２

因为

犮犝
～
′（）ξ －犇 犝

～
ξ＋（ ）１＋犝

～
ξ－（ ）１－２犝

～（）［ ］ξ ＋

　　犱犝
～（）ξ －犫′（）０犝

～
ξ－犮（ ）τ ＝

　　－犫′（）０犝
～
ξ－犮（ ）τ ＋犫 犝

～
ξ－犮（ ）（ ）τ

所以

Δλ，（ ）犮犔（）λ ＝∫
∞

－∞
犲－λθ［－犫′（）０犝

～
θ－犮（ ）τ ＋

犫 犝
～
θ－犮（ ）（ ）τ ］犱θ （１１）

　　由引理２，当ξ→－∞时，得到

－犫′（）０犝
～
ξ－犮（ ）τ＋犫 犝

～
ξ－犮（ ）（ ）τ ＝犗 犝

～２
ξ－犮（ ）（ ）τ
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　　在方程（１１）中的右边对于λ在０＜犚犲λ＜２γ

是有定义的．现在运用文献［１４］中的犔犪狆犾犪犮犲变换

的性质．因为，犝
～
（）ξ ＞０，存在一个正常数κ，使得对

于０＜犚犲λ＜κ，犔（）λ 是解析的，并且犔（）λ 有一个

奇点在λ＝κ．因此，当犮≥犮，犔（）λ 在０＜犚犲λ＜

λ１（）犮 上是有定义的．

考虑犮≥犮和０＜犚犲λ＜λ１（）犮 ．改写方程

（１１）为

∫
０

－∞
犝
～（）θ犲－λθ犱θ＝

　
∫

∞

－∞
犲－λθ－犫′（）０犝

～
θ－犮（ ）τ＋犫 犝

～
θ－犮（ ）（ ）［ ］τ 犱θ

Δλ，（ ）犮
－

　∫
∞

０
犝
～（）θ犲－λθ犱θ

　　可见，当犚犲λ＞０时，∫
∞

０
犝
～
（）θ犲－λθ犱θ是解析

的．而且Δ λ，（ ）犮 ＝０除了λ＝λ１（）犮 没有任何犚犲

λ＝λ１（）犮 的根．事实上，令λ＝λ１（）犮 ＋犻β，那么，由

Δ（λ，犮）＝０，得到

犮Λ１（）犮 ＝犇犲Λ１
（）犮 犮狅狊β＋犲－Λ１

（）犮 犮狅狊β－［ ］２－

犱＋犫′（）０犲－犮τΛ１
（）犮 犮狅狊（β犮τ） （１２）

和

犮β＝犇 犲λ１
（）犮 狊犻狀β＋犲－λ１

（）犮 狊犻狀［ ］β ＋

犫′（）０犲－犮τλ１
（）犮 狊犻狀（β犮τ） （１３）

　　结合方程（１２）和Δ λ１（）犮 ，（ ）犮 ＝０，可以得到

犇 犲λ１
（）犮 狊犻狀２β

２
＋犲－λ１

（）犮 狊犻狀２β［ ］２ ＋

犫′（）０犲－犮τλ１
（）犮 狊犻狀２β

犮τ
２
＝０ （１４）

说明了狊犻狀
β
２
＝０和狊犻狀

β犮τ
２
＝０．那么，根据方程

（１３），β＝０．

如果对于很大的－ξ＞０，犝
～
（）ξ 是单增的，可以

对犝
～作一个平移，使得对于ξ＜０是单增的，并令

狌（）ξ ＝犝
～
－（ ）ξ ．于是，当ξ＞０时，狌（）ξ 是单调递

减的．由引理１，定理１中的犪和犫都成立．

如果对于很大的－ξ＞０，犝
～
（）ξ 不是单调的，令

狆＝
２犇＋犱
犮

和犝
—
（）ξ ＝犝

～
（）ξ犲狆ξ＞０，那么，通过不等

式（４）的第一个等式和犝
～
（）ξ ＞０，可以得到

犮犝
—

′（）ξ ＝犇 犝
—

ξ＋（ ）１犲－狆＋犝
—

ξ－（ ）１犲［ ］狆 ＋

　 犮狆－２犇－（ ）犱犝
～（）ξ ＋

　犫 犝
～
ξ－犮（ ）（ ）τ 犲狆ξ＞０

这说明对于任何 ξ∈ 瓗，有 犝
—

′（）ξ ＞０．令

狌
—
（）ξ ＝犝

—

－（ ）ξ ，很明显对于ξ＞０，狌
—
（）ξ 是单调

递减的．令 犔
—
（）λ ＝∫

∞

－∞
犲－λξ犝

—
（）ξ 犱ξ．因此，

犔
—
（）λ ＝犔 λ－（ ）狆 ．对狌

—
（）ξ 运用引理１，可见对犮＞

犮，犾犻犿
ξ→＋∞

狌
—
（）ξ

犲－ 狆＋Λ１
（犮（ ））ξ＝犾犻犿

ξ→－∞

犝
—
（）ξ

犲Λ１
（）犮 ξ

存在，且对

犮＝犮，犾犻犿
ξ→＋∞

狌
—
（）ξ

ξ犲
－（狆＋λ１

（犮））ξ
＝犾犻犿
ξ→－∞

犝
—
（）ξ

ξ犲λ１
（）犮 ξ
存在．因

为 （ ）犫 狌 ∈犆
２ ０，［ ］（ ）犓 ，对犮＞犮

犾犻犿
ξ→－∞

犫 犝
～
ξ－犮（ ）（ ）τ －犫′（）０犝

～
ξ－犮（ ）τ 犲－λ１

（）犮 ξ
≤

犾犻犿
ξ→－∞

犕犝
～２
ξ－犮（ ）τ犲－λ１

（）犮 ξ＝０

和对犮＝犮，有

犾犻犿
ξ→－∞
ξ－
１ 犫 犝

～
ξ－犮（ ）（ ）τ －犫′（）０·　　　

　犝
～
ξ－犮（ ）τ 犲－λ１

（犮）ξ
≤

　犾犻犿
ξ→－∞

犕ξ－
１犝
～２
ξ－犮（ ）τ犲－λ１

（犮）ξ＝０

因此，对于犮＞犮，有

犾犻犿
ξ→－∞
ξ－
１犝
～
′（）ξ犲－λ１

（犮）ξ＝

　　
１
犮
犾犻犿
ξ→－∞｛犇 犝～ ξ＋（ ）１＋犝

～
ξ－（ ）１－２犝

～（）［ ］ξ －

　　犱犝
～（）ξ ＋犫 犝

～
ξ－犮（ ）（ ）｝τ 犲－λ１

（）犮 ξ＝

　　
１｛犮 犇 犲λ１（犮）＋犲－λ１（）犮 －［ ］２－犱＋

　　犫′（）０犲－λ１
（犮）犮｝τ 犾犻犿

ξ→－∞
犝
～（）ξ犲－λ１

（犮）ξ＝

　　λ１（）犮 犾犻犿
ξ→－∞
犝
～
′（）ξ犲－λ１

（）犮 ξ

　　类似可以证明，当犮＝犮时结论也成立．所以，

定理１得证．
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