
书书书

上海理工大学学报
　第３７卷　第５期 犑．犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔狅犳犛犺犪狀犵犺犪犻犳狅狉犛犮犻犲狀犮犲犪狀犱犜犲犮犺狀狅犾狅犵狔 犞狅犾．３７　犖狅．５　２０１５　

　　文章编号：１００７－６７３５（２０１５）０５－０４０９－１０ 犇犗犐：１０．１３２５５／犼．犮狀犽犻．犼狌狊狊狋．２０１５．０５．００１

　收稿日期：２０１４－０７－３１

　基金项目：国家自然科学基金资助项目（１１４７１２１５）；上海市教委科研创新项目（１３犣犣１１８）；上海市一流学科（系统科学）建设

项目（犡犜犓犡２０１２）；沪江基金资助项目（犅１４００５）

　第一作者：陈　旭（１９８６－），女，硕士研究生．研究方向：非线性系统的理论与应用．犈犿犪犻犾：狊狀狅狅狆狔犮犺犲狀狓狌＠１６３．犮狅犿

　通信作者：张卫国（１９５７－），男，教授．研究方向：非线性系统的理论与应用．犈犿犪犻犾：狕狑犵狕狑犿＠１２６．犮狅犿

广义犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇方程孤波解的轨道稳定性

陈　旭，　张卫国，　李　想
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摘要：应用犌狉犻犾犾犪犽犻狊犛犺犪狋犪犺犛狋狉犪狌狊狊提出的轨道稳定性理论，研究了具有两个非线性项的广义

犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇方程孤波解的轨道稳定性与不稳定性，得到了判断该方程孤波解轨道稳定性的一般性

结论．进一步根据方程的两个精确钟状孤波解，推出了它们的轨道稳定判别式的显式表达式，从而

具体给出了使这两个孤波解轨道稳定的波速变化区间．另外，分析了方程中两个非线性项作用的大

小对这两个孤波解轨道稳定波速变化区间的影响，给出了使这两个孤波解轨道稳定的最大波速变

化范围．
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１　问题的提出

犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇方程

狌狋狋＋狌狓狓狓狓－狌狓狓－犫１ 狌（ ）２ 狓狓 ＝０ （１）

描述在弱非线性和弱色散介质中波的传播，是物理

学和力学中的重要模型方程［１－４］．对犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇方

程（１）已有很多研究，除了文献［１－４］外，文献［５－

７］还研究了它的犘犪犻狀犾犲狏é性质、犅犮犽犾狌狀犱变换、犔犪狓

对等．文献［８］用逆散射方法研究了犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇方

程（１）的初值问题的可解性．文献［９－１０］研究了方

程（１）的推广形式

狌狋狋＋δ狌狓狓狓狓－犪狌狓狓－（σ（狌））狓狓 ＝０，

狓∈犚，狋＞０ （２）

的初值问题解的整体存在性以及解的稳定性等．

在孤波解的稳定性方面，多位学者研究过

犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇型方程孤波解的轨道稳定性，例如，文献

［９，１１］分别研究了一类广义犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇方程

狌狋狋－狌狓狓＋（犳（狌）＋狌狓狓）狓狓 ＝０ （３）

的孤波解的轨道稳定性和轨道不稳定性．研究结果

表明，若犳（狊）＝ 狊 狆－１狊，狆＞１，犮为波速，那么，当

１＜狆＜５，犮
２
≤
狆－１
４
＜１或者狆≥５，犮

２
＜１时，方程

（３）的孤波解是轨道不稳定的；当１＜狆＜５，
狆－１
４
＜

犮２＜１时，方程（３）的孤波解是轨道稳定的．最近，文

献［１２］研究了一类广义六阶犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇（犌犛犅犙）

方程

狌狋狋－狌狓狓－β狌狓狓狓狓－狌狓狓狓狓狓狓＋

（犳（狌））狓狓 ＝０ （４）

的孤波解的轨道稳定性和不稳定性，研究结果表明，

如果犳（狊）＝ 狊 狆－１狊，狆＞１，犮为波速，当方程（４）

中β＝０时，犱（犮）＝（１－犮２）
３狆＋５
４（狆－１）犱（０），若狆≥９，则

在犮２＜１时，孤波解轨道不稳定；若狆＜９，则在犮
２
＜

２（狆－１）

狆＋７
时，孤波解轨道不稳定，在犮２＞

２（狆－１）

狆＋７

时，孤波解轨道稳定．

近年来有多位学者［１３－１８］研究了下列具有两个

非线性项的广义犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇方程

狌狋狋－狌狓狓＋狌狓狓狓狓－（犫１狌狆＋１＋

犫２狌
２狆＋１）狓狓 ＝０，狆＞０ （５）

　　显然，当狆＝１，犫２＝０时，方程（５）变为经典的

犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇方程（１）．当狆＝２时，方程（５）中的非线

性项是混合立方－五次方项，它一般出现在原子链

和形状记忆合金理论研究的一些模型中［１３－１４］．

文献［１５］利用待定假设方法求出了方程（５）的

精确孤波解．文献［１６－１７］采用不同的数值技术来

研究方程（５）的局部定态解，并分析了定态解的时空

演化规律．文献［１８］利用犖犲犺犪狉犻泛函证明了方程

（５）全局解的存在性和唯一性，并找到了该方程弱解

在有限时间内爆破的条件．

本文研究上述广义犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇方程（５）孤波解

的轨道稳定性．

需要指出的是，以往文献研究犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇型方

程孤波解的轨道稳定性问题主要集中于方程中仅含

有单个非线性项的特殊情形［９－１１］，而且其要求所考

虑的孤波解（φ犮，ψ犮）犜中的φ犮＞０．而本文所研究的

犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇型方程（５）具有两个非线性项．若把本文

所研究的方程（５）化为方程（３）的形式，则犳（狌）＝

－犫１狌狆
＋１－犫２狌

２狆＋１，这里，犳（狌）的表达式中有两

个非线性项，且犫１，犫２ 不取定符号，当狌＞０时，

犳（狌）不保持恒正．另外，方程（５）实际上有两个钟状

孤波解（φ犻，ψ犻）犜（犻＝１，２），其中，φ１（ξ）＞０，

φ２（ξ）＜０，文献［９－１１］中没有考虑孤波解（φ２（ξ），

ψ２（ξ））犜的轨道稳定性，而本文将研究（φ２，ψ２）犜的

轨道稳定性问题，故本文的研究内容是新的．由于

狆＝１，狆＝２时的方程（５）有实际背景，故对这两种

情形孤波解稳定性的研究具有实际意义，特别是本

文将研究方程中两个非线性项的相互作用对孤波解

轨道稳定性的影响，这在理论上是有意义的．本文中

首先应用犌狉犻犾犾犪犽犻狊犛犺犪狋犪犺犛狋狉犪狌狊狊的轨道稳定性理

论，导出了判断犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇方程（５）孤波解轨道稳

定的一般性结论．进一步，根据方程（５）的两个精确

钟状孤波解，推出了它们轨道稳定判别式的显式表

达式，从而具体给出了使这两个孤波解轨道稳定的

波速变化区间．本文还分析了方程（５）中两个非线性

项作用的大小对这两个孤波解轨道稳定波速变化区

间的影响．在方程（５）中，当低次非线性项占主要地

位时，使孤波解稳定的波速区间将变大；当高次非线

性项占主要地位时，使孤波解稳定的波速区间将变

小．而使孤波解轨道稳定的最大波速区间满足犮２∈

狆
狆＋２

，（ ）１ ．
为了后面讨论的方便，现将文献［１５］中求出的

犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇方程（５）两个精确孤波解的有关结果进

行引述．

引理１　令犮为波速，且设犮２－１＜０．

犪．若犫２＜０或犫２＝０且犫１＜０，则方程（５）有如

０１４
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下的钟状孤波解：

狌１（狓，狋）＝φ１（ξ）＝［犳１（狓－犮狋）］
１

狆 （６）

这里

犳１（ξ）＝
犃１狊犲犮犺

２α１
２
ξ

４＋犅１狊犲犮犺
２α１
２
ξ

，ξ＝狓－犮狋 （７）

α１＝狆 １－犮槡 ２ （８犪）

犃１＝
２（狆＋２） 狆＋槡 １（１－犮２）

（狆＋１）犫
２
１＋犫２（犮２－１）（狆＋２）槡 ２

（８犫）

犅１＝－２－
２犫１ 狆＋槡 １

（狆＋１）犫
２
１＋犫２（犮２－１）（狆＋２）槡 ２

（８犮）

　　犫．若狆使得狕
１
狆（狕＜０）有意义，当犫２＜０或

犫２＝０且犫１＞０，则方程（５）还有钟状孤波解

狌２（狓，狋）＝φ２（ξ）＝［犳２（狓－犮狋）］
１
狆 （９）

这里

　　犳２（ξ）＝
犃２狊犲犮犺

２ α２
２（ ）ξ

４＋犅２狊犲犮犺
２ α２
２（ ）ξ

，ξ＝狓－犮狋

（１０）

　　　　　　　　α２＝α１

犃２＝－犃１犅２＝－２＋

　　
２犫１ 狆＋槡 １

（狆＋１）犫
２
１＋犫２（犮２－１）（狆＋２）槡 ２

＝－４－犅１ （１１）

　　显然，在引理１条件下，函数犳１（ξ）恒正，犳２（ξ）

恒负．

应用犆０半群理论
［１９］，本文有关于方程（５）的柯

西问题解的局部存在性的如下结论：

引理２　对任意的狌０∈犡（犎１（犚）×犔２（犚）），

存在狋０＞０，狋０ 仅依赖于 狌０ 犡，使得方程（５）存在

唯一的解狌∈犆（［０，狋０）；犎１（犚）×犔２（犚）），满足

狌（）０ ＝狌０．

现定义犱（犮）：犚→犚 为犱（犮）＝犈（φ犮）－

犮犞（φ犮），仿照文献［２０］，可以验证方程（５）及其孤波

解满足轨道稳定性理论［２１－２２］的要求，进而可得下面

关于广义犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇方程孤波解轨道稳定的一般

性结论．

定理１　设犫２＜０或犫２＝０时犫１≠０，波速犮满

足犮２＜１，φ犮＝犜（犮狋）φ（狓）为方程（５）的孤波解，则

犪．若犱″（犮）＞０时，则φ犮 是轨道稳定的．犫．若

犱″（犮）＜０时，则φ犮是轨道不稳定的．

定理１中结论犫的证明参看文献［１１］，也可参

照文献［１１］中的方法给出证明．

２　广义犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇方程（５）孤立波的

轨道稳定性和不稳定性

　　为了考虑广义犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇方程（５）的钟状孤波解

的轨道稳定性，由定理１可知，只需要考查犱（犮）＝

犈（φ犮）－犮犞（φ犮）二阶导数犱″（）犮 的符号．此处

犱′（犮）＝ 犈′（φ犮），φ′［ ］犮 －犮 犞′（φ犮），φ′［ ］犮 －

犞（φ犮）＝－犞（φ犮）＝－犮∫犚
φ
２
犮犱狓 （１２）

　　首先讨论犫２＝０时方程（５）孤波解的轨道稳定

性，然后利用引理１中给出的两个孤波解φ犻犮（犻＝１，

２）的精确表达式，在０＜狆≤２条件下分别导出它们

的轨道稳定性判别式犱″（犮）和犱
～
″（犮）的显式表达

式．进一步利用分析方法，分别给出判别孤波解式

（６）和式（９）轨道稳定的充分条件．

２．１　犫２＝０时广义犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇方程孤立波解的轨

道稳定性

当犫２＝０时，广义犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇方程（５）可以化

为如下形式：

狌狋狋－狌狓狓－（犫１狌狆＋１）狓狓＋狌狓狓狓狓 ＝０ （１３）

　　根据引理１，即可推得下面关于方程（１３）孤波

解的结论．

命题１　设波速犮满足犮２＜１，犫１＜０或犫１＞０，

狆使 －犫（ ）１
１
狆在实数范围有意义，则方程（１３）有钟

状孤波解

狌（狓－犮狋） （＝ （狆＋２）（犮
２
－１）

２犫１
·

狊犲犮犺２ 狆 １－犮槡 ２

２
（狓－犮狋（ ）））

１
狆

（１４）

　　根据式（１２）和式（１４），有

犱′（犮）＝－犮
（狆＋２）（犮

２
－１）

２犫（ ）
１

２
狆

·

∫犚
狊犲犮犺

狆
２
１－犮槡 ２（ ）（ ）狓

４
狆

犱狓＝

－
狆＋２（ ）２

２
狆 ２犕

狆（－犫１）
２
狆

（１－犮２）
２
狆－
１
２犮

其中，犕＝∫犚狊犲犮犺
４
狆　狔犱狔＞０．上式关于犮求导得

犱″（犮）＝
２犕

狆（－犫１）
２
狆

狆＋２（ ）２

２
狆

（１－犮２）
４－３狆
２狆 ·

４

狆
犮２－（ ）１ （１５）

　　由于当犫１＜０或犫１＞０且使（－犫１）
１
狆在实数范

１１４
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围有意义时，总有（－犫１）
２
狆＞０．根据式（１５）可得，对

于广义犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇方程（１３）的孤波解式（１４），有

犱″（犮）

＞０，犮
２
＞狆／４

＝０，犮２＝狆／４

＜０，犮
２
＜狆／

烅

烄

烆 ４

（１６）

故得定理２．

定理２　设犫１＜０或犫１＞０且狆使（－犫１）
１
狆在

实数范围有意义，波速犮满足犮２＜１，则

犪．当０＜狆＜４时，若狆／４＜犮
２
＜１，犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇

型方程（１３）的孤波解式（１４）是轨道稳定的；否则，若

犮２＜狆／４＜１，方程的孤波解是轨道不稳定的．

犫．当狆≥４时，方程（１３）的孤波解（１４）也是轨

道不稳定的．

事实上，基于定理１、定理２中结论犪可直接从

式（１６）导出，而结论犫可从式（１５）推出．

当犫１＜０时，定理２与文献［９，１１］中的结论吻

合．定理２的结论表明，当犫１和狆满足定理２假设

条件，若方程（５）只含有一个非线性项犫１狌狆＋１时，犫１

取正或取负对钟状孤波解的稳定性没有影响．从式

（１６）也可以清楚地看出，犮２＝狆／４时，犱″（犮）＝０，此

时本文所用轨道稳定性判别法失效．

２．２　犫２＜０时广义犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇方程（５）孤波解式

（６）的轨道稳定性

基于引理１，始终假定方程（５）中犫２＜０．

２．２．１　孤波解式（６）的轨道稳定性判别式犱″（犮）

首先考察方程（５）的孤波解式（６）的轨道稳定性

判别式犱　″（犮）．为方便起见，式（６）可改写为

狌１（狓，狋）＝φ１（ξ）＝
１

犱１＋犱２犮狅狊犺
２犱３（ξ［ ］）

１
狆

（１７）

其中，ξ＝狓－犮狋．

犱１＝
犅１
犃１
＝

　－
（狆＋１）犫

２
１＋犫２（犮２－１）（狆＋２）槡 ２

＋犫１ 狆＋槡 １

（狆＋２） 狆＋槡 １（１－犮２）
（１８）

犱２＝
４
犃１
＝
２ （狆＋１）犫

２
１＋犫２（犮２－１）（狆＋２）槡 ２

（狆＋２） 狆＋槡 １（１－犮２）
（１９）

犱３＝
狆
２
１－犮槡 ２ （２０）

　　在式（１２）中，取φ犮（狓）＝φ１（狓），则有

犱′（犮）＝－犮∫犚

１
犱１＋犱２犮狅狊犺

２（犱３狓［ ］）
２
狆

犱狓 （２１）

　　为讨论犱″（犮）的正负号，先对式（２１）中的被积

函数求关于犮的导数，得

犱
犱犮

１
犱１＋犱２犮狅狊犺

２（犱３狓（ ））
２
狆

＝－
２

狆

１
犱１＋犱２犮狅狊犺

２（犱３狓（ ））
２
狆－１

·　　　　　　　　　

（
　　　

犱′１－
犱１犱′２
犱 ）
２
＋
犱′２
犱 （２ 犱１＋犱２犮狅狊犺２（犱３狓 ））＋２犱２犱′３狓犮狅狊犺（犱３狓）狊犺（犱３狓）

（犱１＋犱２犮狅狊犺２（犱３狓））２
（２２）

　　由于犱１＋犱２犮狅狊犺
２（犱３狓）→∞（当狓→∞），当

０＜狆≤２时，
１

犱１＋犱２犮狅狊犺
２（犱３狓（ ））

２
狆－１

或是趋于０

（狓→∞）的有界函数，或是常数１．由式（２２）可知，

∫犚
犱
犱犮

１
犱１＋犱２犮狅狊犺

２（犱３狓［ ］）
２
狆

犱狓具内闭一致收敛

性，故根据含参量积分的求导方法及式（２１）和式

（２２），当０＜狆≤２时，有

犱″（）犮 ＝－∫犚

１
犱１＋犱２犮犺

２ 犱３（ ）（ ）狓

２
狆

犱狓－犮∫犚

犱
犱犮

１
犱１＋犱２犮犺

２ 犱３（ ）（ ）狓

２
狆

犱狓＝

－∫犚

１
犱１＋犱２犮狅狊犺

２（犱３狓（ ））
２
狆

犱狓＋
２犮
狆∫犚

１
犱１＋犱２犮狅狊犺

２（犱３狓（ ））
２
狆－１

·

　　　　

犱′１－
犱１犱′２
犱（ ）
２
＋
犱′２
犱
（

２
犱１＋犱２犮狅狊犺

２（犱３狓 ））＋２犱２犱′３狓犮狅狊犺（犱３狓）狊犻狀犺（犱３狓）
（犱１＋犱２犮狅狊犺２（犱３狓））２

犱狓 （２３）

　　利用分部积分方法，可得

　　∫犚

狓犮狅狊犺犱３（ ）狓狊犻狀犺犱３（ ）狓
犱１＋犱２犮狅狊犺

２ 犱３（ ）（ ）狓 ２犱狓＝

　　　　
１

２犱２犱３∫犚

狓犱 犱１＋犱２犮狅狊犺
２ 犱３（ ）（ ）狓

犱１＋犱２犮狅狊犺
２ 犱３（ ）（ ）狓 ２犱狓＝

２１４
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１

２犱２犱３∫犚

１
犱１＋犱２犮狅狊犺

２ 犱３（ ）狓
犱狓

　　再利用积分中值公式，并将上式代入式（２３），得

犱″（）犮＝
１

犱１＋犱２犮狅狊犺
２ 犱３狓（ ）（ ）

２
狆－１

（）犐犮 （２４）

其中，狓∈犚．

（）犐犮 ＝－∫犚

犱狓
犱１＋犱２犮犺

２ 犱３（ ）狓
＋

　
２犮
狆
犱′１－

犱１犱′２
犱（ ）
２

·

　∫犚

犱狓
犱１＋犱２犮犺

２ 犱３（ ）（ ）狓 ２＋

　
２犮
狆

犱′２
犱２
＋
犱′３
犱（ ）
３∫犚

犱狓
犱１＋犱２犮犺

２ 犱３（ ）狓
（２５）

由于

∫犚

犱狓
犱１＋犱２犮犺

２ 犱３（ ）（ ）狓 ２＝
１６
犱２２
·

　∫犚

犲４犱３狓

犲２犱３狓＋２
犱１
犱２
＋（ ）１

２

＋１－ ２
犱１
犱２
＋（ ）１［ ］

２ ２犱狓

作代换狕＝犲２犱３狓＋２
犱１
犱２
＋１，狕狓＝２犱３犲２犱３狓，则

　∫犚

犱狓
犱１＋犱２犮犺

２ 犱３（ ）（ ）狓 ２＝
８
犱２２犱３

·

　　　∫
＋∞

２
犱１
犱２
＋１

狕－１－２
犱１
犱２

狕２＋１－ ２
犱１
犱２
＋（ ）１［ ］

２ ２犱狕＝

　　　
４
犱２２犱３

－
４２犱１＋犱（ ）２

犱３ －４犱１ 犱２＋犱（ ）［ ］１

３
２

·

［　　　
π
２
－犪狉犮狋犪狀

２犱１＋犱２

－４犱１ 犱２＋犱（ ）槡 １

－

　　　
１
犱２２
２犱１＋犱（ ）２ －４犱１ 犱２＋犱（ ）槡 ］１

　　通过作与计算上式相同的变量代换，可得

∫犚

犱狓
犱１＋犱２犮犺

２（犱３狓）
＝
２
犱２犱３

·　　　　

　　　∫
＋∞

２
犱１
犱２
＋１

犱狕

狕２＋１－ ２
犱１
犱２
＋（ ）１

２＝

　　　
２

犱３ －４犱１ 犱２＋犱（ ）槡 １

·

　　　
π
２
－犪狉犮狋犪狀

２犱１＋犱２

－４犱１ 犱２＋犱（ ）槡
［ ］

１

（２６）

　　将以上两个积分算式代入式（２５），可得

　　 （）犐犮 ＝
２犮
狆

４
犱２２犱３

犱′１－
犱１犱′２
犱（ ）
２

·

　　　　　 １－
２犱１＋犱（ ）２ ２

４犱１ 犱２＋犱（ ）［ ］
１
＋

［　　　　　 －１＋
犮
狆
犱′１－

犱１犱′２
犱（ ）
２

·

　　　　　
２犱１＋犱２
犱１ 犱２＋犱（ ）１

＋
２犮
狆

犱′２
犱２
＋
犱′３
犱（ ）］
３

·

　　　　　
２

犱３ －４犱１ 犱２＋犱（ ）槡 １

·

　　　　　
π
２
－犪狉犮狋犪狀

２犱１＋犱２

－４犱１ 犱２＋犱（ ）槡
［ ］

１

（２７）

　　经计算可得

犱′１－
犱１犱′２
犱２

＝－
犮犫１犫２ 狆＋（ ）２

（犮２－１）犫２１狆＋犫
２
１＋犫２犮

２
狆
２
＋４犫２犮

２
狆＋４犫２犮

２
－犫２狆

２
－４犫２狆－４犫（ ）２

（２８）

犱′２
犱２
＋
犱′３
犱３
＝－

犮犫２１ 狆＋（ ）１
（犮２－１）犫２１狆＋犫

２
１＋犫２犮

２
狆
２
＋４犫２犮

２
狆＋４犫２犮

２
－犫２狆

２
－４犫２狆－４犫（ ）２

（２９）

２犱１＋犱２
犱１ 犱２＋犱（ ）１

＝－
２犫１ 狆＋（ ）１
犫２ 狆＋（ ）２

（３０）

　　将式（２８）—（３０）代入式（２７），得

（）犐犮 ＝
２犮
狆

４
犱２２犱３

犱′１－
犱１犱′２
犱（ ）
２

·

　 １－
２犱１＋犱（ ）２ ２

４犱１ 犱２＋犱（ ）［ ］
１
－

２

犱３ －４犱１ 犱２＋犱（ ）槡 １

·

　
π
２
－犪狉犮狋犪狀

２犱１＋犱２

－４犱１ 犱２＋犱（ ）槡
［ ］

１

＝

　
－８犫１犮

２

狆犱
２
２犱３

１
（狆＋２）（犮

２
－１）２

－

　
２

犱３ －４犱１ 犱２＋犱（ ）槡 １

·

　
π
２
－犪狉犮狋犪狀

２犱１＋犱２

－４犱１ 犱２＋犱（ ）槡
［ ］

１

（３１）

记

　　　　　　　犽＝
－ 狆＋槡 １犫１
（狆＋２） －犫槡 ２

　犕１＝
２犱１＋犱２

－４犱１ 犱２＋犱（ ）槡 １

·

　　　　 π－２犪狉犮狋犪狀
２犱１＋犱２

－４犱１ 犱２＋犱（ ）槡（ ）［ ］
１

（３２）

３１４
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则

２犱１＋犱２

－４犱１ 犱２＋犱（ ）槡 １

＝－
犫１ 狆＋槡 １

－犫槡 ２ 狆＋（ ）２
·

１

１－犮槡 ２
＝

犽

１－犮槡 ２
（３３犪）

犕１＝
犽

１－犮槡 ２
π－２犪狉犮狋犪狀

犽

１－犮槡（ ）［ ］２
（３３犫）

　　将式（３２）—（３３）代入式（３１），得

犐（犮）＝
１
犱 ［３ －８犫１犮

２

狆犱
２
２

１
（狆＋２）（犮

２
－１）２

－

　　
１

２犱１＋犱２
犕 ］１ ＝

（狆＋２）犫１
犱 ［
３

－２犮
２

狆
·

　　
狆＋１

犫２１（狆＋１）＋犫２（犮
２
－１）（狆＋２）

２＋
１－犮

２

２犫２１
犕 ］１ （３４）

且

犱″（）犮 ＝
１

犱１＋犱３犮犺
２ 犱３狓（ ）（ ）

２
狆－１ 狆＋（ ）２犫１

犱３
·

［　 －２犮
２

狆
狆＋１

犫２１ 狆＋（ ）１＋犫２ 犮２－（ ）１ 狆＋（ ）２２＋

　
１－犮

２

２犫２１
犕 ］１ （３５）

２．２．２　孤波解式（６）的轨道稳定性

首先，由于孤波解式（６）中函数φ１（ξ）恒正，

犱３＞０，根据式（２４）和式（３１）可知，当犫１＞０时，有

犐（犮）＜０，进而犱″（犮）＜０．故当犫１＞０时，孤波解式

（６）是轨道不稳定的．

现考虑犫１＜０时孤波解式（６）的轨道稳定性．

考察式（３４）和式（３５）中的犕１．当犫１＜０时，根

据式（３２），易知此时犽＞０，若设狓＝
犽

１－犮槡 ２
，则

狓∈ ０，＋∞（ ）．令犵（ ）狓 ＝狓 π－２犪狉犮狋犪狀（ ）狓 ，有

犵′（ ）狓 ＝π－２犪狉犮狋犪狀狓－
２狓
１＋狓

２

犵″（ ）狓 ＝－
４

１＋狓（ ）２ ２＜０

　　犵（）狓 在狓０处取极大值，这里，狓０满足犵′狓（ ）０ ＝

０，有

犵狓（ ）０ ＝狓０ π－２犪狉犮狋犪狀狓（ ）０ ＝
２狓２０
１＋狓

２
０
＜２

又

犾犻犿
狓→＋∞

犕１＝犾犻犿
狓→＋∞
犵（ ）狓 ＝犾犻犿

狓→＋∞
狓（π－２犪狉犮狋犪狀狓）＝２

故根据微积分知识推得，当犫１＜０时，犕１∈ ０，（ ）２ ．

现考虑式（３５），易知在犫１＜０情形，犱″（犮）＞０

等价于

－２犮
２

狆
狆＋１

犫２１（狆＋１）＋犫２（犮
２
－１）（狆＋２）

２＋

１－犮
２

２犫２１
犕１＜０

　　由于犕１∈ ０，（ ）２ ，有

－２犮
２

狆
狆＋１

犫２１（狆＋１）＋犫２（犮
２
－１）（狆＋２）

２＋

　　
１－犮

２

２犫２１
犕１＜

－２犮
２

狆
·

　　
狆＋１

犫２１（狆＋１）＋犫２（犮
２
－１）（狆＋２）

２＋
１－犮

２

犫２１

因此，若

－２犮
２

狆
狆＋１

犫２１（狆＋１）＋犫２（犮
２
－１）（狆＋２）

２＋

１－犮
２

犫２１
＜０ （３６）

则犐（犮）＞０，进而犱″（犮）＞０．由此可知，若式（３６）条

件成立，方程（５）的孤波解（６）是轨道稳定的．

显然，式（３６）等价于下式

狆犫２（狆＋２）
２犮４＋（狆＋２）［犫

２
１（狆＋１）－

２狆犫２（狆＋２）］犮
２
－狆［犫

２
１（狆＋１）－

犫２（狆＋２）
２］＞０ （３７）

令犮２＝狋，解方程

狆犫２（狆＋２）
２狋２＋（狆＋２）［犫

２
１（狆＋１）－

２狆犫２（狆＋２）］狋－狆［犫
２
１（狆＋１）－

犫２（狆＋２）
２］＝０

可得

狋１＝
－（狆＋１）犫

２
１

２狆（狆＋２）犫２
＋

狆＋槡 １犫１
２狆（狆＋２）犫２

·

犫２１（狆＋１）－８狆犫槡 ２＋１ （３８）

狋２＝
－（狆＋１）犫

２
１

２狆（狆＋２）犫２
－

狆＋槡 １犫１
２狆（狆＋２）犫２

·

犫２１（狆＋１）－８狆犫槡 ２＋１ （３９）

　　由于始终假定犫２＜０，故易知在犫１＜０的条件

下，有０＜狋２＜１，狋１＞１．又因为本文要求波速满足

犮２＜１，所以，当犮满足

　１＞犮
２
＞
－（狆＋１）犫

２
１

２狆（狆＋２）犫２
－

　　
狆＋槡 １犫１

２狆（狆＋２）犫２
犫２１（狆＋１）－８狆犫槡 ２＋１ （４０）

时，式（３７）成立，此时犱″（犮）＞０．由此可知，方程（５）

的孤波解式（６）在犮满足式（４０）条件下是轨道稳

４１４
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定的．

综合上述讨论，可得定理３．

定理３　设犫２＜０，０＜狆≤２，犮
２
＜１，则对于方

程（５）的孤波解式（６），有

犪．当犫１＞０时，孤波解式（６）是轨道不稳定的．

犫．当犫１＜０时，若波速犮满足式（４０），孤波解

式（６）是轨道稳定的．

２．３　犫２＜０时广义犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇方程（５）孤波解式

（９）的轨道稳定性

２．３．１　孤波解式（９）的轨道稳定性判别式犱
～
″（犮）

为不致混淆，将与孤波解式（９）对应的稳定性判

别式记为犱
～（犮），现研究犱

～
″（犮）．

在式（１２）中，取φ犮（狓）＝φ２（狓），则

犱
～
′（犮）＝－犮∫犚

［φ２（狓）］２犱狓＝

－犮∫犚

犃２狊犲犮犺
２ α２
２（ ）狓

４＋犅２狊犲犮犺
２ α２
２（ ）

熿

燀

燄

燅
狓

２
狆

犱狓 （４１）

式（４１）可化为

犱
～
′（犮）＝－犮∫犚

１

犱
—

１＋犱
—

２犮狅狊犺
２（犱

—

３狓
［ ］）

２
狆

犱狓（４２）

其中，犱
—

１＝
犅２
犃２
，犱
—

２＝
４
犃２
，犱
—

３＝
α２
２
．类似于前面对φ１（ξ）

轨道稳定性的讨论，当０＜狆≤２时，有

犱
～
″（）犮＝

１

犱
—

１＋犱
—

２犮狅狊犺
２（犱

—

３狓０（ ））
２
狆－１

犐
～（犮）（４３）

其中，狓０∈犚．

犐
～（）犮 ＝

２犮
狆

４

犱
—
２
２犱
—

３

犱
—

′１－
犱
—

１犱
—

′２

犱
—（ ）
２

·

　 １－
２犱
—

１＋犱
—

（ ）２ ２

４犱
—

１ 犱
—

２＋犱
—

（ ）［ ］
１

［＋ １－犮狆 犱
—

′１－
犱
—

１犱
—

′２
犱（ ）
２

·

　
２犱
—

１＋犱
—

２

犱
—

１ 犱
—

２＋犱
—

（ ）１
－
２犮
狆

犱
—

′２

犱
—

２

＋
犱
—

′３

犱
—（ ）］
３

·

　
２

犱
—

３ －４犱
—

１ 犱
—

２＋犱
—

（ ）槡 １

·

　
π
２
＋犪狉犮狋犪狀

２犱
—

１＋犱
—

２

－４犱
—

１ 犱
—

２＋犱
—

（ ）槡
［ ］

１

（４４）

　　由于犱
—

１，犱
—

２，犱
—

３与犱１，犱２，犱３有下列关系：

犱
—

１＝
犅２
犃２
＝
４
犃１
＋
犅１
犃１
＝犱１＋犱２

犱
—

２＝
４
犃２
＝－

４
犃１
＝－犱２

犱
—

３＝
α２
２
＝犱

烅

烄

烆
３

（４５）

于是，有

２犱
—

１＋犱
—

２＝２犱１＋犱２

犱
—

１（犱
—

１＋犱
—

２）＝犱１（犱１＋犱２）

犱
—

′１－
犱
—

１犱
—

′２

犱
—

２

＝犱′１－
犱１犱′２
犱２

犱
—

′２

犱
—

２

＋
犱
—

′３

犱
—

３

＝
犱′２
犱２
＋
犱′３
犱３

　　将以上各式代入式（４４），并利用式（２８）—

（３０），得

犐
～（）犮 ＝

２犮
狆

４
犱２２犱３

犱′１－
犱１犱′２
犱（ ）
２

·

　 １－
２犱１＋犱（ ）２ ２

４犱１ 犱２＋犱（ ）［ ］
１

［＋ １－犮狆 犱′１－
犱１犱′２
犱（ ）
２

·

　
２犱１＋犱２
犱１ 犱２＋犱（ ）１

－
２犮
狆

犱′２
犱２
＋
犱′３
犱（ ）］
３

·

　
２

犱３ －４犱１ 犱２＋犱（ ）槡
［

１

π
２
＋

　犪狉犮狋犪狀
２犱１＋犱２

－４犱１ 犱２＋犱（ ）槡
］

１

＝

　
－８犫１犮

２

狆犱
２
２犱３

１
（狆＋２）（犮

２
－１）２

＋

　
２

犱３ －４犱１ 犱２＋犱（ ）槡 １

·

　
π
２
＋犪狉犮狋犪狀

２犱１＋犱２

－４犱１ 犱２＋犱（ ）槡
［ ］

１

（４６）

　　由于有式（３２）和式（３３），若记

犕２＝
２犱１＋犱２

－４犱１（犱２＋犱１槡 ）

［

·

π＋ （２犪狉犮狋犪狀
２犱１＋犱２

－４犱１（犱２＋犱１槡
）］）

则

　犕２＝
犽

１－犮槡 ２
π＋２犪狉犮狋犪狀

犽

１－犮槡（ ）［ ］２
（４７）

于是

犐
～（犮）＝

１
犱 ｛３ －８犫１犮

２

狆犱
２
２

１
（狆＋２）（犮

２
－１）２

＋

５１４
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１

２犱１＋犱２
犕 ｝２ ＝

（狆＋２）犫１
犱 ［
３

－２犮
２

狆
·

　　
狆＋１

犫２１（狆＋１）＋犫２（犮
２
－１）（狆＋２）

２－

　　
１－犮

２

２犫２１
犕 ］２ （４８）

犱
～
″（）犮 ＝

１

犱
—

１＋犱
—

２犮犺
２犱
—

３狓（ ）
０

２
狆－１（狆＋２）犫１

犱３
·

［　　
－２犮

２

狆
狆＋１

犫２１（狆＋１）＋犫２（犮
２
－１）（狆＋２）

２－

　　
１－犮

２

２犫２１
犕 ］２ （４９）

２．３．２　孤波解式（９）的轨道稳定性

首先注意到，当犫１＜０时，根据式（４６）可知，

犐
～（犮）＞０．由于孤波解式（９）中函数犳２（ξ）恒负，易

知式 （４３）中
１

犱
—

１＋犱
—

２犮犺
２犱
—

３狓（ ）
０

２
狆－１

恒负，从而

犱
～
″（）犮 ＜０．由此可知，当犫１＜０时，方程（５）的孤波

解式（９）轨道不稳定．

现考虑犫１＞０的情形．考察式（４８）和式（４９）中

的犕２．

当犫１＞０时，根据式（３２）易知，此时犽＜０，若设

狓＝
犽

１－犮槡 ２
，则狓∈ －∞，（ ）０ ．又

犾犻犿
狓→－∞

犕２＝犾犻犿
狓→－∞
狓（π＋２犪狉犮狋犪狀狓）＝－２

故用对 犕１ 分析时同样的微积分知识，可证

犕２∈ －２，（ ）０ ．

根据式（４９）可知，在犫１＞０的情形，犱
～
″（）犮 ＞０

等价于

－２犮
２

狆
狆＋１

犫２１ 狆＋（ ）１＋犫２ 犮２－（ ）１ 狆＋（ ）２２－

１－犮
２

２犫２１
犕２＜０

由于犕２∈ －２，（ ）０ ，有

－２犮
２

狆
狆＋１

犫２１（狆＋１）＋犫２（犮
２
－１）（狆＋２）

２－

　　
１－犮

２

２犫２１
犕２＜

－２犮
２

狆
·

　　
狆＋１

犫２１（狆＋１）＋犫２（犮
２
－１）（狆＋２）

２＋
１－犮

２

犫２１

因此，若

－２犮
２

狆
狆＋１

犫２１（狆＋１）＋犫２（犮
２
－１）（狆＋２）

２＋

１－犮
２

犫２１
＜０ （５０）

则必有犱
～
″（犮）＞０．由此可知，在犫１＞０情形，犮满足

式（５０）条件下，方程（５）的孤波解式（９）是轨道稳

定的．

注意到不等式（５０）与式（３６）完全相同，但当

犫２＜０，犫１＞０时，有０＜狋１＜１，狋２＞１．这里，狋１，狋２

分别由式（３８）和式（３９）给定．故易知，在犫２＜０，

犫１＞０情况下，当犮满足

１＞犮
２
＞
－（狆＋１）犫

２
１

２狆（狆＋２）犫２
＋

狆＋槡 １犫１
２狆（狆＋２）犫２

·

犫２１（狆＋１）－８狆犫槡 ２＋１ （５１）

时，式（５０）成立，从而犱
～
″（犮）＞０成立．由此可知，方

程（５）的孤波解式（９）在犫１＞０，犮满足式（５１）情况

下是轨道稳定的．

综合上述讨论，可得定理４．

定理４　设犫２＜０，０＜狆≤２，犮
２
＜１，则对于方

程（５）的孤波解式（９），有

犪．当犫１＜０时，此孤波解式（９）是轨道不稳

定的；

犫．当犫１＞０时，且波速犮满足式（５１），则孤波

解式（９）是轨道稳定的．

３　多个非线性项对方程（５）的孤波解

轨道稳定性的影响

３．１　方程（５）中两个非线性项对稳定性区间的影响

结合定理２—４进行讨论．根据定理２可知，当

０＜狆＜４时，若狆／４＜犮
２
＜１，则具有一个非线性项

（犫２＝０时）的犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇型方程（５）的孤波解式（１４）

是轨道稳定的，此结论和文献［９，１１］的吻合．若犫２＜

０，定理３和定理４中给出了具有两个非线性项的

犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇型方程（５）的孤波解式（６）和式（９）轨道稳

定性的结论．由定理３可知，对于孤波解式（６），当

犫１＜０且波速犮满足犮
２
∈（狋２，１）时（这里狋２由式（３９）

给定），则它是轨道稳定的；而对于孤波解式（９），若

犫１＞０且波速犮满足犮
２
∈（狋１，１）时（这里狋１由式（３８）

给定），则它是轨道稳定的．现分析方程（５）中两个非

线性项对使孤波解轨道稳定的波速区间的影响．为了

便于分析，在所研究的方程（５）中，取犫１＝－１，犫２＝

－１．此时，根据定理３可知，当波速犮满足

１＞犮
２
＞

狆＋１
２狆（狆＋２）

－
狆＋槡 １

２狆（狆＋２）
９狆＋槡 １＋１ （５２）

时，对应的孤波解式（６）是轨道稳定的，而此时，根据

定理４中结论犪可知，孤波解式（９）是轨道不稳定

６１４
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的．根据定理２，此时使具有一个非线性项（犫２＝０

时）的犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇型方程（５）的孤波解式（１４）轨道
稳定的波速区间为犮２∈

狆
４
，（ ）１ ．令

犳（狆）＝
狆＋１

２狆（狆＋２）
－

狆＋槡 １
２狆（狆＋２）

９狆＋槡 １＋１－
狆
４
＝
２狆＋２－２ 狆＋槡 １ ９狆＋槡 １＋４狆（狆＋２）－狆

２（狆＋２）

４狆（狆＋２）

因为

２狆＋２－２ 狆＋槡 １ ９狆＋槡 １＋４狆（狆＋２）－

狆
２（狆＋２）＞狆

２（２－狆）

由此可推知

（ ）犳狆 ＝
狆＋１

２狆 狆＋（ ）２
－

狆＋槡 １
２狆 狆＋（ ）２

９狆＋槡 １＋

１－
狆
４
＞０，０＜狆≤２ （５３）

狆＋１
２狆（狆＋２）

－
狆＋槡 １

２狆（狆＋２）
９狆＋槡 １＋

１＞
狆
４
，０＜狆≤２ （５４）

　　上述分析表明，对比方程（５）中犫２＝０的情形，

当方程（５）中具有两个非线性项时，使孤波解式（６）

轨道稳定的波速区间变小了．类似地可以说明，方程

（５）孤波解式（９）的轨道稳定的波速区间也比犫２＝０

时方程（５）孤波解的轨道稳定的波速区间小．

３．２　方程（５）中高低次非线性项分别占主要地位时

对孤波解稳定性区间的影响

现讨论方程（５）中高低次非线性项分别占主要

地位时对孤波解稳定性区间的影响．

犪．对孤波解式（６）轨道稳定的波速区间的影响

根据定理３，当犫１＜０时，使孤波解式（６）轨道

稳定的波速犮满足犮２∈（狋２，１）．由式（３９）可知

狋２＝
－（狆＋１）犫

２
１

２狆（狆＋２）犫２
－

狆＋槡 １犫１
２狆（狆＋２）犫２

·

犫２１（狆＋１）－８狆犫槡 ２＋１＝
－４ 狆＋槡 １
（狆＋２）

·

１

狆＋槡 １＋ 狆＋１＋
８狆 犫２
犫槡（ ）２
１

＋１ （５５）

　　由式（５５）可以看出

当 犫２
犫２１

变小时，狋２ 变小，当
犫２
犫２１

→０时，

狋２→
狆
狆＋２

；

当 犫２
犫２１

变大时，狋２ 变大，当
犫２
犫２１

→＋∞时，

狋２→１．

这表明方程（５）中，当低次非线性项占主要地位

时，使孤波解式（６）稳定的波速区间将变大，而当高

次非线性项占主要地位时，使孤波解式（６）稳定的波

速区间将变小，使孤波解（６）轨道稳定的最大波速区

间满足犮２∈
狆
狆＋２

，（ ）１ ．
犫．对孤波解式（９）轨道稳定的波速区间的影响

根据定理４，当犫１＞０时，使孤波解式（９）轨道

稳定的波速犮满足犮２∈（狋１，１）．由式（３８）可知

狋１＝
－（狆＋１）犫

２
１

２狆（狆＋２）犫２
＋

狆＋槡 １犫１
２狆（狆＋２）犫２

·

　　 犫２１（狆＋１）－８狆犫槡 ２＋１＝
－４ 狆＋槡 １
（狆＋２）

·

　　
１

狆＋槡 １＋ （狆＋１）＋
８狆 犫２
犫槡（ ）２
１

＋１（５６）

　　由式（５６）可以看出

当 犫２
犫２１

变小时，狋１ 变小，当
犫２
犫２１

→０时，

狋１→
狆
狆＋２

；

当 犫２
犫２１

变大时，狋１ 变大，当
犫２
犫２１

→＋∞时，

狋１→１．

由此可知，对孤波解式（９）而言，方程中两个非

线性项的大小对其轨道稳定波速区间的影响是与孤

波解式（６）相同的，使孤波解式（９）轨道稳定的最大

波速区间同样是犮满足犮２∈
狆
狆＋２

，（ ）１ ．
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犵犲狀犲狉犪犾犻狕犲犱犫狅狌狊狊犻狀犲狊狇犲狇狌犪狋犻狅狀狑犻狋犺犮狅犿犫犻狀犲犱狆狅狑犲狉

狋狔狆犲 狀狅狀犾犻狀犲犪狉犻狋犻犲狊［犑］．犑狅狌狉狀犪犾狅犳 犕犪狋犺犲犿犪狋犻犮犪犾

犃狀犪犾狔狊犻狊犪狀犱犃狆狆犾犻犮犪狋犻狅狀狊，２０１４，４１０（１）：４２７－４４４．

［１９］　犘犪狕狔犃．犛犲犿犻犵狉狅狌狆狊 狅犳 犾犻狀犲犪狉 狅狆犲狉犪狋狅狉狊 犪狀犱

犪狆狆犾犻犮犪狋犻狅狀狊狋狅狆犪狉狋犻犪犾犱犻犳犳犲狉犲狀狋犻犪犾犲狇狌犪狋犻狅狀狊［犕］．犖犲狑

犢狅狉犽：犛狆狉犻狀犵犲狉，１９８３．

［２０］　张卫国，秦英豪，李仪．广义犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇方程孤立波的

轨道不稳定性［犑］．上海理工大学学报，２００９，３１（２）：

１０３－１０７．

［２１］　犌狉犻犾犾犪犽犻狊犕，犛犺犪狋犪犺犑，犛狋狉犪狌狊狊犠．犛狋犪犫犻犾犻狋狔狋犺犲狅狉狔狅犳

狊狅犾犻狋犪狉狔狑犪狏犲狊犻狀狋犺犲狆狉犲狊犲狀犮犲狅犳狊狔犿犿犲狋狉狔，犐［犑］．

犑狅狌狉狀犪犾狅犳 犉狌狀犮狋犻狅狀犪犾 犃狀犪犾狔狊犻狊，１９８７，７４ （１）：

１６０－１９７．

［２２］　犌狉犻犾犾犪犽犻狊犕，犛犺犪狋犪犺犑，犛狋狉犪狌狊狊犠．犛狋犪犫犻犾犻狋狔狋犺犲狅狉狔狅犳

狊狅犾犻狋犪狉狔狑犪狏犲狊犻狀狋犺犲狆狉犲狊犲狀犮犲狅犳狊狔犿犿犲狋狉狔，犐犐［犑］．

犑狅狌狉狀犪犾狅犳 犉狌狀犮狋犻狅狀犪犾 犃狀犪犾狔狊犻狊，１９９０，９４ （２）：

３０８－３４８．
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