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变质量振动系统的求解与分析
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摘要：对变质量碰撞振动系统进行求解分析，研究系统参振质量变化时对系统动力学的影响．采用

渐近法对变质量振动方程进行近似解析求解，并运用龙哥库塔法进行数值计算．结果表明，渐近解

析法与数值法响应一致，渐近法对于解非线性系统动力行为是有效的；且由计算结果可知，变质量

会使系统响应产生一定的突变．振动方程中的参振质量变化系数和质量变化频率分别影响系统突

变的振幅和周期．当参振质量变化系数为零时，系统响应平稳；该系数越大，系统响应的突变振幅也

越大．激振频率与质量变化频率比值越大，响应突变的周期越大．
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　第５期 杜妍辰，等：变质量振动系统的求解与分析 　

　　日常生活中，大多数系统为多参数非线性系统．
若在系统运动过程中，某些参数会随时间变化而变

化，该系统则被称为时变系统［１］．例如，飞机的整机

质量会随燃油的消耗而减小，起重机的吊绳会随其

升高而缩短，这些便是参数时变系统．碰撞振动是日

常生活中常见的一种现象，其涉及的科学领域非常

广泛，如数学、物理、化学、机械工程，甚至生理学和

医学．通常，由于参振质量为多体组成，则碰撞振动

过程中的参振质量会随时间变化而变化．时变系统

的振动问题在理论上和工程应用中都具有重要的研

究价值，但国内对于变质量振动系统的研究甚少．
变质量碰撞振动系统多为强非线性动力系统，

对于非线性系统周期解的传统解析方法有：传统小

参数法、平均法、渐近法、多尺度法等．近似解析法虽

然便于分析系统参数对振动系统的影响，但如果要

获得高精度解，一般结合解析法和数值法进行计算．
常用的数值计算方法是基于犕犪狋犾犪犫的龙哥库塔法．

对于变参数系统所能采用的近似解析方法有渐

近法和平均法［２］．平均法是将系统中的解的振幅和

相位角看作随时间缓慢变化，将振幅和相位展开成

富氏级数，并在一个周期内取平均值进行求解．该方

法简单，但精确度不高．本文采用渐近法对方程进行

近似求解．渐近法也称三级数法或犓犅犕法，是由前

苏联学者包戈留包夫和米特罗波尔斯基提出

的［３－４］．该方法将方程的解、振幅和相位表示为参振

质量变化系数ε的幂级数函数，然后用分离变量法

求出这些幂级数函数的未知系数［５］．

１　动力学方程及求解

１．１　动力学方程

描述变质量振动系统的动力学方程为

犱
犱狋
犿（狋）

犱狓
犱［ ］狋 ＋犮

犱狓
犱狋
＋犽狓＝犉０狊犻狀（ω狋）（１）

式中，犿（狋）为系统参振质量；犮为阻尼系统；犽为刚

度系数；ω为激振频率；犉０为激振力幅值．

犿（狋）是一个时变函数，随时间发生变化．对碰

撞系统来说，碰撞质量引起的非线性力的变化是缓

慢的，因此为了简便计算，犿（狋）可以用其在一个振

动周期中的平均值来代替［６］，这里只计入常数项和

亚谐波项，省略谐波项部分．可以认为质量围绕某一

数值上下波动，其频率常常是系统激振频率的整约

数［７－８］，并简化得

犿（狋）＝犿０ １＋ε狊犻狀（ω犪狋＋φ［ ］） （２）

式中，ε为参振质量变化系数，也称之为小参数；ω犪
为质量变化频率，ω犪＝ω／狀，狀为整数．

对式（２）求导得

犿′（狋）＝εω犪犿０［犮狅狊（ω犪狋＋φ）］ （３）

　　化简式（１）并整理得

犱２狓
犱狋２
＋
犽
犿（狋）

狓＝－
犮＋犿′（狋）

犿（狋）
犱狓
犱狋
＋
犉０狊犻狀（ω狋）

犿（狋）

（４）

１．２　方程的近似求解

对动力学方程采用渐近法求解，式（４）可简化为

以下形式

犱２狓
犱狋２
＋ω０

２狓＝ε犳０ ω狋，
犱狓
犱（ ）狋 （５）

式中

ω０
２
＝犽／犿（狋）

ε犳０ ω狋，
犱狓
犱（ ）狋＝犮＋犿′

（狋）

犿（狋）
犱狓
犱狋
＋
犉０狊犻狀（ω狋）

犿（狋
烅
烄

烆 ）

（６）

谐解

狓＝犃犮狅狊ψ （７）

式中，振幅犃为常数；相位角ψ＝ω０狋＋φ，φ为初

相位；犱犃
犱狋
＝０，
犱ψ
犱狋
＝ω０．

若系统中存在非线性作用力犳０ ω狋，
犱狓
犱（ ）狋 ，即

ε≠０，那么

犪．振幅犃将随着时间狋变化；

犫．相位角ψ是时间狋的非线性函数；

犮．方程的解中含有高次谐波成分，有时还含有

次谐波．

考虑到非线性作用力的影响，假设式（５）的解为

以下形式

　狓＝犃犮狅狊ψ＋ε狌１（犃，ψ，ω狋）＋

　　ε
２狌２（犃，ψ，ω狋）＋…＋ε狀狌狀（犃，ψ，ω狋） （８）

其中，犃和ψ是时间狋的周期函数，狌１（犃，ψ，ω狋），

狌２（犃，ψ，ω狋），…，狌狀（犃，ψ，ω狋）是以振幅犃、相位

角ψ及激振频率ω为参数的函数．

假设对非线性系统中的阻尼比δε 和固有频率

ωε表示为小参数ε的幂级数的形式

δε（犃）＝εδ１（犃）＋ε
２
δ２（犃）＋…＋ε狀δ狀（犃）

ωε（犃）＝ω０＋εω１（犃）＋ε
２
ω２（犃）＋…＋ε狀ω狀（犃｛ ）

（９）

此时，犃和ψ对时间的导数不是常数，犃和ψ满足

犱犃
犱狋
＝［εδ１（犃）＋ε２δ２（犃）＋…＋ε狀δ狀（犃）］犃

犱ψ
犱狋
＝ω０＋εω１（犃）＋ε２ω２（犃）＋…＋ε狀ω狀（犃

烅

烄

烆
）

（１０）

可见，当δ１，δ２…，ω１，ω２…求得后，便可求出犃
和ψ．

方程的精确度是由求解过程的阶次来决定的，一

次近似解有如下形式，只须计算出δ１和ω１即可．

３６４
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狓＝犃犮狅狊ψ

犱犃
犱狋
＝εδ１（犃）犃

犱ψ
犱狋
＝ω０＋εω１（犃

烅

烄

烆
）

（１１）

　　由于

　

犱狓
犱狋
＝
犱犃
犱狋
犮狅狊ψ＋

犱ψ
犱狋
（－犃狊犻狀ψ）

犱２狓
犱狋２

＝
犱２犃
犱狋２
犮狅狊ψ＋

犱２ψ
犱狋２
（－犃狊犻狀ψ）＋

　　　２
犱ψ犱犃
犱狋２

（－狊犻狀ψ）＋犃（－犮狅狊ψ）（
犱ψ
犱狋
）

烅

烄

烆

２

（１２）

且

犱２犃
犱狋２

＝ε犃
犱δ１
犱犃
犱犃
犱狋
＋εδ１

犱犃
犱狋
＝

　　　（ε犃
犱δ１
犱犃
＋εδ１）εδ１犃

犱２ψ
犱狋２

＝ε
犱ω１
犱犃
犱犃
犱狋
＝ε

２
δ１犃

犱ω１
犱犃

犱犃
犱（ ）狋

２

＝（εδ１）２犃２

犱犃
犱狋
犱ψ
犱狋
＝εδ１犃（ω０＋εω１）

犱ψ
犱（ ）狋

２

＝（ω０＋εω１）

烅

烄

烆
２

（１３）

　　将式（１２）和式（１３）代入式（５）左边，可求得

犱２狓
犱狋２
＋ω０

２狓＝ε－２ω０δ１犃狊犻狀ψ－２犃ω０ω１犮狅狊［ ］ψ ＋

　　ε［２ （δ１犃犱δ１犱犃＋δ１２－ω１２）犃犮狅狊ψ－
　　（２δ１ω１＋δ１

犱ω１
犱狋
犃）犃狊犻狀 ］ψ （１４）

　　式（５）的右端按泰勒级数展开

ε犳０（ω狋，
犱狓
犱狋
）＝ε犳（ω狋，－犃ω０狊犻狀ψ）＋

ε
２ －犃ω，狊犻狀ψ＋ω０

狌１

ψ
＋
狌１

（ ）狋 ·

犳′狓′（ω狋，－犃ω０狊犻狀ψ）＋… （１５）

其中，犳狓′和犳狓′′是函数犳关于位移狓和速度狓′的一

阶导数．令方程两边ε的同一阶的系数相等，可得以

下方程

　犳（ω狋，－犃ω０狊犻狀ψ）＝－（２ω０δ１犃狊犻狀ψ＋

　　２ω０ω１犃犮狅狊ψ） （１６）

　　非线性函数犳（ω狋，－犃ω０狊犻狀ψ）是关于两个变

量ψ和ω狋且周期为２π的周期函数，将其展开为富

氏级数的形式

　犳（（ω狋，－犃ω０狊犻狀ψ）＝∑
狀
∑
犿

犳狀犿（犃）犲
犻（狀ω狋＋犿ψ） （１７）

式中，犳狀犿 （犃）＝
１
４π

２∫
２π

０∫
２π

０
犳（θ，－犃狊犻狀ψ）·

犲－犻
（狀θ＋犿ψ）犱θ犱ψ，θ＝ω狋．
按照三角函数形式展开的傅里叶级数为

犳（（ω狋，－犃ω０狊犻狀ψ）＝∑
狀
∑
犿

［犳狀犿犃犮狅狊（狀θ＋

　犿ψ）＋犳狀犿犅狊犻狀（狀θ＋犿ψ）］

犳狀犿犃＝
１
４π

２∫
２π

０∫
２π

０
犳（（ω狋，

　　　－犃ω０狊犻狀ψ）犮狅狊（狀θ＋犿ψ）犱θ犱ψ

犳狀犿犅＝
１
４π

２∫
２π

０∫
２π

０
犳（（ω狋，

　　　－犃ω０狊犻狀ψ）狊犻狀（狀θ＋犿ψ）犱θ犱ψ （１８）

　　将犳０（犃，ψ，ω狋）代入式（１６）第一式，可求得

　－２犃ω０ω１犮狅狊ψ＋２ω０δ１犃狊犻狀ψ＝

　　　∑
狀
∑
犿

犳狀犿（犃）犲
犻（狀ω狋＋犿ψ） （１９）

　　由式（１７）可求出式（１８）左边，再由式（１８）得

δ１（犃）＝－
１

４π
２犃ω０∫

２π

０∫
２π

０
犳（ω狋，

　　　　－犃ω狊犻狀ψ）狊犻狀ψ犱ψ犱θ

ω１（犃）＝－
１

４π
２犃ω０∫

２π

０∫
２π

０
犳（ω狋，

　　　　－犃ω狊犻狀ψ）犮狅狊ψ犱ψ犱

烅

烄

烆 θ

（２０）

　　由于

犱犃
犱狋
＝εδ１（犃）犃

犱ψ
犱狋
＝ω０＋εω１（犃

烅

烄

烆
）

（２１）

　　把式（６）带入式（２０），并取犃的初始值为犃０，

则由式（２１）可求出

犃＝犃０犲
－εδ１狋

ψ＝ω狋＋εω１｛ 狋
（２２）

　　δ１和ω１可由式（２０）求出，然后代入式（２２）求

出犃和ψ，把犃和ψ的值代入式（１１）的第一式，求

出响应方程．

１．３　数值求解

采用龙哥库塔法对系统进行数值求解．龙哥库塔

法是间接使用泰勒级数展开时的方法，在积分区间内

多预设几个点的斜率，然后进行加权平均，作为计算

下一点的依据，从而构造了高精度数值计算方法．
记步长犎＝狓犽＋１－狓犽，根据微分中值定理有

　狔′（ξ）＝狔′（狓犽＋θ犎）＝

　　
狔（狓犽＋１）－狔（狓犽）

狓犽＋１－狓犽
＝
狔犽＋１－狔犽
犎

　　常用的四阶龙哥库塔法为

狔犽＋１＝狔犽＋犎（犓１＋２犓２＋２犓３＋犓４）／６

犓１＝犳（狓犽，狔犽）

犓２＝犳（狓犽＋犎／２，狔犽＋犎犓１／２）

犓３＝犳（狓犽＋犎／２，狔犽＋犎犓２／２）

犓４＝犳（狓犽＋犎／２，狔犽＋犎犓３）

４６４
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　　按照以上各式，可以从初值（狓０，狔０）出发计算

出狔１，狔２，…，狔犽 的具体数值．
将变质量振动系统的运动微分方程（５）进行降

阶，得到以下等价的二维一阶振动系统

犱狓
犱狋
＝狔

犱狔
犱狋
＝－

犽
犿（狋）

狓－
犮＋犿′（狋）

犿（狋）
犱狓
犱狋
＋

　　
犉０狊犻狀（ω狋）

犿（狋

烅

烄

烆 ）

（２３）

其中，系统的参数值犿０＝０．１犽犵；犉０＝１．９１犖；犮＝

１．５７犖／犿；犽＝３７．８犖／犿；ω＝１１０．６狉犪犱／狊；ω犪＝ω／

４；φ＝π／４．

２　计算结果

当小参数ε为０．１和０．２时的解析求解和数值

求解结果如图１—２所示．

图１　解析计算结果

犉犻犵．１　犃狀犪犾狔狋犻犮犪犾犮犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀狉犲狊狌犾狋狊

图２　数值计算结果图

犉犻犵．２　犖狌犿犲狉犻犮犪犾犮犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀狉犲狊狌犾狋狊

　　可以看出，采用渐近法对变质量振动系统进行

解析求解所得的振动响应与采用数值法计算的结果

是一致的．因此，渐近法用于解决变质量振动问题是

有效的．另外，图３给出了ε＝０，０．１，０．３时系统中

质量变化幅值对系统的影响情况．

以上计算结果表明，变质量振动系统的响应具

有一定的周期，参振质量变化系数ε只对系统的突

变振幅有影响．ε越大，振动突变幅度越大；ε越小，

振动越平稳；当ε为零时，突变振幅为零．所以，为了

得到较为平稳的振动响应，应减小式（５）中ε的取

值，这和文献［９］得到的结论一致．如果ε过大，在实

际运用中将会发生工程事故［１０］．因此，关于变质量

振动的分析对工程实践和理论研究具有重要意义．

图３　振动系统的响应与ε的关系

犉犻犵．３　犚犲犾犪狋犻狅狀犫犲狋狑犲犲狀狋犺犲狊狔狊狋犲犿狉犲狊狅狆狀犲犪狀犱ε
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图４给出了在不同的激振频率与质量变化频率比值

下的振动系统响应情况．

可见，变质量振动系统振动响应的周期随系统

激励频率与质量变化频率比值（ω／ω犪）的增大而增

大，ω犪只影响周期，不影响响应振幅的大小．当ω犪＝

ω，周期为零；当质量变化幅值系统一定时，系统振

动响应周期与狀 成正比，即等于参振质量变化的

周期．

图４　振动系统响应的时域波形图

犉犻犵．４　犇犻犪犵狉犪犿狅犳狋犻犿犲犱狅犿犪犻狀狑犪狏犲犳狅狉犿狅犳狏犻犫狉犪狋犻狅狀狊狔狊狋犲犿狉犲狊狆狅狀狊犲

３　结　论

采用渐近法对变质量振动系统进行解析求解，

并与数值计算结果进行比较，所得振动响应一致，说

明渐近法用于变质量振动系统是可行的．

变质量振动响应具有周期性，参振质量变化系数

ε和质量变化频率ω犪分别对系统响应的振幅和周期

产生影响．当质量时变方程中的频率一定时，ε取值

的不同只影响振动系统响应的幅值，不影响其周期．ε
取值越大，振动系统响应的突变性越强；ε越小，系统

响应越平稳．当ε一定时，ω犪的不同将对振动系统的

响应周期有影响．ω／ω犪越大，响应周期越大．
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