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一类接触率受到噪声干扰的随机犛犐犛
流行病模型研究

张艳宏，　许超群，　原三领
（上海理工大学 理学院，上海　２０００９３）

摘要：研究了一类接触率受到环境噪声干扰的随机犛犐犛流行病模型．利用停时理论及犔狔犪狆狌狀狅狏分

析方法，证明了该随机模型正解的全局存在唯一性与有界性．当相应的确定性模型基本再生数小于

１时，证明了随机模型无病平衡点的随机渐近稳定性；当确定性模型基本再生数大于１时，揭示了

随机模型的解围绕相应的确定性模型地方病平衡点的振荡行为；当确定性模型基本再生数大于１

并且噪声强度较小时，证明了随机模型的解是平均持续的．另外，得到了强度较大的环境噪声可以

导致疾病灭绝的结论．最后，数值模拟验证了所得理论结果的正确性．
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１　问题的提出

流行病动力学是对流行病的流形规律进行理论

性定量研究的一种重要方法．与传统的生物统计学

方法相比，动力学方法能更好地从疾病的传播机理

方面来反映流行规律，能使人们了解疾病流行过程

中的一些全局性态［１］．因此，针对某类疾病建立数学

模型并分析其动力学行为受到了许多研究者的

关注［２－４］．

对于某些以细菌为媒介的传染病（如淋病、脑

炎、白喉、霍乱等），染病者康复后不会产生免疫力，

可能再次被感染．针对此类流行病，犓犲狉犿犪犮犽等
［５］在

１９３２年提出了如下形式的犛犐犛模型

犱犛（狋）

犱狋
＝Λ－β犛（狋）犐（狋）－μ犛（狋）＋γ犐（狋）

犱犐（狋）

犱狋
＝β犛（狋）犐（狋）－（γ＋μ＋ε）犐（狋

烅

烄

烆
）

（１）

式中：犛（狋），犐（狋）分别表示狋时刻的易感者、染病者

数目；Λ为易感者的补充率；β为接触率；γ为染病

者的恢复率；μ为个体的自然死亡率；ε为染病者的

因 病 死 亡 率．疾 病 的 基 本 再 生 数 犚０ ＝

Λβ
μ（γ＋μ＋ε）

．当犚０≤１时，模型（１）仅存在无病平

衡点犈０＝（犛０，犐０）＝（Λ
μ
，０），且犈０全局渐近稳定；

当犚０＞１时，模型（１）又存在地方病平衡点犈＝

（犛，犐）＝
γ＋μ＋ε
β

，Λβ－μ
（γ＋μ＋ε）

β（μ＋ε（ ））
，此时

犈全局渐近稳定，而犈０不稳定．

许多学者基于模型（１）做了进一步的研究工

作［６－１０］．如文献［６］考虑了一类具有季节变化和脉

冲接种控制的流行病模型，得到了无病平衡点稳定

和疾病持续存在的条件；对于含有时滞的犛犐犛流行

病模型，文献［７］证明了地方病平衡点的全局稳定性

和疾病的持续性；袁艳燕等［８］建立了一类含染病期

时滞且考虑因病死亡的犛犐犛流行病模型，证明了无

病平衡点的全局稳定性和地方病平衡点的局部稳

定性．

注意到以上的研究工作均考虑的是确定性模

型，而现实环境中存在各种各样的随机因素，疾病的

传播过程不可避免地会受到环境噪声的影响．因此，

对随机环境中流行病的传播进行数学建模与研究开

始受到人们的广泛关注［１１－１５］．如犣犺狅狌等
［１１］研究了

一类随机犛犐犚模型，并讨论了平稳分布的存在性．文

献［１２］考虑了一类恢复率受到环境噪声影响的随机

犛犐犛模型，证明了无病平衡点的稳定性和随机模型

解的振荡行为，并得到了疾病平均持续和灭绝的充

分条件．

然而，流行病在传播过程中，接触率往往更容易

受到环境噪声的影响．本文将在模型（１）的基础上考

虑接触率受到噪声影响的情形，即

β→β＋α犅
·
（狋）

式中：犅（狋）是标准布朗运动；α代表噪声强度．此

时，可以建立如下随机犛犐犛流行病模型

ｄ犛＝（Λ－β犛犐－μ犛＋γ犐）ｄ狋－α犛犐ｄ犅

ｄ犐＝［β犛犐－（γ＋μ＋ε）犐］ｄ狋＋α犛犐ｄ
｛ 犅

（２）

　　下面将首先证明模型（２）正解的全局存在唯一

性与有界性，再讨论该解在不同条件下的渐近行为，

最后通过数值模拟验证所得理论结果．

２　正解的全局存在唯一性与有界性

定理１　对任意给定的初值（犛０，犐０）∈瓗２＋，随

机模型（２）存在唯一解（犛（狋），犐（狋））（狋≥０），且该解

以概率１位于瓗
２
＋中，即（犛（狋），犐（狋））∈瓗２＋（狋≥

０），犪．狊．

证明　因为随机模型（２）满足局部犔犻狆狊犮犺犻狋狕条

件，所以对任意给定初值（犛０，犐０）∈瓗２＋，存在唯一

的局部解（犛（狋），犐（狋））∈瓗２＋，狋∈［０，τ犲），其中τ犲

为爆破时间［１６］．要证明解的全局存在性，只需说明

τ犲＝∞，犪．狊．

设正数η０使得犛０＞η０且犐０＞η０，则对任意的

η≤η０，定义停时

τη＝犻狀犳狋∈［０，τ犲）：犛（狋）≤η或犐（狋）≤｛ ｝η

约定犻狀犳＝∞，其中表示空集．记τ０＝犾犻犿
η→０
τη，则

τ０≤τ犲．因此要证τ犲＝∞，只需要证明τ０＝∞．否

则，存在犜＞０和δ∈（０，１），使得犘｛τ０≤犜｝＞δ成

立，即存在η１≤η０，使得当η≤η１时有犘｛τη≤犜｝＞δ

成立．

另外，由模型（２）可得

犱（犛＋犐）＝［Λ－μ（犛＋犐）－ε犐］犱狋≤

［Λ－μ（犛＋犐）］犱狋

设犡（狋）是如下方程的解

犱犡（狋）＝（Λ－μ犡（狋））犱狋

犡０＝犛０＋犐
｛

０

由比较定理得

　犛（狋）＋犐（狋）≤犡（狋）≤

２１５
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　　犿犪狓犛０＋犐０，
Λ｛ ｝μ 犆，狋∈［０，τ犲） （３）

　　定义函数

犞（犛，犐）＝－犾狀
犛
犆
－犾狀

犐
犆

则犞显然正定．由伊藤公式得

犱犞＝犔犞犱狋＋α（犐－犛）犱犅

其中，

犔犞＝－
Λ
犛
＋β犐－

γ犐
犛
－β犛＋γ＋２μ＋

ε＋
α
２

２
（犛２＋犐２）

结合式（３）可知

犔犞≤β犆＋２μ＋γ＋ε＋犆
２
α
２
犓

因此

犱犞≤犓犱狋＋α（犐－犛）犱犅

对上式两端从０到τη∧犜积分，并取期望得

犈犞（犛（τη∧犜），犐（τη∧犜））≤犞（犛０，犐０）＋

　犓犈（τη∧犜）≤犞（犛０，犐０）＋犓犜

　　令Ωη＝｛τη≤犜｝，则犘（Ωη）＞δ成立．对任意

的ω∈Ωη，根据停时的定义可得犛（τη，ω）与犐（τη，

ω）至少有一个等于η，于是

犞（犛（τη，ω），犐（τη，ω））≥－犾狀
η
犆

所以

　犞（犛０，犐０）＋犓犜≥犈犞（犛（τη∧犜），

　　犐（τη∧犜））≥犈［犐Ωη犞（犛（τη∧犜），

　　犐（τη∧犜））］＝犈［犐Ωη犞（犛（τη，ω），

　　犐（τη，ω））］＝犘（Ωη）犞（犛（τη，ω），

　　犐（τη，ω））＞－δ犾狀
η
犆

式中：犐Ωη为Ωη的示性函数．令η→０，得到如下矛盾

∞＞犞（犛０，犐０）＋犓犜＝∞

因此，τ０＝∞，犪．狊．

由式（３）的证明过程可得如下结论：

定理２　对任意给定的初值（犛０，犐０）∈瓗２＋，随

机模型（２）的解（犛（狋），犐（狋））满足

犛（狋）＋犐（狋）≤犿犪狓犛０＋犐０，
Λ｛ ｝μ

即随机模型（２）的解是有界的．

３　随机模型（２）的动力学行为

定理３　当犚０≤１时，随机模型（２）的无病平衡

点犈０随机渐近稳定．

证明　通过变换狔１＝犛－犛
０，狔２＝犐，模型（２）

转化为

犱狔１＝［－μ狔１＋（γ－β犛
０）狔２－β狔１狔２］犱狋－

　　　α（狔１＋犛
０）狔２犱犅

犱狔２＝［（β犛
０
－（γ＋μ＋ε））狔２＋β狔１狔２］犱狋＋

　　　α（狔１＋犛
０）狔２犱

烅

烄

烆 犅

（４）

　　为证明模型（２）的无病平衡点随机渐近稳定，只

需说明模型（４）零平衡点随机渐近稳定．

定义函数

犞（狔１，狔２）＝（狔１＋狔２）
２
＋
４μ＋２ε
β

狔２

则犞的正定性显然．由伊藤公式得

犱犞＝犔犞犱狋＋α（狔１＋犛
０）狔２犱犅

其中，

　犔犞＝２（狔１＋狔２）［－μ（狔１＋狔２）－ε狔２］＋

　　　　
４μ＋２ε
β

［（β犛０－（γ＋μ＋ε））狔２＋β狔１狔２］

因为

犚０＝
Λβ

μ（γ＋μ＋ε）
≤１

所以

犔犞≤－２μ狔
２
１－２（μ＋ε）狔

２
２

　　因此，模型（４）的零平衡点随机渐近稳定，即随

机模型（２）的无病平衡点犈０随机渐近稳定．

定理４　当 犚０＞１时，随机模型（２）的解

（犛（狋），犐（狋））满足

犾犻犿
狋→∞
狊狌狆
１
狋∫

狋

０

［（犛－犛）２＋（犐－犐）２］犱狊≤

　
（２μ＋ε）犐犆２

２μβ
α
２，犪．狊．

其中（犛，犐）是确定性模型（１）的地方病平衡点．

证明　定义如下函数

犞（犛，犐）＝（犛＋犐－犛－犐）２＋

２（２μ＋ε）

β
（犐－犐－犐犾狀

犐
犐
）

则犞的正定性显然．由伊藤公式得

犱犞＝犔犞犱狋＋
２（２μ＋ε）α

β
（犐－犐）犛犱犅 （５）

其中，

犔犞＝２（犛＋犐－犛－犐）（犱犛＋犱犐）＋

（犱犛＋犱犐）２＋
２（２μ＋ε）

β

［

·

（犐－犐）
１
犐
犱犐＋

犐

２犐２
（犱犐）］２

注意到当犚０＞１时，模型（１）地方病平衡点（犛，

犐）满足Λ－μ（犛＋犐）－ε犐＝０，因此

犔犞＝－２μ（犛－犛）２－２（μ＋ε）（犐－犐）２＋
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（２μ＋ε）

β
犐犛２α

２
≤－２μ（犛－犛）

２
－

２（μ＋ε）（犐－犐）２＋
（２μ＋ε）犐犆２

β
α
２

　　对式（５）两端从０到狋积分可得

犞（狋）－犞（０）＝∫
狋

０
犔犞犱狊＋犕（狋） （６）

其中，

犕（狋）＝
２（２μ＋ε）α

β ∫
狋

０

（犐－犐）犛犱犅

显然犕（狋）为连续的局部鞅，犕（０）＝０且

犾犻犿
狋→∞
狊狌狆

犕，［ ］犕 狋

狋
≤
４（２μ＋ε）２α２

β
２

·

犆２（犆＋犐）２＜∞

根据大数定律［１６］可得

犾犻犿
狋→∞

犕（狋）

狋
＝０，犪．狊．

结合式（６）得

犾犻犿
狋→∞
犻狀犳
１
狋∫

狋

０
犔犞犱狊≥０，犪．狊．

即

　犾犻犿
狋→∞
狊狌狆
１
狋∫

狋

０

［（犛－犛）２＋（犐－犐）２］犱狊≤

　　
（２μ＋ε）犐犆２

２μβ
α
２，犪．狊．

　　定理５　当犚０＞１且α
２
＜ ｛犿犻狀

２μβ（犛）２

（２μ＋ε）犐犆２
，

２μβ犐

（２μ＋ε）犆 ｝２ 时，随机模型（２）平均持续，即模型（２）
的解（犛（狋），犐（狋））满足

犾犻犿
狋→∞
犻狀犳
１
狋∫

狋

０
犛（狊）犱狊＞０

犾犻犿
狋→∞
犻狀犳
１
狋∫

狋

０
犐（狊）犱狊＞０，犪．狊．

　　证明　因为犚０＞１，由定理４可得

犾犻犿
狋→∞
狊狌狆
１
狋∫

狋

０

（犛－犛）２犱狋≤
（２μ＋ε）犐犆２

２μβ
α
２，犪．狊．

注意到

　２（犛）２－２犛犛＝２犛（犛－犛）≤

　　（犛）２＋（犛－犛）２

即

犛≥
犛

２
－
（犛－犛）２

２犛

因此

　犾犻犿
狋→∞
犻狀犳
１
狋∫

狋

０
犛（狊）犱狊≥

犛

２
－

　　犾犻犿
狋→∞
狊狌狆
１
狋∫

狋

０

（犛－犛）２

２犛
犱狊≥

　　
犛

２
－
（２μ＋ε）犐犆２

４μβ犛
α
２
＞０，犪．狊．

　　同理可得

　犾犻犿
狋→∞
犻狀犳
１
狋∫

狋

０
犐（狊）犱狊≥

犐

２
－

　　犾犻犿
狋→∞
狊狌狆
１
狋∫

狋

０

（犐－犐）２

２犐
犱狊≥

　　
犐

２
－
（２μ＋ε）犆２

４μβ
α
２
＞０，犪．狊．

　　定理２．４　随机模型（２）的解（犛（狋），犐（狋））

满足

犾犻犿
狋→∞
狊狌狆
犾狀犐（狋）

狋
≤
β
２

２α
２－（γ＋μ＋ε），犪．狊．

即当噪声强度足够大使得α
２
＞

β
２

２（γ＋μ＋ε）
时，疾

病将会消失．

证明　定义函数犞（犐）＝犾狀犐，由伊藤公式得

犱犞＝
１
犐
犱犐－

１
２犐２
（犱犐）２ ［＝ －

α
２

２
犛２＋

β犛－（γ＋μ＋ε ］）犱狋＋α犛犱犅

［
≤

β
２

２α
２－（γ＋μ＋ε ］）犱狋＋α犛犱犅

对上式从０到狋积分得

犾狀犐（狋）－犾狀犐（０）≤
β
２

２α
２－（γ＋μ＋ε［ ］）狋＋α犛犅（狋）

注意到

犾犻犿
狋→∞

犅（狋）

狋
＝０，犪．狊．

所以

犾犻犿
狋→∞
狊狌狆
犾狀犐（狋）

狋
≤
β
２

２α
２－（γ＋μ＋ε），犪．狊．

４　数值模拟

本文利用计算机模拟来说明所得理论结果的正

确性，模拟过程采用犈狌犾犲狉犕犪狉狌狔犪犿犪方法．固定初

值（犛０，犐０）＝（０．７，０．３）和参数Λ＝０．２，μ＝０．２，

γ＝０．１，ε＝０．２，通过变化其他参数值得到仿真结

果．其中，蓝色虚线和绿色实线分别表示确定性模型

（１）和随机模型（２）的解曲线．

首先，取参数β＝０．２，α＝０．５，模拟结果如图１

所示．此时犚０＝０．４≤１，满足定理３的条件．从图１

中可以观察到随机模型（２）的无病平衡点犈０＝（１，

０）随机渐近稳定，验证了定理３的结论．

再取参数β＝０．６及两个不同的噪声强度值：

４１５



　第６期 张艳宏，等：一类接触率受到环境噪声干扰的随机犛犐犛流行病模型研究 　

（犪）α＝０．２０，（犫）α＝０．０４，模拟结果如图２所示．此

时犚０＝１．２＞１，满足定理４的条件．从图２的（犪）组

或（犫）组均可以观察到随机模型（２）的解围绕确定性

模型（１）的地方病平衡点犈＝（０．８３，０．０８３）振荡，

并且（犫）组的振荡幅度明显小于（犪）组．这与定理４

的结论一致．另外图２也说明了随机模型（２）的持续

性，即验证了定理５的结论．

最后取参数β＝０．６，α＝０．６１，模拟结果如图３

所示．此时α
２＝

β
２

２（γ＋μ＋ε）
＝０．３７＞０．３６，满足定

理６的条件．从图３中可以观察到确定性模型（１）的

解收敛于地方病平衡点犈＝（０．８３，０．０８３），而随

机模型（２）的解收敛于无病平衡点犈０＝（１，０），这与

定理６的结论吻合．

图１　随机模型（２）与确定性模型（１）的解曲线（犚０≤１）

犉犻犵．１　犛狅犾狌狋犻狅狀犮狌狉狏犲狊狅犳狊狋狅犮犺犪狊狋犻犮犿狅犱犲犾（２）犪狀犱犱犲狋犲狉犿犻狀犻狊狋犻犮犿狅犱犲犾（１）（犚０≤１）

图２　随机模型（２）与确定性模型（１）的解曲线（犚０＞１）

犉犻犵．２　犛狅犾狌狋犻狅狀犮狌狉狏犲狊狅犳狊狋狅犮犺犪狊狋犻犮犿狅犱犲犾（２）犪狀犱犱犲狋犲狉犿犻狀犻狊狋犻犮犿狅犱犲犾（１）（犚０＞１）

图３　噪声强度较大时随机模型（２）与确定性模型（１）的解曲线

犉犻犵．３　犛狅犾狌狋犻狅狀犮狌狉狏犲狊狅犳狊狋狅犮犺犪狊狋犻犮犿狅犱犲犾（２）犪狀犱犱犲狋犲狉犿犻狀犻狊狋犻犮犿狅犱犲犾（１）狑犻狋犺狋犺犲犾犪狉犵犲狀狅犻狊犲犻狀狋犲狀狊犻狋狔

５　总结与讨论

考虑随机环境中的一类染病者康复后不会产生

免疫力的流行病，并且疾病在传播过程中接触率会

受到噪声的影响，针对此类流行病建立了随机犛犐犛

模型并分析了模型的动力学行为．

首先利用停时理论，验证了随机模型正解的全
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局存在唯一性和有界性．当 犚０≤１ 时，通过

犔狔犪狆狌狀狅狏分析方法证明了随机模型无病平衡点的

渐近稳定性；当犚０＞１时，利用随机过程的相关性

质得到了随机模型的解将围绕确定性模型的正平衡

点振荡，并且振荡幅度与噪声强度正相关的结论．值

得注意的是，定理５和定理６说明了当犚０＞１并且

噪声强度较小时，随机模型是平均持续的，而强度较

大的噪声会促使疾病灭绝．

相对确定性模型，本文考虑的随机犛犐犛模型得

到的结论更加符合客观实际，更有助于深入了解流

行病的传播规律．另一方面，由于流行病在现实环境

中的传播过程十分复杂，并且会受到许多因素的影

响，所以下一步的研究工作是构建其他形式的随机

流行病模型，并研究其动力学行为．
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