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犠犲狀犵犲狉图的控制数

刘　凌
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摘要：犠犲狀犵犲狉图犎犿（狇）是定义在有限域犉狇上的狇－正则二部图．根据二部图犌＝（犡∪犢，犈）的

控制数为犢在犡中的控制数与犡在犢中的控制数之和，采用矩阵运算的方法在犎犿（狇）中通过构

造含点数最少的控制集，说明了这两个控制数应该相等，从而确定了犠犲狀犵犲狉图的控制数．

关键词：二部图；犠犲狀犵犲狉图；控制集；控制数

中图分类号：犗１５７．５　　　文献标志码：犃
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１　问题的提出

设狇为一个素数幂，犉
犿
狇 为有限域犉狇上的犿－

维向量空间．犠犲狀犵犲狉图犎犿（狇）是定义在犉
犿
狇 上的

２狇
犿 阶狇－正则二部图，它是犠犲狀犵犲狉为了确定偶圈

的犜狌狉á狀数的精确阶而在文献［１］中定义的图．在

文献［１］中，作者证明了犎犿（狇）中不含长度为４，６，

１０的圈．文献［２］证明了犎犿（狇）中含有长为２犾的

圈，其中，犾≠５，４≤犾≤２犮犺（犉狇），犮犺（犉狇）表示有限

域犉狇的特征．文献［３］证明了犎１（狇）含有长度为

２犽（其中，犽＝３，４，…，狇
２－狇＋１）的圈；若狀≥２，

狇≥５，且犮犺（犉狇）≥３，则犎狀（狇）中含有长度为２犽

（其中，犽＝４，６，７…，４狇＋１，犮犺
２（犉狇）－犮犺（犉狇））的

圈；若狀≥２，狇≥３，则犎狀（狇）中含有长度至少为

２．３７（狇－４）
１．５８（其中，狇→!

）的圈．

这些结论对于研究极值图论中偶圈的犜狌狉á狀

数的精确阶都有十分重要的意义［４－６］．在文献［７］
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中，犞犻犵犾犻狅狀犲确定了犎犿（狇）的直径（图中任意两点

间距离的最大值）．受此启发，本文将研究犎犿（狇）的

另一个结构参数———控制数．

首先给出犠犲狀犵犲狉图犎犿（狇）和控制数的定义．

定义１
［１］
　设狇为一个素数幂，犡与犢都是有

限域犉狇上的犿－维向量空间犉
犿
狇，犠犲狀犵犲狉图定义

为二部图犎犿（狇）＝（犞，犈），其中，犞＝犡∪犢，对任

意犃＝
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　　定义２
［８－１０］

　设犌＝（犞，犈）为一个图，犇犞，

若对每一个狏∈犞＼犇，存在狌∈犇，使狌狏∈犈，则称

犇为图犌的一个控制集，犌的控制数

γ（犌）＝犿犻狀｛犇 犇为图犌的一个控制集｝

不难看出，若犇是犌的控制集，则有犇∪犖犌（犇）＝

犞，其中，犖犌（犇）＝ ∪
狌∈犇
狏｜狌狏∈｛ ｝犈 ．若图犌没有孤

立点，则γ（犌）不超过犌 中所含顶点数的一半．对

于二部图，特别给出控制数的定义．

定义３　设犌＝（犡∪犢，犈）为一个二部图，

犕犡，若对于每个狏∈犢，存在狌∈犕，使狌狏∈犈，

则称犕 为犢在犡中的一个控制集，犢在犡中的控

制数

ξ（犢）＝犿犻狀｛犕 犕 为犢在犡中的控制集｝

　　同样，可定义犡在犢中的控制数

η（犡）＝犿犻狀｛犖 犖为犡在犢中的控制集｝

　　易见，二部图犌的控制数

γ（犌）＝ξ（犢）＋η（犡）

　　设狏是图犌中的一个点，犌中与点狏相关联的

边的条数称为点狏的度，用犱（狏）表示．下面的命题

１在文献［１］中已有证明，为了文章的完整性，这里

给出了它的另一种证明．

命题１　在犎犿（狇）中，对任意的犃∈犡，犅∈犢，

都有犃与犅的度相等，都为狇．

证明　由犎犿（狇）图中犃犅相邻的定义，可知犃

的度必为狇，又对任意犅＝［犫１，犫２，…，犫犿］
犜
∈犢，若

犃＝［犪１，犪２，…，犪犿］犜∈犡，犃与犅相连，则犪１，犪２，

…，犪犿 为方程组
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的解，其系数矩阵
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的秩为犿－１，从而方程组（１）的解空间维数为１，故

犡中恰有狇个点与犅相连，犅的度也为狇．

２　犠犲狀犵犲狉图犎犿（狇）的控制数

通过构造犎犿（狇）的一个控制集，并证明其是点

数最小的控制集，从而确定犎犿（狇）的控制数．

引理１　设犪∈犉狇，犎犿（狇）＝（犡∪犢，犈），

犕 ＝
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则犕 中任意两个不同的点都没有公共邻点．

证明　设犃１＝
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中两个不同的点，
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

犪犻，犿－２

犪犻，犿－

熿

燀

燄

燅１

＋犫犿

犪犻２



犪犻，犿－１

熿

燀

燄

燅犪

＝

犫１



犫犿－２

犫犿－

熿

燀

燄

燅１
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故有

犪１１－犪２１
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　　从而犪１，犿－１－犪２，犿－１＝０，犪１，犿－２－犪２，犿－２＝０，

…，依此类推，犪１１－犪２１＝０，故犪１犼＝犪２犼，犼＝１，２…，

犿－１，即犃１＝犃２，矛盾．

命题２　设犪∈犉狇，则犕＝｛［犪１，…犪犿－１，犪］
犜
｜

８１５
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犪１，…，犪犿－１∈犉狇｝犡为犎犿（狇）中犢在犡中的控

制集，并且犢在犡中的控制数为狇
犿－１．

证明　由命题１，犡中每一个点的度为狇，犕 中

共有狇
犿－１个点，每个点的度均为狇．又由下面的引

理２可知，犕 中不同的犃点一定与犢中不同的犅点

相连，从而犢中所有狇
犿 个点与犕 中点相连且没有

重复，犕 为犢在犡中的控制集，并且是含有点数最

少的控制集，从而犢在犡中的控制数为狇
犿－１．

引理２　设犫∈犉狇，则犖＝｛［犫１，…犫犿－１，犫］
犜
｜

犫１，…，犫犿－１∈犉狇｝犢，则犖中任意两个不同的点

都没有公共邻点．

证明　在犖中任取两个不同的点
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　　设
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，犻＝１，２

犫１犼＝犫２犼，犼＝１，２…，犿－１，即犅１＝犅２，矛盾．

与命题２同理得命题３．

　　命题３　设犫∈犉狇，则犖＝｛［犫１，…犫犿－１，犫］
犜

犫１，…，犫犿－１∈犉狇｝犢为犎犿（狇）中犡在犢中的控

制集，并且犡在犢中的控制数也为狇
犿－１．

命题４　γ（犎犿（狇））＝２狇
犿－１．

证明　由二部图的犌＝（犡∪犢，犈）的控制数

γ（犌）＝ξ（犢）＋η（犡）可知，犠犲狀犵犲狉图犎犿（狇）的控

制数为犢在犡中的控制数狇
犿－１与犡在犢中的控制

数狇
犿－１之和．
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