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非线性耦合犎犪狉狉狔犇狔犿方程的对称约化

胡　潇，　胡恒春
（上海理工大学 理学院，上海　２０００９３）

摘要：借助符号计算软件犕犪狆犾犲将犆犾犪狉犽狊狅狀犓狉狌狊犽犪犾直接法应用于非线性耦合犎犪狉狉狔犇狔犿方程

中，运用相应规则得到对称变换并求得非线性耦合犎犪狉狉狔犇狔犿方程的相似变量和相似解．通过选

取不同的特殊常数得到非线性耦合犎犪狉狉狔犇狔犿方程两种常微分形式的对称约化方程．利用约化方

程构造了非线性耦合犎犪狉狉狔犇狔犿方程可能的新严格解．
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１　问题的提出

众所周知，孤立子理论是非线性科学的重要组

成部分．一般来说，孤立子理论的研究对象大多数是

非线性系统，这些非线性系统可以描述流体力学、等

离子物理学、非线性光学及环境科学等领域出现的

某些非线性现象．因此，对非线性系统的精确求解问

题在理论上和应用上都具有重要的研究意义［１－２］．

近年来，经过数学家和理论物理学家的不懈努力，提
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出了许多行之有效的构造非线性系统精确解的方

法，如反散射方法、贝克隆变换法、狋犪狀犺犮狅狋犺展开方

法、广田双线性法、分离变量法、达布变换法及李群

方法等．

由于非线性系统不满足解的线性叠加原理，人

们很难求出它们所有的精确解．因此，需要寻求一些

简单的方法来简化复杂的非线性系统，使之转化为

低维的偏微分方程或常微分方程，通过求解低维的

偏微分方程或常微分方程，进而得出原来非线性系

统的精确解．

本文主要研究非线性耦合犎犪狉狉狔犇狔犿方程，简

称犮犎犇方程，其形式为
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烄

烆
狓

（１）

式中，狆为常数．

犮犎犇模型在凝聚态物理学、流体动力学及光学

等领域有着广泛的应用．近年来，许多学者利用多种

方法研究了犮犎犇模型的可积性和精确解问题．犡狌

等［３］、曹策问等［４］用犔犪狓对非线性化方法分别证明

了在位势与特征函数的犅犪狉犵犿犪狀狀约束下方程（１）

为犔犻狅狌狏犻犾犾犲，犖犲狌犿犪狀狀完全可积的；之后，犆犺犲狀

等［５－６］在此基础上又结合犕狅狊犲狉约束方法、一般狉

－矩阵理论，由犮犎犇 孤子族导出了一些新的

犖犲狌犿犪狀狀型有限维可积系统，并研究了犃犫犲犾犑犪犮狅犫犻

黎曼曲面坐标下犮犎犇孤子族的层次结构；犢犪狀犵

等［７］通过应用两种循环向量代数犌
～
３，犌
～
６，得到了

ｃＨＤ方程族双层形式的Ｈａｍｉｌｔｏｎ结构；Ｍａｒｃｉｎｉａｋ

等［８］从古典有限维Ｓｔｃｋｅｌ系统中构造出ｃＨＤ方程

族的层次结构，并得到一些多项式形式的隐式解；张

颖等［９］应用点李变换，引入非线性算子的Ｆｒéｃｈｅｔ

导数讨论了方程（１）的对称性质，将方程（１）转化为

三类常微分方程组．本文将采用ＣｌａｒｋｓｏｎＫｒｕｓｋａｌ

直接法对方程（１）进行相似约化，并给出其特殊常数

选取后的约化方程，得到了新的相似解，且此约化形

式不能通过经典李群变换获得．

２　方法简介

人们对偏微分方程的对称性研究主要包括寻找

方程所允许的对称群、对称约化和群不变解［１０］．寻

找偏微分方程对称约化的方法有很多，其中主要有

以下３种方法：犪．犔犻犲的经典无穷小变换法
［１１］；

犫．犅犾狌犿犪狀和 犆狅犾犲的非经典无穷小变换法
［１２］；

犮．犆犾犪狉犽狊狅狀和犓狉狌狊犽犪犾提出的犆犓直接法
［１３－１４］．

１９８９年犆犾犪狉犽狊狅狀和犓狉狌狊犽犪犾首次提出的犆犓直

接法是用来推导非线性偏微分方程的相似约化的直

接方法，这是一种不涉及群论的直接约化方法．

犆犾犪狉犽狊狅狀和 犓狉狌狊犽犪犾用这种方法最先求解的是

犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇方程
［１３］，得出很多不同于用经典无穷小

变换和非经典无穷小变换方法求出的相似解．１９９０

年犔狅狌
［１４］完善了这种方法，并且推广到（２＋１）维

犓犘方程中，获得了一些相似解．之后，这种方法被

推广应用于方程组等其他一大批非线性方程［１５－１６］．

２０００年犔狅狌提出了条件约化的概念
［１７］，并用直接

约化法的思想获得了（２＋１）维犓犱犞方程的６种新

的条件相似约化，该条件相似约化不能由现有非古

典理论推得．

对于非线性偏微分方程

犘 狌，狌狓，狌狋，狌狓狓（ ），… ＝０ （２）

直接寻找偏微分方程如下形式的相似解：

狌 狓，（ ）狋 ＝犝 狓，狋，ωξ狓，（ ）［ ］（ ）狋 （３）

式中，函数犝，ξ待定．

这是最一般的相似约化的形式．将式（３）代入式

（２）中，要求结果是关于ω的低维偏微分方程或常

微分方程，附加条件与犝，ξ及它们的导数有关，而

后能够进一步解出犝，ξ的具体形式．

对于一般低维对称性约化，可以选取

狌 狓，（ ）狋 ＝α狓，（ ）狋 ＋β狓，（ ）狋ωξ狓，（ ）（ ）狋 （４）

　　以耦合非线性犎犪狉狉狔犇狔犿方程为例，将犆犓直

接法的步骤归纳如下：

犪．设方程（１）具有对称变换

狌（狓，狋）＝α１＋β１犌（）ξ

狏 狓，（ ）狋 ＝α２＋β２犙（）
｛

ξ
（５）

式中，α１，α２，β１，β２，ξ是关于狓，狋的待定函数且犌，

犙是关于ξ的偏微分方程；

犫．将对称变换方程（５）代入方程（１），整理化简

找出规范系数，通常以最高阶导数的系数作为规范

系数；

犮．令各项导数的系数与规范系数分别成比例，

应用相应规则求出待定函数；

犱．根据步骤犮求出的各个变量得到对称变换，

代入原方程（１），确定约化方程．

在步骤犮中，提到的相应的规则为：

规则１　若α１（狓，狋）满足形式α１＝α１０（狓，狋）＋

β１（狓，狋）Ω（ξ（狓，狋）），则可取Ω（ξ（狓，狋））＝０．

规则２　若α２（狓，狋）满足形式α２＝α２０（狓，狋）＋

９
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β２（狓，狋）Ω（ξ（狓，狋）），则可取Ω（ξ（狓，狋））＝０．

规则３　若β１ 狓，（ ）狋 满足形式β１＝β１０ 狓，（ ）狋 ·

Ω ξ狓，（ ）（ ）狋 ，则可取Ω ξ狓，（ ）（ ）狋 ＝１．

　　规则４　若β２ 狓，（ ）狋 满足形式β２＝β２０ 狓，（ ）狋 ·

Ω ξ狓，（ ）（ ）狋 ，则可取Ω ξ狓，（ ）（ ）狋 ＝１．

规则５　如果ξ（狓，狋）由Ω（ξ）＝ξ０（狓，狋）定义

得出，其中，Ω （ξ）是任意可逆函数，则可取

Ω（ξ）＝ξ０．

利用上述５个规则来确定未知函数α１ 狓，（ ）狋 ，

α２ 狓，（ ）狋 ，β１ 狓，（ ）狋 ，β２ 狓，（ ）狋 ，以及犌，犙 满足的

约化方程，进而求解约化方程，得到耦合犎犪狉狉狔犇狔犿

方程的对称约化．

３　非线性耦合犎犪狉狉狔犇狔犿方程的相似

约化

　　将方程（５）代入方程（１）中，得到

－
１
４
β１ξ

３
狓犌－

３
４
β１狓ξ

２
狓＋
３
４
β１ξ狓ξ（ ）狓狓 犌″＋

２
３
β
２
１ξ狓犌′犌 （＋ β１ξ狋－３４β１狓狓ξ狓－３４β１狓ξ狓狓－
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　　要求方程（６）和方程（７）仅仅是有关犌，犙以及

它们各阶导数的常微分方程．在方程（６）中用犌的

系数作为归一化系数，能够得到
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式中，Γ１，Γ２，…，Γ８ 都是仅仅与ξ有关的待定

函数．

在方程（７）中选择犙′犌作为归一化系数，可得

β２ξ狋＋
１
２
α１β２ξ狓－狆β２ξ狓 ＝

１
２
β１β２ξ狓Ω１

β２狋＋α１狓β２＋
１
２
α１β２狓－狆β２狓 ＝

１
２
β１β２ξ狓Ω２

β１ξ狓β２＝
１
２
β１β２ξ狓Ω３

β１狓β２＋
１
２
β１β２狓 ＝

１
２
β１β２ξ狓Ω４

β１狓α２＋
１
２
β１α２狓 ＝

１
２
β１β２ξ狓Ω５

β１ξ狓α２＝
１
２
β１β２ξ狓Ω６

α２狋＋α１狓α２＋
１
２
α１α２狓－狆α２狓 ＝

１
２
β１β２ξ狓Ω７

式中，Ω１，Ω２，…，Ω７ 都是仅仅与ξ有关的待定

函数．

现考虑ξ狓 的两种情况．

犪．当ξ狓＝０时，由上述规则５可知，ξ＝狋，进而

犌（）ξ ，犙（）ξ 仅仅是关于狋的函数，得到的约化方

程仅仅是一阶常微分方程．因此，只考虑ξ狓≠０的

情况．

犫．当ξ狓≠０时，在方程（６）中由犌和犌′犌 前

面的系数可得

２
３
β
２
１ξ狓 ＝－

１
４
β１ξ

３
狓Γ２ （８）

　　对方程（８）利用上述规则３，可知

β１＝ξ
２
狓

　　将β１＝ξ
２
狓 代入方程

２
３
β１β１狓 ＝－

１
４
β１ξ

３
狓Γ４

得到
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ξ狓狓
ξ狓
＝－

３
１６
Γ４ξ狓

　　利用上述规则５，可知

（）Ω ξ ＝∫犲狓狆
３
１６∫Γ４犱（ ）ξ犱ξ＝θ（）狋狓＋σ（）狋

因此

ξ＝θ狓＋σ （９）

很显然

β１＝θ
２ （１０）

　　将β１＝θ
２，ξ＝θ狓＋σ代入方程

－β２ξ狓 ＝－
１
４
β１ξ

３
狓Γ６

并利用上述规则４，可得

β２＝θ
４ （１１）

继续利用上述规则１和规则２，很容易得到

α１＝２狆－２
θ狋狓＋σ狋
θ

，α２＝０ （１２）

　　将式（９）～（１２）代入方程

β１ξ狋－
３
４
β１狓狓ξ狓－

３
４
β１狓ξ狓狓－

１
４
β１ξ狓狓狓＋

２
３
α１β１ξ狓－狆β１ξ狓 ＝－

１
４
β１ξ

３
狓Γ３

可得

狓
犱θ
犱狋
＋
犱σ
犱狋
－狆θ＝

３
４
θ
３
Γ３ （１３）

　　因为，ξ＝θ狓＋σ，方程（１３）左边是关于狓的线

性函数，因此，Γ３具有如下形式：

Γ３＝犃
—

ξ＋犅
—

式中，犃
—
，犅
—
都是常数．

因此，有

３
４
θ
３ 犃

—

狓θ＋（ ）σ ＋犅（ ）
—

＝狓
犱θ
犱狋
＋
犱σ
犱狋
－狆θ

　　通过比较有关狓的系数，可知

犱θ
犱狋
＝犃θ

４ （１４）

犱σ
犱狋
＝θ

３ 犃σ＋（ ）犅 ＋狆θ （１５）

式中：犃＝
３
４
犃
—
；犅＝

３
４
犅
—
；犃，犅都是常数．

因此，非线性耦合犎犪狉狉狔犇狔犿方程的对称约

化为

狌＝θ
２犌（）ξ ，狏＝θ４犙（）ξ （１６）

　　将方程（１４）～（１６）代入方程（１）中，可得

　

犌－４犃ξ＋犅＋
２
３（ ）犌 犌′＋４犙′－８犃犌＝０

犃ξ＋犅＋
１
２（ ）犌犙′＋ ４犃＋犌（ ）′犙＝

烅

烄

烆
０

（１７）

　　考虑方程（１７）的不同常数选取．

犪．当犃＝０时，有

θ＝犮１，σ＝犅犮３１狋＋狆犮１狋＋犮２

式中，犮１，犮２是任意常数．

与之对应的对称约化为

狌＝犮
２
１犌（）ξ

狏＝犮
４
１犙（）ξ

ξ＝犮１狓＋犅犮
３
１狋＋犮２＋狆犮１狋

　　对应方程（１）的约化方程为

犌－４犅犌′－
８
３
犌犌′＋４犙′＝０

犅犙′＋
１
２
犌犙′＋犌′犙＝

烅

烄

烆
０

（１８）

　　犫．当犃≠０时，方程（１４）和方程（１５）的解为

θ＝－ ３犃狋－犮（ ）１ －
１
３

σ＝－
犅
犃
＋ 犮２－狆（ ）狋 ３犃狋－犮（ ）１ －

１
３

式中，犮１，犮２是任意常数．

与之对应的对称约化为

狌＝ ３犃狋－犮（ ）１ －
２
３犌（）ξ

狏＝ ３犃狋－犮（ ）１ －
４
３犙（）ξ

ξ＝－ ３犃狋－犮（ ）１ －
１
３ 狓－犮２＋狆（ ）狋 －

犅
犃

式中，犌（）ξ ，犙（）ξ 由方程（１７）决定．

不同的约化方程（１７）和方程（１８），它们的通解

形式只能用复杂隐函数形式来表示，这里省略其具

体表达式．

４　结　论

利用犆犓直接法求得非线性耦合犎犪狉狉狔犇狔犿方

程的对称约化，得到了非线性耦合犎犪狉狉狔犇狔犿方程

的约化后的常微分方程组，进而建立了非线性耦合

犎犪狉狉狔犇狔犿方程与这些常微分方程组的关系．非线

性耦合 犎犪狉狉狔犇狔犿 方程的其他可积性质，如

犘犪犻狀犾犲狏é可积性、共性犜犪狀犺可积性等
［１８－１９］，将是今

后研究工作的一个重要内容．
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