
书书书

上 海 理 工 大 学 学 报
　第３８卷　第２期 犑．犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔狅犳犛犺犪狀犵犺犪犻犳狅狉犛犮犻犲狀犮犲犪狀犱犜犲犮犺狀狅犾狅犵狔 犞狅犾．３８　犖狅．２　２０１６　

　　文章编号：１００７－６７３５（２０１６）０２－０１０３－０６ 犇犗犐：１０．１３２５５／犼．犮狀犽犻．犼狌狊狊狋．２０１６．０２．００１

　收稿日期：２０１５－０６－２３

　基金项目：国家自然科学基金资助项目（１１２７１２６０）；上海市教委科研创新重点项目（１３犣犣１１６）；沪江基金资助项目

（犅１４００５）；上海市一流学科建设资助项目（犡犜犓犡２０１２）

　第一作者：费　清（１９９１－），女，硕士研究生．研究方向：生物数学．犈犿犪犻犾：１３０７５５７５９３７＠１６３．犮狅犿

　通信作者：原三领（１９６６－），男，教授．研究方向：生物数学．犈犿犪犻犾：狊犪狀犾犻狀犵＠狌狊狊狋．犲犱狌．犮狀

具有犎犪狊狊犲犾犾犞犪狉犾犲狔型反应函数的捕食者－食饵

系统的随机建模

费　清，　许超群，　原三领
（上海理工大学 理学院，上海　２０００９３）

摘要：基于具有犎犪狊狊犲犾犾犞犪狉犾犲狔型功能反应函数的确定性捕食系统建立了两类新的随机捕食者－

食饵模型：连续时间马尔科夫链模型和伊藤型随机微分方程模型．分析了不同形式的出生率和死亡

率对模型动力学的影响，并通过数值模拟讨论了模型的渐近性态．
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１　问题的提出

在种群动力学中，捕食者－食饵模型一直是研

究者重点关注、研究最多的模型．一般的捕食者－食

饵模型具有如下结构［１］：

犱狓
犱狋
＝狉 １－

狓（ ）犓 狓－犵 狓，（ ）狔狔

犱狔
犱狋
＝ε犵 狓，（ ）狔狔－μ

烅

烄

烆
狔

（１）
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式中：狓与狔分别为食饵和捕食者的数量；狉为食饵

种群的内禀增长率；犓 为环境最大容纳量；ε为食饵

转化为捕食者的转化率；μ 为捕食者的死亡率；

犵（狓，狔）为捕食者对食饵的功能性反应函数．

在模型（１）中，捕食者对食饵的功能反应函数

犵（狓，狔）起着重要的作用．陈兰荪等
［１］总结了犵（狓，狔）

常见 的 几 种 形 式，例 如，犎狅犾犾犻狀犵犐－犐犐犐 型
［２］、

犅犲犱犱犻狀犵狋狅狀犇犲犃狀犵犲犾犻狊型
［３］、犆狉狅狑犾犲狔犕犪狉狋犻狀 型

［４］、

比率依赖型［５］等．根据具体的生物背景，研究者们选

取不同的功能反应函数建立了不同的模型［６－７］．例

如，张拥军等［６］建立了捕食者具有传染病且功能性

反应函数为仅依赖被捕食者的捕食模型，通过构造

犔犻犪狆狌狀狅狏函数得到平衡点的局部稳定性和全局渐

近稳定性的充分条件；孙凯玲等［７］研究了捕食者具

有性别偏食且功能反应函数为犎狅犾犾犻狀犵犐犐犐型的捕食

模型，通过构造犔犻犪狆狌狀狅狏函数证明了系统周期解的

存在唯一性，讨论了周期解全局稳定性的充分条件．

最近，犎狊狌等
［８］研究了如下具有犎犪狊狊犲犾犾犞犪狉犾犲狔

（犎犞）型功能反应函数的捕食模型：

犱狓
犱狋
＝狉 １－

狓（ ）犓 狓－ 犮犲狓狔

狔
α
＋犺犮犲狓

犱狔
犱狋
＝

ε犮犲狓狔

狔
α
＋犺犮犲狓

－μ

烅
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（２）

式中：犲为单位时间内捕食者与所有食饵相遇的概

率；犮为每次相遇捕食成功的概率；犺为捕食者与食

饵搏斗的时间；α为犎犞常量，α∈［０，１］．

在文献［８］中，给出了平衡点局部稳定的条件，

讨论了系统的一致持久性，证明了当α＝１／２时，系

统存在唯 一 极 限 环．犠犪狀犵
［９］考 虑 了 一 类 具 有

犎犪狊狊犲犾犾犞犪狉犾犲狔型功能反应函数的时滞捕食者－食

饵模型的周期解，利用正重合度定理得到了正周期

解存在的充分条件．

上述研究均忽略了环境波动对捕食系统的影

响，然而，种群所处的环境会受到各种随机因素（如

气候、温度等）的影响［１０－１１］，而这些因素可能会对模

型的动力学产生很大的影响．因此，本文以模型（２）

为基础，建立了两类具有犎犪狊狊犲犾犾犞犪狉犾犲狔型功能反

应函数的随机捕食者－食饵模型：一类是连续时间

马尔科夫链模型，另一类是伊藤型随机微分方程模

型．其中，随机微分方程模型的建立是以前者为基

础，并通过数值模拟讨论模型的渐近性态．

２　连续时间马尔科夫链模型的建立

基于常微分模型（２）建立其相应的连续时间马

尔科夫链模型．设犡（狋）和犢（狋）为离散随机变量，

分别表示狋时刻食饵与捕食者数量，其中，犡（狋），

犢（狋）∈｛０，１，２，…，犖｝，狋∈瓗＋．在从狋时刻变化到

狋＋Δ狋时刻时，随机变量 犡（狋）和犢（狋）的变化为

Δ犡 和Δ犢，其中，Δ犡＝犡（狋＋Δ狋）－犡（狋），Δ犢＝

犢（狋＋Δ狋）－犢（狋），且Δ狋是充分小的时间段，使得

Δ犡，Δ犢∈ －１，０，｛ ｝１ ，即在充分短的时间内，至少

存在出生或者死亡，且出生和死亡仅发生一次．给定

初值犡（０）＝狓０＞０，犢（０）＝狔０＞０，则二元随机过

程｛（犡（狋），犢（狋））｝的联合概率函数为

狆狓，狔（）狋 ＝犘狉狅犫｛犡（狋）＝狓

犢（狋）＝狔犡（０）＝狓０，犢（０）＝狔０｝

　　现分别用随机变量犡（狋）和犢（狋）的生灭过程

来建立连续时间马尔科夫链模型．设犪犻 和犫犻（犻＝

１，２）分别为食饵和捕食者的出生率和死亡率，其中

犪１ ＝狉狓，　犪２ ＝
ε犮犲狓狔

狔
α
＋犺犮犲狓

犫１ ＝
狉
犓
狓２＋

犮犲狓狔

狔
α
＋犺犮犲狓

，　犫２ ＝μ

烅

烄

烆
狔

（３）

则其无穷小转移概率为［１２］

犘狉狅犫｛Δ狓＝犻，Δ狔＝犼狓（狋）＝狓，狔（狋）＝狔｝＝

犪１Δ狋＋ο（Δ狋）， （犻，犼）＝ （１，０）

犪２Δ狋＋ο Δ（ ）狋 ， 犻，（ ）犼 ＝ ０，（ ）１

犫１Δ狋＋ο Δ（ ）狋 ， 犻，（ ）犼 ＝ －１，（ ）０

犫２Δ狋＋ο Δ（ ）狋 ， 犻，（ ）犼 ＝ ０，－（ ）１

１－（犪１＋犪２＋犫１＋

　犫２）Δ狋＋ο Δ（ ）狋 ， 犻，（ ）犼 ＝ ０，（ ）１

ο Δ（ ）狋 ，

烅

烄

烆 其他

（４）

　　概率狆狓，狔满足柯尔莫哥向前方程

犱狆狓，狔（狋）

犱狋
＝狉（狓－１）狆狓－１，狔（狋）＋

　
狉
犓
（狓＋１）

２
＋

犮犲（狓＋１）狔
狔
α
＋犺犮犲（狓＋１［ ］）狆狓＋１，狔（狋）＋

　
ε犮犲狓（狔－１）
（狔－１）

α
＋犺犮犲狓

狆狓，狔－１（狋）＋μ（狔＋１）狆狓，狔＋１（狋）－

　 狉狓＋
ε犮犲狓狔

狔
α
＋犺犮犲狓

＋
狉
犓
狓２＋

犮犲狓狔

狔
α
＋犺犮犲狓

＋μ（ ）狔狆狓，狔（狋）
　　当狔＝０时，有

犱狆狓，０（狋）

犱狋
＝狉（狓－１）狆狓－１，０（狋）＋

狉
犓
（狓＋１）

２·

狆狓＋１，０（狋）＋μ狆狓，１（狋）－ 狉狓＋
狉
犓
狓（ ）２ 狆狓，０（狋）

　　当狓＝０，又有

犱狆０，狔（狋）

犱狋
＝
狉
犓
＋

犮犲狔

狔
α
＋（ ）犺犮犲

狆１，狔（狋）＋

４０１
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μ（狔＋１）狆０，狔＋１（狋）－μ狔狆０，狔（狋）

且

犱狆０，０（狋）

犱狋
＝
狉
犓
狆１，０（狋）＋μ狆０，１（狋）

两个变量过程的分布阶数可以由柯尔莫哥向前方程

推导出，于是，矩母函数是有如下形式：

犕（θ１，θ２，狋）＝∑
!

狊＝０
∑

!

犻＝０

狆狋（狊，犻）犲
θ１狊＋θ２犻

其中，θ１，θ２∈瓗．

犳（狓，狔）＝犳（ε１，ε２）＋犳′狓（ε１，ε２）狓＋犳′狔（ε１，ε２）狔＋

　
１

２
犳″狓狓（δ，η）狓

２
＋犳″狓狔（δ，η）狓狔＋

１

２
犳″狔狔（δ，η）狔

２

其中，（ε１，ε２）∈（０，狓）×（０，狔），δ∈（ε１，狓），η∈

（ε２，狔），可以得出矩母函数是如下偏微分方程的一

个解：

犕（θ１，θ２，狋）

狋
＝ 犲θ１－（ ）１狉

犕

θ１
＋ 犲θ２－（ ）１ε·

［　 犳（ε１，ε２）犕θ２＋犳′狓（ε１，ε２）
２犕

θ１θ２
＋

　犳′狔（ε１，ε２）

２犕

θ２
２＋

１

２
犳″狓狓（δ，η）


３犕

θ１
２
θ２

＋

　犳″狓狔（δ，η）

３犕

θ１θ２
２＋
１

２
犳″狔狔（δ，η）


３犕

θ２ ］３ ＋

　
１－犲

θ１

犲θ ［１

狉
犓

２犕

θ１
２＋犳（ε１，ε２）

犕

θ２
＋

　犳′狓（ε１，ε２）

２犕

θ１θ２
＋犳′狔（ε１，ε２）


２犕

θ２
２＋

　
１

２
犳″狓狓（δ，η）


３犕

θ１
２
θ２

＋犳″狓狔（δ，η）

３犕

θ１θ２
２＋

　
１

２
犳″狔狔（δ，η）


３犕

θ２ ］３ ＋
１－犲

θ２

犲θ２
μ
犕

θ２

　　上式两端同时对θ１ 求偏导，可以得到


２犕（θ１，θ２，狋）

θ１狋
＝狉犲

θ１犕

θ１
＋狉（犲θ１－１）


２犕

θ１
２＋

　 犲
θ２－（ ）１ ［ε犳（ε１，ε２）

２犕

θ１θ２
＋犳′狓（ε１，ε２）·

　

３犕

θ１
２
θ２

＋犳′狔（ε１，ε２）

３犕

θ１θ２
２＋
１

２
犳″狓狓（δ，η）·

　

４犕

θ１
３
θ２

＋犳″狓狔（δ，η）

４犕

θ１
２
θ２

２＋
１

２
犳″狔狔（δ，η）·

　

４犕

θ１θ２ ］３ －
１

犲θ ［１ 狉犓 
２犕

θ１
２＋犳（ε１，ε２）

犕

θ２
＋

　犳′狓（ε１，ε２）

２犕

θ１θ２
＋犳′狔（ε１，ε２）


２犕

θ２
２＋

　
１

２
犳″狓狓（δ，η）


３犕

θ１
２
θ２

＋犳″狓狔（δ，η）

３犕

θ１θ２
２＋

　
１

２
犳″狔狔（δ，η）


３犕

θ２ ］３ ＋
１－犲

θ１

犲θ ［１

狉
犓

３犕

θ１
３＋

　犳（ε１，ε２）

２犕

θ１θ２
＋犳′狓（ε１，ε２）


３犕

θ１
２
θ２

＋

　犳′狔（ε１，ε２）

３犕

θ１θ２
２＋
１

２
犳″狓狓（δ，η）


４犕

θ１
３
θ２

＋

　犳″狓狔（δ，η）

４犕

θ１
２
θ２

２＋
１

２
犳″狔狔（δ，η）


４犕

θ１θ２ ］３ ＋

　
１－犲

θ２

犲θ２
μ

２犕

θ１θ２

　　令上式中θ１＝θ２＝０，可以得出狓期望满足的

微分方程为

犱犈（犡）

犱狋
＝狉犈（犡） ［－ 狉

犓
犈（犡２）＋犳（ε１，ε２）犈（犢）＋

　犳′狓（ε１，ε２）犈（犡犢）＋犳′狔（ε１，ε２）犈（犢
２）＋

　
１

２
犳″狓狓（δ，η）犈（犡

２犢）＋犳″狓狔（δ，η）犈（犡犢
２）＋

　
１

２
犳″狔狔（δ，η）犈（犢

３ ］）
又由于


２犕（θ１，θ２，狋）

θ２狋
＝ 犲θ１－（ ）１狉 

２犕

θ１θ２
＋犲

θ２ε·

［　 犳（ε１，ε２）犕θ２＋犳′狓（ε１，ε２）
２犕

θ１θ２
＋

　犳′狔（ε１，ε２）

２犕

θ２
２＋

１

２
犳″狓狓（δ，η）


３犕

θ１
２
θ２

＋

　犳″狓狔（δ，η）

３犕

θ１θ２
２＋
１

２
犳″狔狔（δ，η）


３犕

θ２ ］３ ＋

　 犲
θ２－（ ）１ ［ε犳（ε１，ε２）

２犕

θ２
２＋犳′狓（ε１，ε２）


３犕

θ１θ２
２＋

　犳′狔（ε１，ε２）

３犕

θ２
３＋

１

２
犳″狓狓（δ，η）


４犕

θ１
２
θ２

２＋

　犳″狓狔（δ，η）

４犕

θ１θ２
３＋
１

２
犳″狔狔（δ，η）


４犕

θ２ ］４ ＋

　
１－犲

θ１

犲θ ［１

狉
犓


３犕

θ１
２
θ２

＋犳（ε１，ε２）

２犕

θ２
２＋

　犳′狓（ε１，ε２）

３犕

θ１θ２
２＋犳′狔（ε１，ε２）


３犕

θ２
３＋

　
１

２
犳″狓狓（δ，η）


４犕

θ１
２
θ２

２＋犳″狓狔（δ，η）

４犕

θ１θ２
３＋

　
１

２
犳″狔狔（δ，η）


４犕

θ２ ］４ ＋１－犲
θ２

犲θ２
μ

２犕

θ２
２－
１

犲θ２
μ
犕

θ２

　　同理，可以得到狔期望满足的微分方程为

犱犈（犢）

犱狋
＝ ［ε犳（ε１，ε２）犈（犢）＋犳′狓（ε１，ε２）犈（犡犢）＋

　犳′狔（ε１，ε２）犈（犢
２）＋

１

２
犳″狓狓（δ，η）犈（犡

２犢）＋
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犳″狓狔（δ，η）犈（犡犢
２）＋

１

２
犳″狔狔（δ，η）犈（犢

３ ］） －μ犈（犢）
　　类似的方法得出狀阶矩所满足的微分方程为

犱犈（犡狀）

犱狋
＝∑

狀－１

犻＝０

犆犻狀狉犈（犡
犻＋１）＋∑

狀－１

犻＝０

犆犻狀（－１）
狀－犻·

［　 狉
犓
犈（犡犻＋２）＋犳（ε１，ε２）犈（犡

犻犢）＋犳′狓（ε１，ε２）·

　犈（犡
犻＋１犢）＋犳′狔（ε１，ε２）犈（犡

犻犢２）＋
１

２
犳″狓狓（δ，η）·

　犈（犡
犻＋２犢）＋犳″狓狔（δ，η）犈（犡

犻＋１犢２ ］） ＋
　
１

２
犳″狔狔（δ，η）犈（犡

犻犢３）

犱犈（犢狀）

犱狋
＝∑

狀－１

犻＝０

犆犻狀 ［ε犳（ε１，ε２）犈（犢犻＋１）＋犳′狓（ε１，ε２）·
　犈（犡犢

犻＋１）＋犳′狔（ε１，ε２）犈（犢
犻＋２）＋

１

２
犳″狓狓（δ，η）·

　犈（犡
２犢犻＋１）＋犳″狓狔（δ，η）犈（犡犢

犻＋２）＋
１

２
犳″狔狔（δ，η）·

　犈（犢
犻＋３ ］） ＋∑

狀－１

犻＝０

犆犻狀（
－１）狀－犻μ犈（犢

犻）

　　可以直观地看出狓的均值被最大环境容纳量

所约束，由狓∈｛０，１，２，…｝，狓的期望是非负的，满

足不等式

犈（犡）２ ≤犈（犡
２）

进而有

犱犈（犡）

犱狋
＝狉犈（犡）－

狉
犓
犈（犡２）≤

犈（犡）狉－
狉
犓
犈（犡（ ））

　　若０＜狓０≤犓，则得到随机变量 犡 满足｛０≤

犈（犡）≤犓｝，即犡 期望具有类似确定模型不变子集

的性质．

３　伊藤型随机微分方程的推导

现以确定性模型（２）为基础，利用上述马尔科夫

链模型等［１２］建立相应的伊藤型随机微分方程．

设狓（狋）和狔（狋）为两个连续随机变量，分别表

示狋时刻食饵与捕食者数量，令犣（狋）＝（狓（狋），

狔（狋））
犜，其中，犣（狋）∈瓗

２
＋，狋∈（０，!），Δ犣（狋）＝

（犣（狋＋Δ狋）－犣（狋））＝ Δ狓，Δ（ ）狔
犜 表示随机变量在

Δ狋时间段变化的随机向量，根据式（４）可求得在充

分小时间Δ狋内的期望犈 Δ（ ）犣 和协方差犞犪狉（Δ犣）．

充分小时间Δ狋内Δ狓与Δ狔的方差分别为

犈 Δ（ ）狓［ ］２ － μ１Δ［ ］狋 ２
≈犈［（）１

２犪１＋

－（ ）１ ２犫１］Δ狋＝ 犪１＋犫（ ）１ Δ狋

犈 Δ（ ）狔［ ］２ － μ２Δ［ ］狋 ２
≈犈［（）１

２犪２＋

－（ ）１ ２犫２］Δ狋＝ 犪２＋犫（ ）２ Δ狋

　　Δ狓与Δ狔的协方差为

犈 Δ狓Δ（ ）狔 －μ１μ２ Δ（ ）狋 ２
≈犈 Δ狓Δ（ ）狔 ＝０

因此，Δ犣的协方差为

犞犪狉（Δ犣）＝犈 Δ犣Δ犣［ ］犜 －犈 Δ［ ］犣·

犈 Δ（ ）犣［ ］犜 ≈犈 Δ犣Δ犣［ ］犜

又因为

犈 Δ犣Δ犣［ ］犜 ＝犈
Δ（ ）狓 ２

Δ狓Δ狔

Δ狓Δ狔 Δ（ ）狔

烄

烆

烌

烎
２
≈

犪１＋犫１ ０

０ 犪２＋犫

烄

烆

烌

烎２
Δ狋 犕

２
Δ狋

所以，犞犪狉（Δ犣）≈犕
２
Δ狋．

由上述计算可知，当Δ狋充分小时，Δ犣近似于

一个均值和协方差分别为μΔ狋和犕
２
Δ狋的正态分

布．令 ψ ＝ （φ１，φ２）
犜
～ 犖 （０，犐），则 μΔ狋＋

犕 Δ槡（ ）狋 ψ～犖（μΔ狋，犕２Δ狋）．因此，犣（狋＋Δ狋）可

以近似表达为

犣（狋＋Δ狋）＝犣（狋）＋Δ犣（狋）＝犣（狋）＋

μΔ狋＋犕 Δ槡（ ）狋 ψ （５）

　　由文献［１２］可知，方程（５）是伊藤型随机微分方

程的一个欧拉近似，即式（５）收敛到如下伊藤型随机

微分方程：

犱犣＝μ犱狋＋犕犱犅 （６）

式中：犅＝（犅１，犅２）
犜，犅１ 和犅２ 分别表示相互独立

的标准布朗运动；μ为漂移系数；犕 为扩散矩阵．

注意到μ与犕 的表达式，方程（６）即为

犱狓＝ 狉狓－
狉狓２

犓
－

犮犲狓狔

狔
α
＋（ ）犺犮犲狓

犱狋＋

　　 狉狓＋
狉狓２

犓
＋

犮犲狓狔

狔
α
＋槡 犺犮犲狓

犱犅１

犱狔＝
ε犮犲狓狔

狔
α
＋犺犮犲狓

－μ（ ）狔 犱狋＋

　　
ε犮犲狓狔

狔
α
＋犺犮犲狓

＋μ槡 狔犱犅

烅

烄

烆
２

（７）

　　由文献［１３］可知，方程（６）的形式可以不唯一，且

与之等价的随机微分方程具有相同的联合概率密度

函数．与方程（６）等价的随机微分方程具有如下形式：

犱犣＝μ犱狋＋犆犱犅


其中，扩散矩阵犆满足犆犆犜＝犕２．例如，
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犆＝
犪槡 １ 犫槡 １ ０ ０

０ ０ 犪槡 ２ 犫槡

烄

烆

烌

烎２

犅 ＝ 犅１
，犅２

，犅３
，犅４（ ） 犜

其中，犅
１ ，犅


２ ，犅


３ ，犅


４ 分别表示相互独立的标准

布朗运动．

上述假设出生率和死亡率分别为模型（２）的正

项和负项部分，得到了伊藤型随机微分方程（７）．当

出生率和死亡率取其他形式时，可以得到与方程（７）

不同形式的伊藤型随机微分方程．

例如，选取

犪１ 狓，（ ）狔 ＝ 犪１１＋犪１２（ ）狓狓

犪２ 狓，（ ）狔 ＝ 犪２１＋犪２２狔＋
ε犮犲狓

狔
α
＋（ ）犺犮犲狓

狔

犫１ 狓，（ ）狔 ＝ 犫１１＋犫１２狓＋
犮犲狔

狔
α
＋（ ）犺犮犲狓

狓

犫２ 狓，（ ）狔 ＝ 犫２１＋犫２２（ ）狔狔

其中，犪犻犼，犫犻犼＞０，犻，犼＝１，２，且满足以下关系

犪犻１－犫犻１ ＝α犻，犪犻２－犫犻２ ＝β犻

α犻 ＝ α１，α（ ）２
犜
＝ 狉，－（ ）μ

犜

β犻 ＝ β１，β（ ）２
犜
＝ －

狉
犓
，（ ）０烅

烄

烆

犜 （８）

　　对于重新定义的犪犻 和犫犻，通过类似方法可以

得到如下的伊藤型随机微分方程：

犱狓＝ 狉狓－
狉狓２

犓
－

犮犲狓狔

狔
α
＋（ ）犺犮犲狓

犱狋＋

　 犪１１＋犫（ ）１１ 狓＋犪１２＋犫（ ）１２ 狓
２
＋
犮犲狓狔

狔
α
＋槡 犺犮犲狓

犱犅１

犱狔＝
ε犮犲狓狔

狔
α
＋犺犮犲狓

－μ（ ）狔 犱狋＋

　 犪２１＋犫（ ）２１ 狔＋犪２２＋犫（ ）２２ 狔
２
＋
ε犮犲狓狔

狔
α
＋槡 犺犮犲狓

犱犅

烅

烄

烆
２

（９）

　　由犪犻１＋犫犻１＞α犻，犪犻２＋犫犻２＞β犻 可知，方程（９）

中的扩散系数比方程（７）中的扩散系数大．

４　仿真与讨论

基于具有犎犪狊狊犲犾犾犞犪狉犾犲狔型功能反应函数的确

定性捕食系统建立了两类新的随机捕食者－食饵模

型：一类是连续时间马尔科夫链模型；另一类是伊藤

型随机微分方程模型．分析了不同形式的出生率和

死亡率对随机模型的影响．现通过数值模拟讨论模

型的渐近性态．

选取初值（狓０，狔０）＝（１０，２０），参数α＝０．５，

狉＝１．５，犓＝１６．６７，犮＝０．１４，ε＝０．６，犲＝０．５，犺＝

１３，μ ＝０．０３５．其 中，ε＞犺μ，计 算 得 犈 ＝

１５．８０８１，２１．（ ）０１６４ ，此时确定性模型（２）的正平衡

点犈稳定．图１和图２（见下页）中的蓝色虚线和红

色实线分别表示确定性模型和随机模型的解曲线．

图１　确定性模型（２）和随机模型（７）的解曲线

犉犻犵．１　犛狅犾狌狋犻狅狀犮狌狉狏犲狊狅犳狋犺犲犱犲狋犲狉犿犻狀犻狊狋犻犮犿狅犱犲犾（２）犪狀犱狊狋狅犮犺犪狊狋犻犮犿狅犱犲犾（７）

　　从图１和图２察到随机模型（７）和随机模型（９）

的解都围绕确定模型（２）的正平衡点犈振荡．比较

图１和图２可以发现，随机模型（９）解的振荡

幅度明显大于随机模型（７）解的振荡幅度，这与理论

结果相符．

图３（见下页）是马尔科夫链模型（４）的二维随

机游走，容易看出，马尔科夫链模型（４）的随机游走

是围绕确定性模型（２）的正平衡点犈进行的．
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图２　确定性模型（２）和随机模型（９）的解曲线

犉犻犵．２　犛狅犾狌狋犻狅狀犮狌狉狏犲狊狅犳狋犺犲犱犲狋犲狉犿犻狀犻狊狋犻犮犿狅犱犲犾（２）犪狀犱狊狋狅犮犺犪狊狋犻犮犿狅犱犲犾（９）

图３　马尔科夫链模型（４）的随机游走

犉犻犵．３　犚犪狀犱狅犿狑犪犾犽狅犳狋犺犲犕犪狉犽狅狏犮犺犪犻狀犿狅犱犲犾（４）
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