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带势函数的双调和不等式组的整体解的不存在性

蒋秋霞，　魏公明
（上海理工大学 理学院，上海　２０００９３）

摘要：研究了一类带势函数的双调和不等式组的整体解的不存在性．在一定条件下，通过选择合适

的测试函数，利用犢狅狌狀犵不等式、犎犾犱犲狉不等式及犛狅犫狅犾犲狏嵌入定理等，得到解的先验估计，并应用

这一估计证明不等式组的整体解的不存在性．
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１　问题的提出

研究不等式组

　
－Δ

２狌＋λ犞１（ ）狓狌狏≥ （ ）犪 狓狌狇，

－Δ
２狏＋λ犞２（ ）狓狌狏≥ （ ）犫 狓狏狇

烅
烄

烆 ，
狓∈犚

犖 （１）

其中，犖＞４，狇＞２，λ＞０，且 （ ）犪 狓 ， （ ）犫 狓 ，犞１（ ）狓 ，

犞２（ ）狓 ∈犔
１
犾狅犮 犚（ ）犖 是非负函数，使得存在正常数

犆１，犆２，犆３，犆４，θ，使 ０≤θ＜４，且对足够大的

狓 ，有

犞１（ ）狓 ≤
犆１
狓 ４

，犞２（ ）狓 ≤
犆２
狓 ４

，

　　 （ ）犪 狓 ≥
犆３
狓 θ

， （ ）犫 狓 ≥
犆４
狓 θ

（２）

　　假设函数犞１（ ）狓 ，犞２（ ）狓 满足犎犪狉犱狔不等式，即

λ犎∫狌
２ （ ）犞 狓 犱狓≤∫Δ（ ）狌 ２犱狓，

狌∈ 犠
２，２ 犚（ ）犖 （３）

其中，λ犎＝
犖 犖（ ）－４（ ）４

２

．

文献［１］给出了四阶犛犮犺狉犱犻狀犵犲狉不等式
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－Δ
２狌＋λ （ ）犞 狓狌≥ （ ）犪 狓狌狇，狓∈犚

犖 （４）

的先验估计．

犅狉犲狕犻狊
［２］研究了下列问题：

令１＜狆＜!

，对每个犳∈犔
１
犾狅犮（犚

犖），在犇′ 犚（ ）犖

中，存在唯一的狌∈犔狆犾狅犮（犚
犖）满足

－Δ狌＋ 狌 狆－１狌＝犳（ ）狓

而且，如果在犚犖 上，几乎处处有犳≥０，则几乎处处

有狌≥０．

对每一个犳∈犔
１
犾狅犮 犚（ ）犖 ，则在犇′ 犚（ ）犖 上，存在

唯一的狌∈犔狆犾狅犮 犚（ ）犖 及犵（ ）狌 ∈犔
１
犾狅犮 犚（ ）犖 满足方程

－Δ狌＋犵（ ）狌 ＝犳（ ）狓

　　犙狌犻狋狋狀犲狉
［３］研究了下列方程：

－Δ狌＝狌
狉狏狆， 狓∈Ω

－Δ狏＝狌狇狏
狊， 狓∈Ω

狌＝狏＝０， 狓∈

烅

烄

烆 Ω

其中，Ω 是犚
犖 上的光滑有界区域，狆，狇，狉，狊≥０，

狆狇≠ １－（ ）狉 １－（ ）狊 ，狆，狇，狉，狊满足合适的次临界

度条件．文献［３］证明了先验估计以及方程正解的存

在性．

犢犪狉狌狉
［４］研究了下列方程：

在Ω犚
犖 上，

－Δ狌＝ （ ）犪 狓狏狆

－Δ狏＝ （ ）犫 狓狌｛ 狇

其中，狆≥１，狇≥１，狆狇＞１， （ ）犪 狓 ， （ ）犫 狓 ∈犔
!

犾狅犮（ ）Ω 为

非负函数，文献［４］证明了方程组非负解的不存在性．

犕犻狋犻犱犻犲狉犻等
［５］通过选取合适的测试函数，证明

了拟线性椭圆方程正解的不存在性．

犌犻犱犪狊等
［６－７］给出了刘维尔定理与各种半线性、

拟线性椭圆方程的先验估计解之间的联系．有关拟

线性算子的更一般的结论见文献［８－９］．

受以上文献的启发，本文研究双调和不等式组

（１），通过解的先验估计来证明不等式组的整体解的

不存在性．给出一些辅助的引理，证明双调和不等式

组的整体解的不存在性．

２　预备知识和重要引理

犚＞０．在本文中假设犃犚＝｛狓∈犚
犖 犚≤ 狓 ＜

２犚｝和犅犚＝｛狓∈犚
犖 ０＜ 狓 ＜犚｝．记η＝（η１，

η２，η３，…，η犖），其中，η１，η２，…，η犖 是正整数．

定义１　令犖＞４，称狌，狏是不等式组（１）的弱

解，若它们满足下列条件：

犪．狌，狏∈犠
２，２
犾狅犮 犚（ ）犖 ∩犔

!

犾狅犮 犚（ ）犖 ；

　 　犫．
－∫Δ狌Δφ＋∫λ狌狏犞１（ ）狓φ≥∫狌狇 （ ）犪 狓φ，

－∫Δ狏Δφ＋∫λ狏狌犞２（ ）狓φ≥∫狏狇 （ ）犫 狓φ
烅
烄

烆 ，

φ≥０，φ∈犆
!

０ 犚（ ）犖 ．

引理 １
［１］
　 令 犚 ＞０，犿 ＞１，且 φ （ ）狓 ＝

φ０
狓（ ）［ ］犚

犿

，狓＝ 狓１，狓２，…，狓（ ）犖 ∈犚
犖，其中

φ０（）狕 ＝
１， ０≤ 狕 ≤１

０， 狕 ≥｛ ２
（５）

φ０∈犆
!

０ 犚（ ）犖 ，且当０≤狕＜２时，０≤φ０（）狕 ≤１．令

０＜ η ＜犿，则有

犇ηφ（ ）狓 ＝∑
狊∈犛

φ０
狓（ ）［ ］犚

犿－ η

犆狊
狓（ ）犚

·

１

狓 β狊犚κ狊∏
犖

犻＝１

狓γ
犻
狊
犻 ，狓∈犃犚 （６）

　　有限集犛 依赖于η，其中，犆狊∈犆
!

０ 犚（ ）犖 ，γ
犻
狊，

β狊，κ狊≥０，且是取决于狊∈犛的整数．

β狊＋κ狊－∑
犖

犻＝１

γ
犻
狊 ＝ η ，狊∈犛

而且，若犱＞０，有

犇ηφ（ ）狓
犱
≤犆

１

犚 η 犱 φ０
狓（ ）［ ］犚

犱（犿－ η ）

，

狓∈犃犚 （７）

其中，犆与犚 无关．

推论 １　 令 α ＞０，犚０ ＞０，２＜ 狇 ＜

犖－θ＋α ４－（ ）θ
犖－４

，χ＝
α＋狇
α＋１

，χ′＝
α＋狇
狇－１

是犎犱犲狉共

轭指数，狔＝狇－１，狔′＝
狇－１

狇－２
是犎犱犲狉共轭指数，引

入引理１中的φ，犿 足够大时，则有下列３个式子

成立：

犪．犾犻犿
犚→!∫犃犚

狓
θχ′
χ

φ
４χ′

φ
３χ′＋

χ′
χ

＝０；

犫．犾犻犿
犚→!∫犃犚

狓
θχ′
χ
Δ（ ）φ

２χ′

φ
χ′＋

χ′
χ

＝０；

犮．犾犻犿
犚→!∫犅犚

狓
θ狔′
狔
＋
θχ′
χ狔′－４狔′χ′φ＜!．

证明　参考文献［１］，应用引理１中的式（７），对

犚＞０，有

犪．

∫犃犚

狓
θχ′
χ

φ
４χ′

φ
３χ＋

χ′
χ

≤犆犚
θχ′
χ －４χ′＋犖 （８）

　　犫．

∫犃犚

狓

θχ′
χ Δ（ ）φ

２χ′

φ
χ′＋

χ′
χ

≤犆犚
θχ′
χ －４χ′＋犖 （９）

　　犮．运用球坐标换元，有

∫犅犚

狓

θ狔′
狔
＋
θχ′
χ狔′－４狔′χ′

＝犆∫
犚

犚
０

狋
θ狔′
狔
＋
θχ′
χ狔′－４狔′χ′狋犖－１犱狋≤

０１１
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犆

θ狔′

狔
＋
θχ′

χ
狔′－４狔′χ′＋犖

·

犚
θ狔′
狔
＋
θχ′
χ狔′－４狔′χ′＋犖 －犚０

θ狔′
狔
＋
θχ′
χ狔′－４狔′χ′＋［ ］犖 　 （１０）

其中，常数犆不依赖于犚．

由于

２＜狇＜
犖－θ＋α ４－（ ）θ

犖－４

所以

θχ′

χ
－４χ′＋犖 ＝

θ１＋（ ）α
狇－１

－
４狇＋（ ）α
狇－１

＋犖 ＜０

且

θ狔′

狔
＋
θχ′

χ
狔′－４狔′χ′＋犖 ＜０

　　在式（８）～（１０）中，指数为负，令犚→!

，即犪，犫，

犮得证．

引理２　令狌，狏是不等式组（１）的弱解，犳，犵∈

犠２，２
犾狅犮 犚（ ）犖 是非负函数，则有

－∫Δ狌Δ犳（ ）ψ ＋λ∫狌狏犞１（ ）狓犳ψ≥∫狌
狇 （ ）犪 狓犳ψ，

－∫Δ狏Δ犵（ ）ψ ＋λ∫狌狏犞２（ ）狓犵ψ≥∫狏
狇 （ ）犫 狓犵ψ

烅

烄

烆
，

ψ≥０，ψ∈犆
!

０ 犚（ ）犖

　　证明　令 ρ（ ）狀 狀≥０是正则化序列，定义

犳狀 ＝ 犳（ ）ψ ρ狀 ∈犆
!

０ 犚（ ）犖

犵狀 ＝ 犵（ ）ψ ρ狀 ∈犆
!

０ 犚（ ）
烅
烄

烆
犖

且Ω 是犚
犖 中的开球，使得狊狆狋犳（ ）狀 ∪狊狆狋（ ）ψ ∈Ω，

狊狆狋犵（ ）狀 ∪狊狆狋（ ）ψ ∈Ω，狀＞０．因为，犳ψ Ω∈

犠２，２
０ （ ）Ω ，犵ψ Ω∈犠

２，２
０ （ ）Ω ，则存在子列 犳（ ）狀 狀＞０，

犵（ ）狀 狀＞０，使得在 犠
２，２（ ）Ω 中有：犳狀→犳ψ，犵狀→犵ψ．

在Ω 中，几乎处处有

犳狀 →犳ψ，犵狀 →犵ψ （１１）

　　由犎犪狉犱狔不等式（３），可知

λ犎∫Ω
犳狀 －犳犿

２犞１（ ）狓 ≤∫Ω
Δ犳狀 －犳（ ）［ ］犿

２

λ犎∫Ω
犵狀 －犵犿

２

犞２（ ）狓 ≤∫Ω
Δ犵狀 －犵（ ）［ ］犿

２

因此 （，犳狀（犞１（狓）） ）
１
２

狀≥０
（，犵狀（犞２（狓）） ）

１
２

狀≥０
是

犔２（Ω）上 的 柯 西 列，则 有 另 一 子 列 （犳狀）狀＞０，

（犵狀）狀＞０，使得犠１，犠２∈犔
２（Ω），对狀＞０，在Ω

中，几乎处处有

犳狀 犞１（ ）（ ）狓
１
２ ≤ 犠１，犵狀 犞２（ ）（ ）狓

１
２ ≤ 犠２ （１２）

　　应用柯西施瓦茨不等式

∫Ω
犳狀 －犳犞１（ ）狓狌狏≤∫Ω

犳狀 －犳
２犞１（ ）［ ］狓

１
２

·

∫Ω
狌２狏２犞１（ ）［ ］狓

１
２

∫Ω
犵狀 －犵犞２（ ）狓狌狏≤∫Ω

犵狀 －犵
２犞２（ ）［ ］狓

１
２

·

∫Ω
狌２狏２犞２（ ）［ ］狓

１
２

　　由式（１１）和式（１２）及犔犲犫犲狊犵狌犲控制收敛定理，

在犔２ 犚（ ）犖 上，有

犳狀 犞１（ ）（ ）狓
１
２ →犳 犞１（ ）（ ）狓

１
２ψ

犵狀 犞２（ ）（ ）狓
１
２ →犵 犞２（ ）（ ）狓

１
２ψ

　　 由 狌，狏∈犔
!

犾狅犮 （ ）Ω ，且 犞１ （ ）狓 ，犞２ （ ）狓 ∈

犔１犾狅犮 犚（ ）犖 ，有

∫Ω
犳狀狌狏犞１（ ）狓 →∫Ω

犳狌狏ψ犞１（ ）狓

∫Ω
犵狀狌狏犞２（ ）狓 →∫Ω

犵狌狏ψ犞２（ ）
烅

烄

烆 狓

（１３）

　　再次应用柯西施瓦茨不等式，有

∫Ω
Δ狌Δ犳狀 －∫Ω

Δ狌Δ犳（ ）ψ ≤∫Ω
Δ（ ）狌［ ］２

１
２

·

∫Ω
Δ犳狀 －犳（ ）ψ［ ］２

１
２

∫Ω
Δ狏Δ犵狀 －∫Ω

Δ狏Δ犵（ ）ψ ≤∫Ω
Δ（ ）狏［ ］２

１
２

·

∫Ω
Δ犵狀 －犵（ ）ψ［ ］２

１
２

　　由狌，狏∈犠
２，２
犾狅犮 犚（ ）犖 及式（１１），有

　
∫Ω
Δ狌Δ犳（ ）狀 →∫Ω

Δ狌Δ犳（ ）ψ

∫Ω
Δ狏Δ犵（ ）狀 →∫Ω

Δ狏Δ犵（ ）
烅

烄

烆 ψ

（１４）

　　由于犳狀，犵狀∈犆
!

０ 犚（ ）犖 ，由定义１中的犫，得

－∫Δ狌Δ犳（ ）狀 ＋λ∫犳狀狌狏犞１（ ）狓 ≥∫犳狀狌
狇 （ ）犪 狓

－∫Δ狏Δ犵（ ）狀 ＋λ∫犵狀狌狏犞２（ ）狓 ≥∫犵狀狏
狇 （ ）

烅

烄

烆 犫 狓

（１５）

因此，应用式（１３）和式（１４），有

犾犻犿犻狀犳∫犳狀狌
狇 （ ）犪 狓 ≤λ∫狌狏犳ψ犞１（ ）狓 －∫Δ狌Δ犳（ ）ψ

犾犻犿犻狀犳∫犵狀狏
狇 （ ）犫 狓 ≤λ∫狌狏犵ψ犞２（ ）狓 －∫Δ狏Δ犵（ ）

烅

烄

烆 ψ

　　再应用犉犪狋狅狌引理，引理２得证．

引理３　令狌，狏是不等式组（１）的弱解，在犚
犖

上，几乎处处有：狌≥０，狏≥０，Δ狌≥０，Δ狏≥０．令α＞

２，且２＜狇＜
犖＋α ４－（ ）θ －θ

犖－４
，则有狌狇＋α犪（狓）∈

犔１ 犚（ ）犖 ，狏狇＋α （ ）犫 狓 ∈犔
１ 犚（ ）犖 ．

证明　易得狌α，狏α∈犠
２，２
犾狅犮 犚（ ）犖 ，因此，应用引

１１１
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理２，则有

∫狌
狇＋α （ ）犪 狓φ≤－∫Δ狌Δ 狌

α（ ）φ ＋λ∫狌
α＋１狏犞１（ ）狓φ

∫狏
狇＋α （ ）犫 狓φ≤－∫Δ狏Δ 狏

α（ ）φ ＋λ∫狏
α＋１狌犞２（ ）狓

烅

烄

烆 φ

　　将不等式组的右边第１项展开移项，有

∫狌
狇＋α犪（狓）φ＋∫α狌

α－１（Δ狌）
２
φ＋∫α（α－１）·

　狌
α－２
Δ狌 狌 ２

φ≤－２α∫狌
α－１
Δ狌 狌 φ－

　∫狌
α
Δ狌Δφ＋λ∫狌

α＋１狏犞１（狓）φ

∫狏
狇＋α犫（狓）φ＋∫α狏

α－１（Δ狏）
２
φ＋∫α（α－１）·

　狏
α－２
Δ狏 狏 ２

φ≤－２α∫狏
α－１
Δ狏 狏 φ－

　∫狏
α
Δ狏Δφ＋λ∫狏

α＋１狌犞２（狓）

烅

烄

烆
φ

（１６）

对不等式组（１６）的右边３项分别进行估计，取ε１＞

０，指数
１

２
，对不等式组的第１项应用犢狅狌狀犵不等

式，有

２α∫狌
α－１
Δ狌 狌 φ ≤

ε
２
１

２∫αα－（ ）１狌α－２·

　Δ狌 狌 ２
φ＋

４α
２

２ε
２
１αα－（ ）１∫狌

α
Δ狌

φ
２

φ

２α∫狏
α－１
Δ狏 狏 φ ≤

ε
２
１

２∫αα－（ ）１狏α－２·

　Δ狏 狏 ２
φ＋

４α
２

２ε
２
１αα－（ ）１∫狏

α
Δ狏

φ
２

烅

烄

烆 φ

（１７）

再对式（１７）的右边第２项继续应用犢狅狌狀犵不等式，

取ε２＞０，指数
１

２
，则有

２α∫狌
α－１
Δ狌 狌 φ ≤

ε
２
１

２∫α（α－１）狌
α－２·

　Δ狌 狌 ２
φ＋

ε
２
２

２∫α狌
α－１

Δ（ ）狌 ２
φ＋

　犽１（α）∫狌
α＋１ φ

４

φ
３

２α∫狏
α－１
Δ狏 狏 φ ≤

ε
２
１

２∫α（α－１）狏
α－２·

　Δ狏 狏 ２
φ＋

ε
２
２

２∫α狏
α－１

Δ（ ）狏 ２
φ＋

　犽１（α）∫狏
α＋１ φ

４

φ

烅

烄

烆 ３

（１８）

其中，犽１（ ）α ＝
４α

２

２ε
２
１α α（ ）［ ］－１

２
１

２αε
２
２

．

接下来对不等式组（１６）的第２项进行估计，取

ε３＞０，指数
１

２
，应用犢狅狌狀犵不等式，有

∫狌
α
Δ狌Δφ ≤

ε
２
３

２∫α狌
α－１

Δ（ ）狌 ２
φ＋

　　　
１

２ε
２
３α∫狌

α＋１ Δ（ ）φ
２

φ

∫狏
α
Δ狏Δφ ≤

ε
２
３

２∫α狏
α－１

Δ（ ）狏 ２
φ＋

　　　
１

２ε
２
３α∫狏

α＋１ Δ（ ）φ
２

烅

烄

烆 φ

（１９）

　　将式（１７）和式（１８）代入式（１６），有

∫狌
狇＋α犪（狓）φ＋犽３（α）∫α（α－１）狌

α－２
Δ狌·

　 狌 ２
φ＋犽２（α）∫α狌

α－１（Δ狌）
２
φ≤犽１（α）·

　∫狌
α＋１ φ

４

φ
３ ＋

１

２ε
２
３α∫狌

α＋１ （Δφ）
２

φ
＋

　λ∫狌
α＋１狏犞１（狓）φ

∫狏
狇＋α犫（狓）φ＋犽３（α）∫α（α－１）狏

α－２
Δ狏·

　 狏 ２
φ＋犽２（α）∫α狏

α－１（Δ狏）
２
φ≤犽１（α）·

　∫狏
α＋１ φ

４

φ
３ ＋

１

２ε
２
３α∫狏

α＋１ （Δφ）
２

φ
＋

　λ∫狏
α＋１狌犞２（狓）

烅

烄

烆
φ

（２０）

其中，犽２（ ）α ＝ １－
ε
２
２

２
－
ε
２
３（ ）２ ，犽３（ ）α ＝１－

ε
２
１

２
．

取共轭指数χ＝
狇＋α
α＋１

，χ′＝
狇＋α

狇－１
及狔＝狇－１，

狔′＝
狇－１

狇－２
，令犚０＞０，使得当 狓 ≥犚０ 时，式（２）成

立，取δ１，δ２，δ３，δ４＞０，对不等式组（２０）的右边３

项应用犎犾犱犲狉不等式以及犢狅狌狀犵不等式，有：

犪．

犽１（ ）α∫狌
α＋１ φ

４

φ
３ ≤犽１（ ）α∫

狌狇＋α

狓 θ［ ］φ
１
χ

·

　∫狓
θχ′
χ

φ
４χ′

φ
３χ′＋

χ′［ ］
χ

１
χ′

≤
δ
χ
１

犆３χ∫狌
狇＋α （ ）犪 狓φ＋

　
犽１（ ）［ ］α

χ′

χ′δ
χ′
１ ∫狓

θχ′
χ

φ
４χ′

φ
３χ′＋

χ′［ ］
χ

犽１（ ）α∫狏
α＋１ φ

４

φ
３ ≤犽１（ ）α∫

狏狇＋α

狓 θ［ ］φ
１
χ

·

　∫狓
θχ′
χ

φ
４χ′

φ
３χ′＋

χ′［ ］
χ

１
χ′

≤
δ
χ
１

犆４χ∫狏
狇＋α （ ）犫 狓φ＋

　
犽１（ ）［ ］α

χ′

χ′δ
χ′
１ ∫狓

θχ′
χ

φ
４χ′

φ
３χ′＋

χ′［ ］
χ

　　犫．

１

２ε
２
３α∫狌

α＋１ Δ（ ）φ
２

φ
≤
１

２ε
２
３α∫

狌狇＋α

狓 θ［ ］φ
１
χ

·

２１１



　第２期 蒋秋霞，等：带势函数的双调和不等式组的整体解的不存在性 　

　∫狓
θχ′
χ
Δφ

２χ′

φ
χ′＋

χ′［ ］
χ

１
χ′

≤
δ
χ
２

犆３χ∫狌
狇＋α （ ）犪 狓φ＋

　
１

２ε
２
３

［ ］α
χ′
１

χ′δ
χ′
２∫狓

θχ′
χ
Δφ

２χ′

φ
χ′＋

χ′［ ］
χ

１

２ε
２
３α∫狏

α＋１ （ ）Δφ
２

φ
≤
１

２ε
２
３α∫

狏狇＋α

狓 θ［ ］φ
１
χ

·

　∫狓
θχ′
χ
Δφ

２χ′

φ
χ′＋

χ′［ ］
χ

１
χ′

≤
δ
χ
２

犆４χ∫狏
狇＋α （ ）犫 狓φ＋

　
１

２ε
２
３

［ ］α
χ′
１

χ′δ
χ′
２∫狓

θχ′
χ
Δφ

２χ′

φ
χ′＋

χ′［ ］
χ

　　犮．

λ∫狌
α＋１狏犞１（ ）狓φ ≤λ∫狓 ＜犚０

狌α＋１狏犞１（ ）狓φ＋

　犆１λ∫狓 ≥犚０

狌α＋１狏

狓 ４φ≤λ∫狓 ＜犚０

狌α＋１狏犞１（ ）狓φ＋

　犆１λ∫狓 ≥犚０

狌狇＋α

狓 θ［ ］φ
１
χ

∫狓 ≥犚０

狏χ′ 狓
θχ′
χ－４χ′［ ］φ

１
χ′

≤

　λ∫狓 ＜犚０

狌α＋１狏犞１（ ）狓φ＋
δ
χ
３

犆３χ∫狓 ≥犚０

狌狇＋α·

　 （ ）犪 狓φ＋
λ
χ′犆χ′１

χ′δ
χ′
３∫狓 ≥犚０

狏χ′ 狓

θχ′
χ －４χ′

φ≤

　λ∫狓 ＜犚０

狌α＋１狏犞１（ ）狓φ＋
δ
χ
３

犆３χ∫狓 ≥犚０

狌狇＋α·

　 （ ）犪 狓φ＋
λ
χ′犆χ′１

χ′δ
χ′
３∫狓 ≥犚０

狏狇＋α

狓 θ［ ］φ
１

狔

·

　∫狓 ≥犚０

狓
θ狔′
狔
＋
θχ′
χ狔′－４狔′χ′［ ］φ

１
χ′

≤

　λ∫狓 ＜犚０

狌α＋１狏犞１（ ）狓φ＋
δ
χ
３

犆３χ∫狓 ≥犚０

狌狇＋α·

　 （ ）犪 狓φ＋
λ
χ′犆χ′１δ

狔
４

χ′δ
χ′
３犆４狔∫狓 ≥犚０

狏狇＋α （ ）犫 狓φ＋

　
λ
χ′犆χ′１

χ′δ
χ′
３狔′δ

狔′４∫狓 ≥犚０

狓
θ狔′
狔
＋
θχ′
χ狔′－４狔′χ′φ

λ∫狏
α＋１狌犞２（ ）狓φ ≤λ∫狓 ＜犚０

狏α＋１狌犞２（ ）狓φ＋

　犆２λ∫狓 ≥犚０

狏α＋１狌

狓 ４φ≤λ∫狓 ＜犚０

狏α＋１狌犞２（ ）狓φ＋

　犆２λ∫狓 ≥犚０

狏狇＋α

狓 θ［ ］φ
１
χ

∫狓 ≥犚０

狌χ′ 狓
θχ′
χ－４χ′［ ］φ

１
χ′

≤

　λ∫狓 ＜犚０

狏α＋１狌犞２（ ）狓φ＋
δ
χ
３

犆４χ∫狓 ≥犚０

狏狇＋α·

　 （ ）犫 狓φ＋
λ
χ′犆χ′２

χ′δ
χ′
３∫狓 ≥犚０

狌χ′ 狓

θχ′
χ －４χ′

φ≤

　λ∫狓 ＜犚０

狏α＋１狌犞２（ ）狓φ＋
δ
χ
３

犆４χ∫狓 ≥犚０

狏狇＋α·

　 （ ）犫 狓φ＋
λ
χ′犆χ′２

χ′δ
χ′
３∫狓 ≥犚０

狌狇＋α

狓 θ［ ］φ
１

狔

·

　∫狓 ≥犚０

狓
θ狔′
狔
＋
θχ′
χ狔′－４狔′χ′［ ］φ

１

狔′

≤

　λ∫狓 ＜犚０

狏α＋１狌犞２（ ）狓φ＋
δ
χ
３

犆４χ∫狓 ≥犚０

狏狇＋α·

　 （ ）犫 狓φ＋
λ
χ′犆χ′２δ

狔
４

χ′δ
χ′
３犆３狔∫狓 ≥犚０

狌狇＋α （ ）犪 狓φ＋

　
λ
χ′犆χ′２

χ′δ
χ′
３狔′δ

狔′４∫狓 ≥犚０

狓
θ狔′
狔
＋
θχ′
χ狔′－４狔′χ′φ

　　将犪，犫，犮代入式（２０），有

犆４（α）∫狌
狇＋α犪（狓）φ＋犽３（α）∫α（α－１）狌

α－２·

　Δ狌 狌 ２
φ＋犽２（α）∫α狌

α－１（Δ狌）
２
φ≤

　λ∫狓 ＜犚０

狌α＋１狏犞１（ ）狓φ＋犆１（ ）α∫犃犚

狓
θχ′
χ ·

　
φ

４χ′

φ
３χ′＋

χ′
χ

＋犆２（ ）α∫犃犚

狓
θχ′
χ
Δφ

２χ′

φ
χ′＋

χ′
χ

＋

　犆３（ ）α∫狓 ≥犚０

狏狇＋α （ ）犫 狓φ＋

　犆５（ ）α∫狓 ≥犚０

狓
θ狔′
狔
＋
θχ′
χ狔′－４狔′χ′φ （２１）

犆６（α）∫狏
狇＋α犫（狓）φ＋犽３（α）∫α（α－１）狏

α－２·

　Δ狏 狏 ２
φ＋犽２（ ）α∫α狏

α－１
Δ（ ）狏 ２

φ≤

　λ∫狓 ＜犚０

狏α＋１狌犞２（ ）狓φ＋犆１（ ）α∫犃犚

狓
θχ′
χ ·

　
φ

４χ′

φ
３χ′＋

χ′
χ

＋犆２（ ）α∫犃犚

狓
θχ′
χ
Δφ

２χ′

φ
χ′＋

χ′
χ

＋

　犆７（ ）α∫狓 ≥犚０

狌狇＋α （ ）犪 狓φ＋

　犆８（ ）α∫狓 ≥犚０

狓
θ狔′
狔
＋
θχ′
χ狔′－４狔′χ′φ （２２）

其中

犆３（ ）α ＝
λ
χ′犆χ′１δ

狔
４

χ′δ
χ′
３狔犆４

　　　　　　　　　　　

犆４（ ）α ＝１－
δ
χ
１

犆３χ
－
δ
χ
２

犆３χ
－
δ
χ
３

犆３χ

犆５（ ）α ＝
λ
χ′犆χ′１

χ′δ
χ′
３狔′δ

狔′４

犆６（ ）α ＝１－
δ
χ
１

犆４χ
－
δ
χ
２

犆４χ
－
δ
χ
３

犆４χ

犆７（ ）α ＝
λ
χ′犆χ′２δ

狔
４

χ′δ
χ′
３犆３狔

，犆８（ ）α ＝
λ
χ′犆χ′２

χ′δ
χ′
３狔′δ

狔′４

　　将式（２１）与式（２２）相加，有

［犆４（α）－犆７（α）］∫狌
狇＋α犪（狓）φ＋［犆６（α）－

　犆３（α）］∫狏
狇＋α （ ）犫 狓φ＋犽３（ ）［α∫α α－（ ）１狌α－２·

　Δ狌 狌 ２
φ＋∫α α－（ ）１狏α－２Δ狏 狏 ２ ］φ ＋

３１１
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　犽２（ ）［α∫α狌
α－１

Δ（ ）狌 ２
φ＋∫α狏

α－１
Δ（ ）狏 ２ ］φ ≤

　 ［λ∫狓 ＜犚０

狌α＋１狏犞１（ ）狓φ＋∫狓 ＜犚０

狏α＋１狌·

　犞２（ ）狓 ］φ ＋２犆１（ ）α∫犃犚

狓
θχ′
χ

φ
４χ′

φ
３χ′＋

χ′
χ

＋

　２犆２（ ）α∫犃犚

狓
θχ′
χ
Δφ

２χ′

φ
χ′＋

χ′
χ

＋［犆５（ ）α ＋

　犆８（ ）α ］∫狓 ≥犚０

狓
θ狔′
狔
＋
θχ′
χ狔′－４狔′χ′φ

　　取足够小的ε１，ε２，ε３，δ１，δ２，δ４，固定δ３，使得

犆４（）α －犆７（）α ，犆６（）α －犆３（）α ，犽２（）α ，犽３（）α 为

正，令犚→!

，由推论１及单调收敛定理得

∫狌
狇＋α （ ）犪 狓φ＋∫狏

狇＋α （ ）犫 狓φ＜犆

因为，犆与φ无关，所以，有

狌狇＋α （ ）犪 狓 ＋狏狇
＋α （ ）犫 狓 ∈犔

１ 犚（ ）犖

即得狌狇＋α （ ）犪 狓 ∈犔
１ 犚（ ）犖 ，狏狇＋α （ ）犫 狓 ∈犔

１ 犚（ ）犖 ．

引理４
［１０］
　令狉＞０，狌，狏∈犠

２，２ 犅（ ）狉 ，使得在

犅２狉上，几乎处处有：狌≥０，狏≥０，Δ狌≥０，Δ狏≥０，

则有

‖狌‖犔
!（犅狉

）＋‖狏‖犔
!（犅狉

）≤

　　犆犅
２狉

狌２犱（ ）狓
１
２

＋犅
２狉

狏２犱（ ）狓［ ］
１
２

其中，常数犆与狉无关．

３　主要结论

现证明定理１．

定理１　令狌，狏是不等式组（１）的弱解，且满

足定义１及在 犚犖 上，几乎处处有：狌≥０，狏≥０，

Δ狌≥０，Δ狏≥０，则有，狌＝狏≡０，即不等式组（１）不

存在整体解．

证明　取α＞２，使得

２＜狇＜
犖－θ＋α ４－（ ）θ

犖－４
，σ＝狇

＋α
２

　　易证狌
σ，狏σ 满足引理４的假设，狉＞０，有

‖狌
σ
‖犔

!

犅（ ）
狉
＋‖狏

σ
‖犔

!

犅（ ）
狉 ≤

　犆犅２狉狌
２σ犱（ ）狓

１
２

＋犅
２狉

狏２σ犱（ ）狓［ ］
１
２

≤

　犆
１

２犖狉犖∫犅
２狉

狌２σ犱（ ）狓
１
２

＋
１

２犖狉犖∫犅
２狉

狏２σ犱（ ）狓［ ］
１
２

≤

　犆
１

狉犖－θ∫犅
２狉

狌２σ

狉θ
犱（ ）狓

１
２

＋
１

狉犖－θ∫犅
２狉

狏２σ

狉θ
犱（ ）狓［ ］

１
２

≤

　犆
１

狉犖－θ∫犅
２狉

狌２σ

狓 θ（ ）犱狓
１
２

＋
１

狉犖－θ∫犅
２狉

狏２σ

狓 θ犱（ ）狓［ ］
１
２

≤

　犆
１

犆３狉
犖－θ∫犅

２狉

（）犪狓狌２（ ）σ
１
２

＋
１

犆４狉
犖－θ∫犅

２狉

（）犫狓狏２（ ）σ［ ］
１
２

因为，狌狇＋α （ ）犪 狓 ∈犔
１ 犚（ ）犖 ，狏狇＋α （ ）犫 狓 ∈犔

１ 犚（ ）犖 ，

所以

（ ）犪 狓狌２σ ∈犔
１ 犚（ ）犖 ， （ ）犫 狓狏２σ ∈犔

１ 犚（ ）犖

因为，犖＞４＞θ，所以，当狉→!

时，有‖狌σ‖犔
!（犅狉

）＋

‖狏
σ
‖犔

!（犅狉
）≤０，则狌＝狏≡０．
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