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一维向列相液晶模型方程孤立波解的存在性

张真真，　章国庆
（上海理工大学 理学院，上海　２０００９３）

摘要：在证明犠１
，２（－∞，＋∞）空间中向列相液晶模型方程孤立波解的存在性的过程中，关键是要

证明相关的泛函是紧性的．因此，首先可根据临界点理论中的集中紧性原理的方法，证明二分性以

及消失性不成立，即在犠１
，２（－∞，＋∞）空间中泛函的极小化序列的紧性是成立的，进一步利用极

值原理的方法，得到一维向列相液晶模型方程孤立波解的存在性．
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１　问题的提出

本文研究如下一维向列相液晶模型方程组

犻犈狕＋犈狓狓＋２犈θ＝０， 狓∈ －∞，＋∞（ ）

－θ狓狓＋犿
２
θ＝犈

２， 狓∈ －∞，＋∞（ ）
烅
烄

烆
（１）

其中，犿＞０为常数．令犈（狓，狕）＝犲犻λ狕狌（狓），狕＞０，

λ∈瓗，代入问题（１），则问题（１）的孤立波解满足
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狌狓狓＋２狌θ－λ狌＝０， 狓∈ －∞，＋∞（ ）
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２， 狓∈ －∞，＋∞（ ）
烅
烄

烆
（２）

　　近年来，由于向列相液晶的非线性与非局部的

特性产生了许多有意义的物理现象，因此，问题（２）

深受许多学者的关注．２００３年，犃狊狊犪狀狋狅等
［１］发现空

间向列相液晶的孤立波是稳定的；在文献［２－５］

中，实验和理论计算都表明空间孤立波都能在非局

部向列相液晶中稳定地传播；犘犲犮犮犻犪狀狋犻等
［６］综述了

在向列相液晶中孤立波解的最新进展；犘犪狀犪狔狅狋犪狉狅狊

等［７］研究了二维向列相液晶中孤立波解的存在性及

其对称性；犅犲犾犾犪狕狕犻狀犻等
［８］和犌犲狅狉犵犻犲狏等

［９］也研究了

犿＝０时问题（２）在三维空间上基态解的存在性以

及对称性．

对于问题（２），当犿＝０时，文献［１０］研究了基

态解的存在性和唯一性，但问题（２）的第二个方程对

应为犆狅狌犾狅犿犫位势；当犿≠０时，问题（２）的第二个

方程对应为犢狌犽犪狑犪位势
［１１］．本文主要利用临界点

理论中集中紧性原理和极值问题来证明问题（１）能

量极小孤立波解的存在性．

２　预备知识和主要结论

对于狇＞１，令 狌 狇＝（∫
＋∞

－∞
狌 狇犱狓）
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狇 为

犔狇（－∞，＋∞）中的范数，定义犠１
，２（－∞，＋∞）的

内积为
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（狌狏＋狌狓狏狓）犱狓，

狌，狏∈犠
１，２（－∞，＋∞）

以及相应的范数为
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（狌狓 ２
＋狌

２）犱狓，

狌∈犠
１，２（－∞，＋∞）

由问题（２）的第二个方程可得

θ（狓）＝∫
＋∞

－∞

１
２犿
犲－犿 狓－狔 狌２（狔）犱狔，

犿 ＞０ （３）

将式（３）代入问题（２）中的第一个方程可得如下非线

性非局部问题
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犿
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因此，求解方程（４）等价于求解问题（２）．现考虑如下

泛函
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　　引理１　泛函犞（狌），犐（狌）在 犠１
，２（－∞，

＋∞）上是一阶连续可微的．

证明　令｛狌狀｝犠１
，２（－∞，＋∞）且狌狀→狌，

其中，狌∈犠１
，２（－∞，＋∞），则序列｛狌狀｝是有界

的且
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其中，犆＞０是常数．因此，当狀→∞时，有犞（狌狀）→

犞（狌）．对于狌，狏∈犠１
，２（－∞，＋∞），可得
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　　由０＜犲
－犿 狓－狔 ≤１及犎犾犱犲狉不等式可得
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其中，犆０，犆，犆１＞０为常数．显然

犾犻犿
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令
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可得 （ ）犃 狌 ∈ 犠１
，２ －∞，＋∞（ ）（ ）．

下证：当狌狀→狌时，则犃 狌（ ）狀 → （ ）犃 狌 ．事实

９１２



　　　　　　　 上 海 理 工 大 学 学 报 ２０１６年 第３８卷　

上，当狌狀→狌时，

犃 狌（ ）狀 － （ ）犃 狌 （犠
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　　 狌狀－狌 →０

其中，犆０，犆，犆１，犆２＞０为常数．因此，泛函犞（狌）是

一阶连续可微的，且

〈犞′（ ）狌 ，狏〉＝
２
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１，２
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　　同理可得，（ ）犐 狌 在犠１
，２ －∞，＋∞（ ）上是一阶

连续可微的，且
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其中，狌，狏∈犠１
，２（－∞，＋∞）．因此，泛函犐（狌）

的临界点即为问题（４）的弱解．

现考虑如下极小值问题

犐ω ＝ 犻狀犳
狌∈Σω

犐０（ ）狌

其中

犐０（ ）狌 ＝
１
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狌狓
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·
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以及

Σω ＝｛狌∈犠
１，２（－∞，＋∞）犑（狌）＝

　　 狌 ２
２＝ω，ω＞０｝

　　类似于引理１的证明，则可得泛函犐０ 在空间

犠１
，２ －∞，＋∞（ ）上也是一阶连续可微的，且

犐′０（ ）狌狌＝∫
＋∞
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　　本文的主要结果为：

定理１　对于任意犿＞０，问题（２）存在能量极

小孤立波解狌，且狌是正的、径向对称以及严格递

减的．

３　主要结果的证明

本节将证明定理１，为此首先证明：存在狌∈

Σω，使得犐ω＝犻狀犳
狌∈Σω

犐０（ ）狌 ．

命题１　存在ω０＞０，对于ω＞ω０，犐０（ ）狌 的

极小化序列 狌｛ ｝狀 在Σω 上是相对紧的，即犐０在Σω

上能达到极小值．

引理２　对于ω＞０，泛函犐０（ ）狌 在Σω 上是

下有界的．

证明　因为０＜犲－犿 狓－狔 ≤１，犿＞０，则

犐０（ ）狌 ＝
１
２∫

＋∞

－∞
狌狓

２犱狓－

　
１
２犿∫

＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
犲－犿 狓－狔 狌２（ ）狓·

　狌
２（ ）狔犱狓犱狔≥

１
２∫

＋∞

－∞
狌狓

２犱狓－

　
１
２犿∫

＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
狌２（ ）狓狌２（ ）狔犱狓犱狔≥

　
１
２∫

＋∞

－∞
狌狓

２犱狓－犆 狌 ４
２

其中，犆为常数．据狌∈Σω，可得

犐０（ ）狌 ≥
１
２∫

＋∞

－∞
狌狓

２犱狓－犆ω
２

因此，泛函犐０（ ）狌 在Σω 上是下有界的．

引理３　对任意的犿＞０，存在ω０＞０，使得

犐ω′＜０

其中，ω′∈ ω０，＋∞（ ）．

证明　定义狌（ ）狓 ＝
１
２ （ ）狌 狓 ，＞０，则有

∫
＋∞

－∞
狌

２犱狓＝ 狌 ２
２

∫
＋∞

－∞
狌（ ） 狓

２犱狓＝∫
＋∞

－∞
狌狓

２犱狓

以及

∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
犲－犿 狓－狔 狌（ ）狓

２ 狌（ ）狔
２犱狓犱狔＝


２

∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
犲－犿 狓－狔 狌２（ ）狓狌２（ ）狔犱狓犱狔

因此，可得

犐０ 狌（ ） ＝
１
２∫

＋∞

－∞
狌（ ） 狓

２犱狓－　　　　

　　
１
２犿∫

＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
犲－犿 狓－狔 狌（ ）狓

２·　　

　　 狌（ ）狔
２犱狓犱狔＝

１
２
∫

＋∞

－∞
狌狓

２犱狓－

　　

２

２犿∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
犲－犿 狓－狔 狌２（ ）狓狌２（ ）狔犱狓犱狔＝

０２２
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　　 ［犐０（ ）狌 ＋１－２犿∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
犲－犿 狓－狔 ·

　　狌
２（ ）狓狌２（ ）狔犱狓犱 ］狔 ＝犐０（ ）狌 ＋犳，（ ）（ ）狌

其中，犳（，狌）＝
（１－）

２犿∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
犲－犿 狓－狔 ·

狌２（狓）狌２（狔）犱狓犱狔，则当足够大时，有

犐０ 狌（ ） ＜０

从而引理３得证．

命题１的证明　令 狌｛ ｝狀 为犐０（ ）狌 在Σω 中的极

小化序列，则由集中紧性原理［１２］可得，现只需将消

失性以及二分性两种情形排除．

断言１　现用反证法，假设消失性成立，则

犾犻犿
狀→∞

狊狌狆
狕∈ －∞，＋∞（ ）∫犅 狕，（ ）狉

狌狀
２犱｛ ｝狓 ＝０

其中，犅（狕，狉）＝｛狓∈（－∞，＋∞）：狓－狕 ≤狉｝．

由引理２可得，序列｛狌狀｝在犠１
，２（－∞，＋∞）

上是有界的．因此，由犔犻狅狀狊引理可得，在犔狊（－∞，

＋∞）（狊＞２）中，狌狀→０，则由犎犾犱犲狉不等式有

∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
犲－犿 狓－狔 狌狀（ ）狓 ２ 狌狀（ ）狔

２犱狓犱狔≤

　　犆 狌狀
２
４→０

从而可得，犐ω≥０．由引理３知，当ω充分大时，在

Σω 上犐ω＜０，故得出矛盾，即消失性不成立．

断言２　二分性不成立．事实上，假设二分性成

立．令ξ∈犆∞０ 犅 ０，（ ）（ ）２ 为一个磨光函数并满足：当

狓 ≤１时，ξ＝１，０≤ξ≤１，且当 狓 ≥２时，ξ＝０

以及 犇ξ ≤２．则对于犚≥１，狌∈犠１
，２（－∞，

＋∞），满足 狌 ≤犕，从而有

∫
＋∞

－∞
ξ
狓（ ）犚（ ）狌

狓

２

犱狓－

　　∫
＋∞

－∞
ξ
狓（ ）（ ）犚

２

狌狓
２犱狓 ≤

犆
犚

其中，犆＝ （ ）犆 犕 ＞０．选择犚 充分大时，使得
犆
犚
≤

ε．令

犾犻犿
犚→＋∞

狊狌狆
狕∈ －∞，＋∞（ ）∫犅 狕，（ ）犚

狌狀
２犱狓＝α

由二分性成立，知０＜α＜ω．取 狓｛ ｝狀 为依赖于ε和

犚的序列，且满足

狊狌狆
狓犿∫犅 狓犿

，（ ）犚
狌狀

２犱狓＞α－ε

　　选取序列犚狀→∞，且当狀充分大时，犚狀≥犚

且满足

狊狌狆
狓犿∫犅 狓犿

，犚（ ）
狀

狌狀
２犱狓＜α＋ε

定义

狌
（１）
狀 （ ）狓 ＝ξ

狓－狓狀（ ）犚
狌狀（ ）狓

狌
（２）
狀 （ ）狓 ＝ １－ξ

狓－狓狀
犚（ ）（ ）
狀

狌狀（ ）狓

以及犃狀＝｛狓∈（－∞，＋∞）；犚≤ 狓－狓狀 ≤

２犚狀｝，则可得

犐０（狌狀）－犐０（狌
（１）
狀 ）－犐０（狌

（２）
狀 ）＝

　
１
２∫犃狀

（狌狀（狓））狓 ２犱狓－
１
２犿∫犃狀∫犃狀犲

－犿 狓－狔 ·

　狌
２
狀（狓）狌２狀（狔）犱狓犱狔－

１
２∫犃狀

（狌
（１）
狀 （狓））狓 ２犱狓＋

　
１
２犿∫犃狀∫犃狀犲

－犿 狓－狔 （狌
（１）
狀 （狓））２（狌

（１）
狀 （狔））

２犱狓犱狔－

　
１
２∫犃狀

（狌
（２）
狀 （狓））狓 ２犱狓＋

１
２犿∫犃狀∫犃狀犲

－犿 狓－狔 ·

　（狌
（２）
狀 （狓））２（狌

（２）
狀 （狔））

２犱狓犱狔 ≤

　
１
２∫犃狀

（狌狀（狓））狓 ２犱狓－

　
１
２∫犃狀

（狌
（１）
狀 （狓））狓 ２犱狓－

　
１
２∫犃狀

（狌
（２）
狀 （狓））狓 ２犱狓 ＋

　
１
２犿∫犃狀∫犃狀犲

－犿 狓－狔 狌２狀（狓）狌２狀（狔）犱狓犱狔－

　∫犃狀∫犃狀犲
－犿 狓－狔 （狌

（１）
狀 （狓））２（狌

（１）
狀 （狔））

２犱狓犱狔－

　∫犃狀∫犃狀犲
－犿 狓－狔 （狌

（２）
狀 （狓））２（狌

（２）
狀 （狔））

２犱狓犱狔 ≤

　
１
２∫犃狀

（狌狀（狓））狓 ２犱狓＋
１
２犿
·

　∫犃狀∫犃狀犲
－犿 狓－狔 狌２狀（狓）狌２狀（狔）犱狓犱狔≤犆δ（ε）

以及

犑（狌狀）－犑（狌
（１）
狀 ）－犑（狌

（２）
狀 ）≤

犆∫犃狀 狌狀
２犱狓≤犆 （）δε

其中，当ε→０时，δ（ε）→０．因此，当狀→∞时，成立

犐ω＋ε≥犐０（狌狀）≥犐０（狌
（１）
狀 ）＋

　犐０（狌
（２）
狀 ）－犆δ（ε）≥犐ω（１）狀 ＋犐ω

（２）
狀 －

　犆δ（ε）→犐ω１＋犐ω２－犆δ（ε） （６）

其中，ω
（犻）
狀 ＝∫

＋∞

－∞
狌
（犻）
狀

２犱狓，ω犻＝犾犻犿
狀→∞
ω
（犻）
狀 ，犻＝１，２．

０＜ω１，ω２＜ω，ω１＋ω２＝ω，则由式（６）可得

犐ω ≥犐ω１＋犐ω２ （７）

因为

犐ω（狌）＝
ω
２∫

＋∞

－∞
狌狓

２犱狓－
ω
２

２犿
·

１２２
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　　∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
犲－犿 狓－狔 狌２（ ）狓狌２（ ）狔犱狓犱狔

其中，犑（狌）＝ 狌 ２
２＝１．当ω充分大，０＜ω１，ω２＜

ω，ω１＋ω２＝ω时，有

ω１＋ω（ ）２ ２

２犿 ∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
犲－犿 狓－狔 狌２（ ）狓狌２（ ）狔犱狓犱狔＞

ω
２
１

２犿∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
犲－犿 狓－狔 狌２（ ）狓狌２（ ）狔犱狓犱狔＋

ω
２
２

２犿∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
犲－犿 狓－狔 狌２（ ）狓狌２（ ）狔犱狓犱狔

因此，

犐ω（ ）狌 ＝犐（ω１＋ω２）（狌）＝
（ω１＋ω２）

２
·

　　∫
＋∞

－∞
狌狓

２犱狓－
（ω１＋ω２）２

２犿
·

　　∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
犲－犿 狓－狔 狌２（狓）狌２（ ）狔犱狓犱狔＜

　　
ω１＋ω（ ）２
２ ∫

＋∞

－∞
狌狓

２犱狓－

　　
ω
２
１

２犿∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
犲－犿 狓－狔 狌２（狓）狌２（狔）犱狓犱狔－

　　
ω
２
２

２犿∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
犲－犿 狓－狔 狌２（狓）狌２（狔）犱狓犱狔＝

　　犐ω１（狌）＋犐ω２（狌）

故可得犐ω＜犐ω１＋犐ω２，这与式（７）矛盾．从而，二分性

情况不会发生．

综合断言１以及断言２可知，犐０（狌）在Σω 中的

极小化序列｛狌狀｝在Σω 上是相对紧的．

定理１的证明　据命题１可得，存在ω０＞０，使

得对于任意ω＞ω０，满足犐ω＝犻狀犳
狌∈Σω

犐０（ ）狌 ．因此，由

拉格朗日乘数法可得，存在λ使得

－狌狓狓－
１
犿
狌∫

＋∞

－∞
犲－犿 狓－狔 狌２（ ）狔犱狔＋λ狌＝０

即狌为问题（４）的弱解．

类似于文献［７］中引理４．８以及引理４．９的证

明，可得狌＞０，且是径向对称以及严格递减的，即问

题（２）存在能量极小孤立波解．
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