
上海理工大学学报
　第３８卷　第３期 犑．犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔狅犳犛犺犪狀犵犺犪犻犳狅狉犛犮犻犲狀犮犲犪狀犱犜犲犮犺狀狅犾狅犵狔 犞狅犾．３８　犖狅．３　２０１６　

　　文章编号：１００７－６７３５（２０１６）０３－０２２３－０７ 犇犗犐：１０．１３２５５／犼．犮狀犽犻．犼狌狊狊狋．２０１６．０３．００４

　收稿日期：２０１５－１２－３０

　基金项目：国家自然科学基金资助项目（１１２０１３０３）；上海市自然科学基金资助项目（１２犣犚１４２０３００）

　第一作者：王玉洁（１９９１－），女，硕士研究生．研究方向：组合数学与图论．犈犿犪犻犾：５６９９７１７８７＠狇狇．犮狅犿

　通信作者：何常香（１９７９－），女，副教授．研究方向：组合数学与图论．犈犿犪犻犾：犮犺犪狀犵狓犻犪狀犵犺犲＠犺狅狋犿犪犻犾．犮狅犿

一些拉普拉斯谱确定的图

王玉洁，　何常香
（上海理工大学 理学院，上海　２０００９３）

摘要：如果与图犌同拉普拉斯谱的图都与图犌同构，则称图犌由它的拉普拉斯谱确定．给出了三

类基图为犅（犘３，犘３，犘３）（即连接２点的３条长为２的内不交的路）的连通二部双圈图类犎（狀；

狀１），犎（狀；狀１，狀２）和犅（狀；狀１，狀２）．证明了犎（狀；狀１），犎（狀；狀１，狀２）和犅（狀；狀１，狀２）是拉普拉

斯谱确定的，且与完全图经并接运算后所得图也是拉普拉斯谱确定的．

关键词：二部双圈图；拉普拉斯矩阵；拉普拉斯谱确定

中图分类号：犗１５７．５　　　文献标志码：犃
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１　问题的提出

所考虑的图都是简单连通无向图．狀阶连通图

犌＝（犞，犈）称为双圈图，若犌中恰含狀＋１条边．用

犃（犌）＝（犪犻犼）表示图 犌 的邻接矩阵，其中，若

狏犻狏犼∈犈（犌），则犪犻犼＝１；若狏犻狏犼犈（犌），则犪犻犼＝

０．用犇（犌）＝犱犻犪犵（犱１，犱２，…，犱狀）表示图犌的顶点

度对角矩阵．矩阵犔（犌）＝犇（犌）－犃（犌）为图犌的

拉普拉斯矩阵，犔（犌）的特征多项式定义为犌 的拉

普拉斯特征多项式，记为

φ（犌；狓）＝犱犲狋（狓犐狀－犔（犌））＝

∑
狀

犽＝０

（－１）狀－犽犾狀－犽（犌）狓
犽

　　令μ１≥μ２≥…≥μ狀＝０是犔（犌）的所有特征

值，这些特征值构成的多重集合称为图犌的拉普拉
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斯谱．如果与图犌 同拉普拉斯谱的图都与图犌 同

构，则称图犌由它的拉普拉斯谱确定，简记为犇犔犛．

“哪些图可由它们的谱确定？”这一问题是在

１９５７年发现第一对同谱图后提出的
［１］．关于同谱图

的研究是图谱理论中一个有趣且困难的问题．１９６６

年，犉犻狊犺犲狉在考虑犓犪犮
［２］提出的“一个人能否听到鼓

声的形状”的问题时，研究的正是图的谱确定问题．

文献［３］提到恰有狀个点的图，不能由谱确定的图

比能由谱确定的图多．在这个结果出现以后，研究图

的谱确定性问题变得热门起来．之后，人们又开始研

究拉普拉斯谱确定的问题．如文献［４］证明了犜－型

树是拉普拉斯谱确定的，文献［５］证明了双星图由其

拉普拉斯谱确定，文献［６－７］分别证明了!

型图和３

－玫瑰图是拉普拉斯谱确定的．文献［８－１０］分别证

明了棒棒糖图、太阳图和沙漏图是拉普拉斯谱确定

的．文献［１１］研究了双圈图的无符号拉普拉斯特征

多项式系数．文献［１２］研究了关于犎－联图的拉普

拉斯特征值．受这些工作的启发，本文研究了二部双

圈图与完全图并接后所得图的拉普拉斯谱确定性．

２　基本定义

二部双圈图定义为既是双圈图又是二部图的

图．将全体狀阶双圈图构成的集合用犅（狀）表示．由

双圈图定义可知，犌为双圈图当且仅当犌可由同阶

的树增加２条新边而得到．若犌 是一个双圈图，称

犌的唯一的极小双圈子图为犌的基图，记为 犌^．将

图中度数为１的点称为悬挂点．显然，犌^ 为犌 的唯

一不含悬挂点的双圈子图．

不含悬挂点的双圈图可以分为犅（狆，犾，狇）（其

中，犾≥０，狆≥３，狇≥３）和犅（犘狊，犘犿，犘犾）（其中，２≤

犿≤犿犻狀｛狊，犾｝）两种．

犅（狆，犾，狇）是在圈犆狆 中的点狌和圈犆狇中的点

狏加１条长为犾的新路狌狏１狏２…狏犾－１狏得到的图，如

图１所示．特别地，当犾＝０时，犅（狆，０，狇）是由唯一

公共点狌（或狏）的圈犆犘（或犆狇）组成的图．

犅（犘狊，犘犿，犘犾）是由点狓到点狔的３条内点不

交的路组成的图．设这３条路分别为：长为狊－１的路

狓狏１狏２…狏狊－２狔，长为犿－１的路狓狌１狌２…狌犿－２狔和

长为犾－１的路狓狑１狑２…狑犾－２狔，如图１所示．

可将双圈图按其基图分为如下两类：

犅１（狀）＝｛犌∈犅（狀）犌^ ＝

　　犅（狆，犾，狇），狆，狇≥３，犾≥０｝

犅２（狀）＝｛犌∈犅（狀）犌^ ＝

　　犅（犘狊，犘犿，犘犾），２≤犿 ≤犿犻狀｛狊，犾｝｝

图１　双圈图犅（狆，犾，狇）和双圈图犅（犘狊，犘犿，犘犾）

犉犻犵．１　犅犻犮狔犮犾犻犮犵狉犪狆犺狊犅（狆，犾，狇）犪狀犱犅（犘狊，犘犿，犘犾）

３　基本引理

现介绍一些证明主要结论时需要用到的引理．

本文图犌的拉普拉斯特征多项式记为

φ（犌；狓）＝∑
狀

犽＝０

（－１）狀－犽犾狀－犽（犌）狓
犽

　　引理１
［１３］
　对于图犌，由其拉普拉斯谱可以确

定图犌的以下参数：

犪．顶点数；

犫．边数；

犮．连通分支数；

犱．顶点度的平方和；

犲．生成树个数．

引理２
［１３］
　设图犌 的顶点集和边集分别为

犞（犌）≠φ和犈（犌）≠φ，有

Δ＋１≤μ１≤

　犿犪狓
犱犻（犱犻＋犿犻）＋犱犼（犱犼＋犿犼）

犱犻＋犱犼
狏犻狏犼∈犈（犌｛ ｝）

式中：Δ表示图犌 的最大度；犿犻 是指与点狏犻 相邻

接的点的度的平均值，即 犿犻＝
∑

狏犻狏犼∈犈
（犌）
犱犼

犱犻
，犿犻 有

时也被称为平均二度．

引理３
［１４］
　图犌的拉普拉斯特征多项式中狓

犽

的系数的绝对值

犾狀－犽（犌）＝ ∑
犉∈犉犽

γ（犉）

式中：犉犽 是图犌 的恰有犽个连通分支的生成森林

构成的集合；γ（犉）为生成森林犉∈犉犽 的各连通分

支顶点数的乘积．

引理４
［１５］
　设图犌是一个恰有狀个顶点和犿

条边的图，（犱１，犱２，…，犱狀）为图犌 的度序列，则在

犌的拉普拉斯特征多项式中，

犾０（犌）＝１，犾１（犌）＝－２犿

４２２
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犾２（犌）＝２犿２－犿－
１
２∑

狀

犻＝１

犱犻
２

犾３（犌）＝ ［１３ －４犿
３
＋６犿

２
＋３犿∑

狀

犻＝１

犱犻
２
－

∑
狀

犻＝１

犱３犻－３∑
狀

犻＝１

犱２犻＋６狀犌（犆３ ］）
犾狀－１（犌）＝（－１）

狀－１狀τ（犌），犾狀（犌）＝０

式中：τ（犌）为图犌的生成树数目；狀犌（犆３）为图犌

中三角形数目．

引理５　设（犱１，犱２，…，犱狀）和（犱′１，犱′２，…，犱′狀）

分别为图犌和犌′的度序列，记

狇３（犌）＝∑
狀

犻＝１

（犱犻－２）３－６狀犌（犆３）

狇３（犌′）＝∑
狀

犻＝１

（犱′犻－２）３－６狀犌′（犆３）

　　若犌与图犌′有相同的拉普拉斯谱，则狇３（犌）＝

狇３（犌′）．

证明　若犌 与犌′拉普拉斯同谱，则犾３（犌）＝

犾３（犌′）．由引理１及引理４可知

６狀犌（犆３）－∑
狀

犻＝１

犱３犻 ＝６狀犌′（犆３）－∑
狀

犻＝１

犱′３犻

进一步有

∑
狀

犻＝１

（犱犻－２）３－６狀犌（犆３）＝

　　∑
狀

犻＝１

（犱′犻－２）３－６狀犌′（犆３）

　　由生成树的定义，可得引理６．

引理６　设图犌是双圈图，τ（犌）是犌的生成

树数目．

犪．若 犌^＝犅（狆，犾，狇），则τ（犌）＝狆狇；

　　犫．若犌^＝犅（犘狊，犘犿，犘犾），则τ（犌）＝（狊－１）·

（犿－１）＋（犿－１）（犾－１）＋（犾－１）（狊－１）．

引理７　设双圈图犌 的基图犌^＝犅（犘３，犘３，

犘３），如果图犌′与图犌 同拉普拉斯谱，则犌′或有

犌^′＝犅（犘３，犘３，犘３）或有 犌^′＝犅（３，犾，４）（见图２）．

图２　双圈图犅（犘３，犘３，犘３）和双圈图犅（３，犾，４）

犉犻犵．２　犅犻犮狔犮犾犻犮犵狉犪狆犺狊犅（犘３，犘３，犘３）犪狀犱犅（３，犾，４）

　　证明　若图犌和犌′同拉普拉斯谱，则犌′也连

通，且犌′的边数与犌 的边数相同，故犌′也是双圈

图．由引理６可知，τ（犌）＝１２，故τ（犌′）＝１２．

若τ（犌′）＝１２，分两种情况讨论．

情形１　若 犌^′＝犅（狆，犾，狇）．

此时，图犌′的生成树数目为τ（犌′）＝狆狇＝１２．

因为，狆，狇≥３，不失一般性，狆＝３，狇＝４，故 犌^′＝

犅（３，犾，４）．

情形２　若 犌^′＝犅（犘狊，犘犿，犘犾）．

此时，图犌′的生成树数目为τ（犌′）＝（狊－１）·

（犿－１）＋（犿－１）（犾－１）＋（犾－１）（狊－１）＝

狊（犿－２）＋犿（犾－２）＋犾（狊－２）＋３＝１２，即狊（犿－

２）＋犿（犾－２）＋犾（狊－２）＝９．因狊，犾，犿≥２，且

狊（犿－２），犿（犾－２），犾（狊－２）≥０，故狊（犿－２），

犿（犾－２），犾（狊－２）这３个数除非为０，否则一定大

于等于２．由于犌是简单图，没有重边，所以，这３个

数中至多有１个为０．故狊（犿－２），犿（犾－２），

犾（狊－２）只能从集合｛｛０，２，７｝，｛０，３，６｝，｛０，４，５｝，

｛２，２，５｝，｛２，３，４｝，｛３，３，３｝｝中取．经计算，只有当

狊（犿－２）＝３，犿（犾－２）＝３，犾（狊－２）＝３时方程有

解，此时狊＝３，犿＝３，犾＝３，故 犌^′＝犅（犘３，犘３，

犘３）．

对于２个点不相交的图犌和图犎，用犌∪犎表

示犌和犎 的不交并．设犌 和犎 是２个点不交图，

犌∨犎定义顶点集为犞（犌）∪犞（犎）、边集为犈（犌）

∪犈（犎）∪ 狓狔 狓∈犞（犌），狔∈犞（犎｛ ｝）的图，即在

保持犌，犎中边不变的基础上，连接犌中每个点与

犎中每个点，称犌∨犎为图犌和图犎的并接．

引理８
［１６］
　设图犌 是恰有狀个点、犿 条边的

连通犇犔犛图，如果图犌同时满足以下３个条件：

犪．图犌的补图犌
—
为连通图；

犫．图犌的边连通度为１；

犮．狀－犿＋１≤狀－５，即犿≥６．

则图犌与完全图犓狉（其中狉为任意整数）并接后所

得图犌∨犓狉也为犇犔犛图．

４　图犎（狀；狀１）∨犓狉是犇犔犛图

研究二部双圈图犎（狀；狀１）（图３）与完全图犓狉

并接后所得图犎（狀；狀１）∨犓狉（其中狉为任意非负

整数）的拉普拉斯谱确定性，为了证明这个结论，先

证明引理９．

５２２
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图３　双圈图犎（狀；狀１）

犉犻犵．３　犅犻犮狔犮犾犻犮犵狉犪狆犺犎（狀；狀１）

　　引理９　二部双圈图犎（狀；狀１）是犇犔犛图．

证明　令犌＝犎（狀；狀１），设犌′是与犌拉普拉

斯同谱的图．并设犌′度为犻的点恰有狓′犻个，犻＝１，

２，…，Δ，其中，Δ为犌′的最大度．由引理２

Δ＋１≤μ１≤

　犿犪狓
犱犻（犱犻＋犿犻）＋犱犼（犱犼＋犿犼）

犱犻＋犱犼
狏犻狏犼∈犈（犌｛ ｝）

可知

Δ＋１≤
犱狏（犱狏＋犿狏）＋犱狊（犱狊＋犿狊）

犱狏＋犱狊
＝

　　
４（４＋２）＋２２＋（ ）７２

４＋２
＝５

５
６

所以，Δ≤４，由引理７可知，犌^′＝犅（犘３，犘３，犘３）

或犌^′＝犅（３，犾，４）．

若 犌^′＝犅（犘３，犘３，犘３），由引理５可知，狇３（犌）

＝狇３（犌′）．由于狀犌（犆３）＝狀犌′（犆３）＝０，故

∑
狀

犻＝１

（犱犻－２）３＝∑
狀

犻＝１

（犱′犻－２）３

从而有

狓′１＋狓′２＋狓′３＋狓′４＝狀

－狓′１＋狓′３＋２狓′４＝２

狓′１＋狓′３＋４狓′４＝６

－狓′１＋狓′３＋８狓′４＝

烅

烄

烆 ８

解得狓′１＝１，狓′２＝狀－３，狓′３＝１，狓′４＝１，故图犌′的

度序列为（１１，２狀－３，３１，４１），因此，图 犌′与图

犎（狀；狀１）同构．

若 犌^′＝犅（３，犾，４），由引理５可知，狇３（犌）＝

狇３（犌′）．由于狀犌（犆３）＝０，狀犌′（犆３）＝１，故

∑
狀

犻＝１

（犱犻－２）３＝∑
狀

犻＝１

（犱′犻－２）３－６

从而有

狓′１＋狓′２＋狓′３＋狓′４＝狀

－狓′１＋狓′３＋２狓′４＝２

狓′１＋狓′３＋４狓′４＝６

－狓′１＋狓′３＋８狓′４＝

烅

烄

烆 １４

解得狓′１＝０，狓′２＝狀，狓′３＝－２，狓′４＝２，显然这是不

可能的．

综上所述，犎（狀；狀１）是犇犔犛图．

定理１　当狀≥６，狉为任意非负整数时，犎（狀；

狀１）∨犓狉是犇犔犛图．

证明　若狉＝０，犎（狀；狀１）∨犓０＝犎（狀；狀１），

由引理９可知，犎（狀；狀１）是犇犔犛图．若狉≥１，当

狀≥６时，犎（狀；狀１）的补图犎（狀；狀１）是连通的，满

足引理８的第一个条件；图犎（狀；狀１）有悬挂路，所

以，犎（狀；狀１）的边连通度为１，满足引理８的第二

个条件；图犎（狀；狀１）是双圈图，所以，狀－犿＋１＝

０≤６－５≤狀－５，满足引理８的第三个条件．所以，

图犎（狀；狀１）∨犓狉是犇犔犛图．

５　图犎（狀；狀１，狀２）∨犓狉是犇犔犛图

研究二部双圈图犎（狀；狀１，狀２）（图４）与完全图

犓狉并接后所得图犎（狀；狀１，狀２）∨犓狉（其中狉为任

意非负整数）的拉普拉斯谱确定性，为了证明这个结

论，先证明引理１０和引理１１．

图４　双圈图犎（狀；狀１，狀２）

犉犻犵．４　犅犻犮狔犮犾犻犮犵狉犪狆犺犎（狀；狀１，狀２）

　　引理１０　２个形如犎（狀；狀１，狀２）的二部双圈

图，如果具有相同的拉普拉斯谱，则它们必定同构．

证明　设犌′＝犎（狀；狀′１，狀′２）与图犌＝犎（狀；

狀１，狀２）拉普拉斯同谱．显然狀１＋狀２＝狀′１＋狀′２．现

考虑犌 的恰有２个分支的生成森林构成的集合

犉２，不难看出犉２＝犉２１∪犉２２，其中，犉２犻表示犌^中的

点恰在犻个分支中犌的生成森林构成的集合（犻＝１，

２）．由引理３可知

犾狀－２（犌）＝ ∑
犉∈犉２１

γ（犉）＋∑
犉∈犉２２

γ（犉）

　　若犉∈犉２１，犈（犉）∩犈（犌^）恰是 犌^ 的生成树，

而 犌^共有１２棵生成树，所以

∑
犉∈犉２１

γ（犉）＝１２∑

狀１－１

犻＝０

（５＋狀２＋犻）（狀１－犻）＋

１２∑

狀２－１

犻＝０

（５＋狀１＋犻）（狀２－犻）

　　若犉∈犉２２，分以下两种情况讨论．

情形１　狌或狏不在犉的同一分支中．

６２２
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子情形１．１　狌（或狏）与 犌^中的其他点均不在

犉的同一分支中．

此时，γ（犉）＝（１＋狀１）（４＋狀２）或γ（犉）＝

（４＋狀１）（１＋狀２）

这样的生成森林共有２个，上述每种情况各

１个．

子情形１．２　狌（或狏）只与｛狑，狊，狋｝中的１个

点在犉的同一分支中．

此时，γ（犉）＝（２＋狀１）（３＋狀２）或γ（犉）＝

（３＋狀１）（２＋狀２）

这样的生成森林共有６个，上述每种情况各

３个．

情形２　狌和狏在犉的同一分支中，即狌与狏

同时和｛狑，狊，狋｝中的２个点在犉的同一分支中．

此时，γ（犉）＝１×（４＋狀１＋狀２）．不难看出，这

样的生成森林共有１２个．所以

　∑
犉∈犉２２

γ（犉）＝（１＋狀１）（４＋狀２）＋（４＋狀１）·

　　　（１＋狀２）＋３×（２＋狀１）（３＋狀２）＋

　　　３×（３＋狀１）（２＋狀２）＋１２×（４＋狀１＋狀２）

综上

（－１）狀－２犾狀－２（犌）＝２（狀１＋狀２）
３
＋３０（狀１＋

狀２）２＋６０（狀１＋狀２）－４０狀１狀２＋９２

同理

（－１）狀－２犾狀－２（犌′）＝２（狀′１＋狀′２）
３
＋３０（狀′１＋

狀′２）２＋６０（狀′１＋狀′２）－４０狀′１狀′２＋９２

　　由于狀１＋狀２＝狀′１＋狀′２，故有狀１狀２＝狀′１狀′２，

从而有狀１＝狀′１，狀２＝狀′２或狀１＝狀′２，狀２＝狀′１

无论哪一种情况，犌与犌′均同构．

引理１１　二部双圈图 犎（狀；狀１，狀２）是

犇犔犛图．

证明　令图犌＝犎（狀；狀１，狀２），设犌′是与犌

拉普拉斯同谱的图．并设犌′度为犻的点恰有狓′犻个，犻

＝１，２，…，Δ，其中，Δ为犌′的最大度．由引理２

Δ＋１≤μ１≤

　犿犪狓
犱犻（犱犻＋犿犻）＋犱犼（犱犼＋犿犼）

犱犻＋犱犼
狏犻狏犼∈犈（犌｛ ｝）

可知

Δ＋１≤
犱狏（犱狏＋犿狏）＋犱狊（犱狊＋犿狊）

犱狏＋犱狊
＝

４（４＋２）＋２（２＋４）

４＋２
＝６

所以，Δ≤５．由引理７可知

犌^′＝犅（犘３，犘３，犘３）

或

犌^′＝犅（３，犾，４）

　　若犌^′＝犅（犘３，犘３，犘３），由引理５可知，狇３（犌）＝

狇３（犌′）．由于狀犌（犆３）＝狀犌′（犆３）＝０，故

∑
狀

犻＝１

（犱犻－２）３＝∑
狀

犻＝１

（犱犻′－２）３

从而有

狓′１＋狓′２＋狓′３＋狓′４＋狓′５＝狀

－狓′１＋狓′３＋２狓′４＋３狓′５＝２

狓′１＋狓′３＋４狓′４＋９狓′５＝１０

－狓′１＋狓′３＋８狓′４＋２７狓′５＝

烅

烄

烆 １４

解得狓′１＝２，狓′２＝狀－４，狓′３＝０，狓′４＝２，狓′５＝０，故图

犌′的度序列为（１２，２狀－４，４２），因此，图犌′与图犎

（狀；狀１，狀２）同构．

若 犌^′＝犅（３，犾，４），由引理５可知，狇３（犌）＝

狇３（犌′）．由于狀犌（犆３）＝０，狀犌′（犆３）＝１，故

∑
狀

犻＝１

（犱犻－２）３＝∑
狀

犻＝１

（犱′犻－２）３－６

从而有

狓′１＋狓′２＋狓′３＋狓′４＋狓′５＝狀

－狓′１＋狓′３＋２狓′４＋３狓′５＝２

狓′１＋狓′３＋４狓′４＋９狓′５＝１０

－狓′１＋狓′３＋８狓′４＋２７狓′５＝

烅

烄

烆 ２０

解得狓′１＝１，狓′２＝狀－１，狓′３＝－３，狓′４＝３，狓′５＝０，显

然这是不可能的．

综上所述，犎（狀；狀１，狀２）是犇犔犛图．

定理２　当狀≥６，狉为任意非负整数时，犎（狀；

狀１，狀２）∨犓狉是犇犔犛图．

证明　若狉＝０，犎（狀；狀１，狀２）∨犓０＝犎（狀；

狀１，狀２），由引理１１可知，犎（狀；狀１，狀２）是犇犔犛图．

若狉≥１，当 狀≥６时，犎（狀；狀１，狀２）的补图

犎（狀；狀１，狀２）是连通的，满足引理８的第一个条

件；图犎（狀；狀１，狀２）有悬挂路，所以，犎（狀；狀１，狀２）

的边连通度为１，满足引理８的第二个条件；图

犎（狀；狀１，狀２）是双圈图，且狀≥６，所以，狀－犿＋

１＝０≤６－５≤狀－５，满足引理８的第三个条件．所

以，图犎（狀；狀１，狀２）∨犓狉是犇犔犛图．

６　图犅（狀；狀１，狀２）∨犓狉是犇犔犛图

研究二部双圈图犅（狀；狀１，狀２）（图５）与完全图

犓狉并接后所得图犅（狀；狀１，狀２）∨犓狉（其中狉为任

７２２
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意非负整数）的拉普拉斯谱确定性，为了证明这个结

论，先证明引理１２和引理１３．

引理１２　２个形如犅（狀；狀１，狀２）的二部双圈

图，如果具有相同的拉普拉斯谱，则它们必定同构．

图５　双圈图犅（狀；狀１，狀２）

犉犻犵．５　犅犻犮狔犮犾犻犮犵狉犪狆犺犅（狀；狀１，狀２）

　　证明　设犌′＝犅（狀；狀′１，狀′２）与图犌＝犅（狀；

狀１，狀２）拉普拉斯同谱．显然有狀１＋狀２＝狀′１＋狀′２．

现考虑犌的恰有２个分支的生成森林构成的集合

犉２，不难看出犉２＝犉２１∪犉２２，其中，犉２犻表示犌^中的

点恰在犻个分支中犌 的生成森林构成的集合

（犻＝１，２）．由引理３可知

犾狀－２（犌）＝ ∑
犉∈犉２１

γ（犉）＋∑
犉∈犉２２

γ（犉）

　　若犉∈犉２１，犈（犉）∩犈（犌^）恰是 犌^ 的生成树，

而 犌^共有１２棵生成树，所以

∑
犉∈犉２１

γ（犉）＝１２∑

狀１－１

犻＝０

（５＋狀２＋犻）（狀１－犻）＋

１２∑

狀２－１

犻＝０

（５＋狀１＋犻）（狀２－犻）

　　若犉∈犉２２，分以下两种情况讨论．

情形１　狌或狏不在犉的同一分支中．

子情形１．１　狌或狏与犌^中的其他点均不在犉

的同一分支中．

此时，γ（犉）＝１×（４＋狀１＋狀２）或γ（犉）＝４×

（１＋狀１＋狀２）

这样的生成森林共有２个，上述每种情况各

１个．

子情形１．２　狌或狏只与｛狑，狊，狋｝中的１个点

在犉的同一分支中．

此时，γ（犉）＝２×（３＋狀１＋狀２）或γ（犉）＝３×

（２＋狀１＋狀２）

这样的生成森林共有６个，上述每种情况各

３个．

情形２　狌和狏在犉的同一分支中，即狌与狏

同时和｛狑，狊，狋｝中的２个点在犉的同一分支中．

此时，γ（犉）＝１×（４＋狀１＋狀２）．不难看出，这

样的生成森林共有１２个．所以

∑
犉∈犉２２

γ（犉）＝１×（４＋狀１＋狀２）＋４×

　　（１＋狀１＋狀２）＋３×２×（３＋狀１＋狀２）＋

　　３×３×（２＋狀１＋狀２）＋１２×（４＋狀１＋狀２）

综上

（－１）狀－２犾狀－２（犌）＝２（狀１＋狀２）
３
＋３０（狀１＋

狀２）２＋６０（狀１＋狀２）－４８狀１狀２＋９２

同理

（－１）狀－２犾狀－２（犌′）＝２（狀′１＋狀′２）
３
＋３０（狀′１＋

狀′２）２＋６０（狀′１＋狀′２）－４８狀′１狀′２＋９２

　　由于狀１＋狀２＝狀′１＋狀′２，故有狀１狀２＝狀′１狀′２，

从而有狀１＝狀′１，狀２＝狀′２或狀１＝狀′２，狀２＝狀′１

无论哪一种情况，犌与犌′均同构．

引理１３　二部双圈图犅（狀；狀１，狀２）是犇犔犛图．

证明　令图犌＝犅（狀；狀１，狀２），设犌′是与犌

拉普拉斯同谱的图．并设犌′度为犻的点恰有狓′犻个，犻

＝１，２，…，Δ，其中，Δ为犌′的最大度．由引理２

Δ＋１≤μ１≤

　犿犪狓
犱犻（犱犻＋犿犻）＋犱犼（犱犼＋犿犼）

犱犻＋犱犼
狏犻狏犼∈犈（犌｛ ｝）

可知

Δ＋１≤
犱狏（犱狏＋犿狏）＋犱狊（犱狊＋犿狊）

犱狏＋犱狊
＝

５（５＋２）＋２（２＋４）

５＋２
＝６

５
７

所以，Δ≤５．由引理７可知

犌^′＝犅（犘３，犘３，犘３）

或

犌^′＝犅（３，犾，４）

　　若犌^′＝犅（犘３，犘３，犘３），由引理５可知，狇３（犌）＝

狇３（犌′）．由于狀犌（犆３）＝狀犌′（犆３）＝０，故

∑
狀

犻＝１

（犱犻－２）３＝∑
狀

犻＝１

（犱犻′－２）３

从而有

狓′１＋狓′２＋狓′３＋狓′４＋狓′５＝狀

－狓′１＋狓′３＋２狓′４＋３狓′５＝２

狓′１＋狓′３＋４狓′４＋９狓′５＝１２

－狓′１＋狓′３＋８狓′４＋２７狓′５＝

烅

烄

烆 ２６

解得狓′１＝２，狓′２＝狀－４，狓′３＝１，狓′４＝０，狓′５＝１，故图

犌′的度序列为（１２，２狀－４，３１，５１），因此，图犌′与图犅

（狀；狀１，狀２）同构．

若 犌^′＝犅（３，犾，４），由引理５可知，狇３（犌）＝

８２２
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狇３（犌′）．由于狀犌（犆３）＝０，狀犌′（犆３）＝１，故

∑
狀

犻＝１

（犱犻－２）３＝∑
狀

犻＝１

（犱犻′－２）３－６

从而有

狓′１＋狓′２＋狓′３＋狓′４＋狓′５＝狀

－狓′１＋狓′３＋２狓′４＋３狓′５＝２

狓′１＋狓′３＋４狓′４＋９狓′５＝１２

－狓′１＋狓′３＋８狓′４＋２７狓′５＝

烅

烄

烆 ３２

解得狓′１＝１，狓′２＝狀－１，狓′３＝－２，狓′４＝１，狓′５＝１；或

狓′１＝０，狓′２＝狀＋３，狓′３＝－８，狓′４＝５，狓′５＝０．显然这

都是不可能的．

综上所述，犅（狀；狀１，狀２）是犇犔犛图．

定理３　当狀≥６，狉为任意非负整数时，犅（狀；

狀１，狀２）∨犓狉是犇犔犛图．

证明　若狉＝０，犅（狀；狀１，狀２）∨犓０＝犅（狀；

狀１，狀２），由引理１３可知，犅（狀；狀１，狀２）是犇犔犛图．

若狉≥１，当 狀≥６时，犅（狀；狀１，狀２）的补图

犅（狀；狀１，狀２）是连通的，满足引理８的第一个条件；

图犅（狀；狀１，狀２）有悬挂路，所以，犅（狀；狀１，狀２）的

边连通度为１，满足引理８的第二个条件；图犅（狀；

狀１，狀２）是双圈图，且狀≥６，所以，狀－犿＋１＝０≤

６－５≤狀－５，满足引理８的第三个条件．所以，图

犅（狀；狀１，狀２）∨犓狉是犇犔犛图．
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