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首尾差狉－循环矩阵的判别方法及逆和

广义逆的快速算法

潘　雪，　秦　梅
（上海理工大学 理学院，上海　２０００９３）

摘要：提出了一种新的循环矩阵，称之为首尾差狉－循环矩阵（简记为犉犔犇犮犻狉犮狉 矩阵）．验证了它

的线性运算、矩阵乘积、逆矩阵等仍为犉犔犇犮犻狉犮狉 矩阵．通过构造基本犉犔犇犮犻狉犮狉 矩阵，给出

犉犔犇犮犻狉犮狉矩阵的判别方法及逆和广义逆的快速算法．

关键词：犉犔犇犮犻狉犮狉矩阵；判别法；对角化；逆；广义逆
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　　循环矩阵是矩阵论的重要组成部分，它的特殊

结构和性质被广泛应用于应用数学、计算数学及现

代工程等领域［１－６］，并且不断有新的循环矩阵被提

出［７－１１］．基于上述研究，本文首先给出了犉犔犇犮犻狉犮狉

矩阵和基本犉犔犇犮犻狉犮狉 矩阵的概念以及它们的和、

差、乘积、逆矩阵和伴随矩阵的性质，然后通过构造

基本犉犔犇犮犻狉犮狉矩阵，给出了犉犔犇犮犻狉犮狉 矩阵的５种

判别方法，并讨论它的对角化和奇异性，最后给出它

的逆和广义逆的快速算法及数值例子［１２－１３］．在本文

中，矩阵都是在复数域中讨论的．

１　预备知识

定义１　对于狀阶方阵犃，若犃具有形状
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　　犇的特征多项式为犵（狓）＝狓
狀＋狉狓－狉，且

犇狀＝狉（犐狀－犇），规定犇０＝犐狀．

由犉犔犇犮犻狉犮狉矩阵的定义易证命题１．

命题１　如果犃和犅 都是犉犔犇犮犻狉犮狉 矩阵，则

犃＋犅，犃－犅 以及犽犃（犽 为任意常数）都是

犉犔犇犮犻狉犮狉矩阵．
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犐狀犱（）犃 ＝犽．若犃非奇异，则犐狀犱（）犃 ＝０；若犃奇
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２　犉犔犇犮犻狉犮狉矩阵的判别法

定理１　犃是犉犔犇犮犻狉犮狉 矩阵当且仅当犃有如

下形式：
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定理２　犃是犉犔犇犮犻狉犮狉 矩阵当且仅当犃犇＝
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充分性．由待定系数法可设

犃＝

犪１１ 犪１２ 犪１３ … 犪１，狀－１ 犪１狀

犪２１ 犪２２ 犪２３ … 犪２，狀－１ 犪２狀

犪３１ 犪３２ 犪３３ … 犪３，狀－１ 犪３狀

    

犪狀－１，１犪狀－１，２犪狀－１，３ … 犪狀－１，狀－１犪狀－１，狀

犪狀１ 犪狀２ 犪狀３ … 犪狀，狀－１ 犪

烄

烆

烌

烎狀狀

由犃犇＝犇犃可知

犪２１＝狉犪１狀，犪２２＝犪１１－狉犪１狀，犪２３＝犪１２，…，

犪２，狀－１＝犪１，狀－２，犪２狀 ＝犪１，狀－１

犪３１＝狉犪２狀，犪３２＝犪２１－狉犪２狀，犪３３＝犪２２，…，

犪３，狀－１＝犪２，狀－２，犪３狀 ＝犪２，狀－１



以此类推，可得

犃＝

犪１１ 犪１２ 犪１３ … 犪１，狀－１ 犪１狀

狉犪１狀 犪１１－狉犪１狀 犪１２ … 犪１，狀－２ 犪１，狀－１

狉犪１，狀－１ 狉犪１狀－狉犪１，狀－１ 犪１１－狉犪１狀 … 犪１，狀－３ 犪１，狀－２

    

狉犪１３ 狉犪１４－狉犪１３ 狉犪１５－狉犪１４ … 犪１１－狉犪１狀 犪１２

狉犪１２ 狉犪１３－狉犪１２ 狉犪１４－狉犪１３ … 狉犪１狀－狉犪１，狀－１ 犪１１－狉犪１

烄

烆

烌

烎狀

１３２



　　　　　　　 上 海 理 工 大 学 学 报 ２０１６年 第３８卷　

故犃是犉犔犇犮犻狉犮狉矩阵．

推论１　如果犃和犅 都是犉犔犇犮犻狉犮狉 矩阵，则

犃犅和犅犃都是犉犔犇犮犻狉犮狉矩阵，并且犃犅＝犅犃．

证明　因为犃和犅都是犉犔犇犮犻狉犮狉 矩阵，由定

理２可得
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因此

犃犅犇＝犃犇犅＝犇犃犅，犅犃犇＝犅犇犃＝犇犅犃

所以，犃犅和犅犃都是犉犔犇犮犻狉犮狉矩阵．

由定理１显然可得犃犅＝犅犃．

３　犉犔犇犮犻狉犮狉矩阵的对角化

首先研究基本犉犔犇犮犻狉犮狉矩阵犇的对角化．

因为犇的特征多项式犵（ ）狓 ＝狓狀＋狉狓－狉有狀

个不同的根，可设犇的狀个不同的特征值为
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显然犞 是由ω０，ω１，…，ω狀－１ 构成的非奇异

犞犪狀犱犲狉犿狅狀犱犲矩阵，且成立

犇＝犞犱犻犪犵ω０，ω１，…，ω狀－（ ）１犞－１ （２）

　　现研究一般犉犔犇犮犻狉犮狉矩阵犃的对角化．

由定理１和式（２）可得
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定理３　犃是犉犔犇犮犻狉犮狉 矩阵当且仅当犞
－１犃犞

是对角矩阵．

证明　必要性．如果犃是犉犔犇犮犻狉犮狉 矩阵，由上

面的讨论可知
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　　充分性．令犞
－１犃犞＝犘１，犘１为对角矩阵，则

犃＝犞犘１犞
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　　令犘２＝犱犻犪犵ω０，ω１，…，ω狀（ ）－１ ，由式（２）得
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因此，犃是犉犔犇犮犻狉犮狉矩阵．

定理４　犃是非奇异犉犔犇犮犻狉犮狉 矩阵当且仅当

特征值犳（ω犻）≠０（犻＝０，１，…，狀－１），其中，ω犻（犻＝

０，１，…，狀－１）是基本犉犔犇犮犻狉犮狉矩阵犇的特征值．

４　犉犔犇犮犻狉犮狉矩阵的逆与广义逆

定理５　犃是非奇异犉犔犇犮犻狉犮狉 矩阵当且仅当

犃－１也是犉犔犇犮犻狉犮狉矩阵．

证明　必要性．由犃是非奇异犉犔犇犮犻狉犮狉 矩阵

及定理２可知

犃犇＝犇犃

则

犇犃－１＝犃－
１犇

所以，犃－１是犉犔犇犮犻狉犮狉矩阵．

充分性显然．

推论２　如果犃是非奇异犉犔犇犮犻狉犮狉 矩阵，则

犃也是非奇异犉犔犇犮犻狉犮狉矩阵．

定理６　设犃是犉犔犇犮犻狉犮狉矩阵，则犃非奇异当

且仅当（犳（狓），犵（狓））＝１．

证明　若犃是非奇异犉犔犇犮犻狉犮狉 矩阵，由定理４

可知，犳（ω犻）≠０（犻＝０，１，…，狀－１），所以，犳（狓）和

犵（狓）没有公共解，即（犳（狓），犵（狓））＝１．

反之，若（犳（狓），犵（狓））＝１，则存在狌（狓），

狏（狓）使得 狌（狓）犳（狓）＋狏（狓）犵（狓）＝１，故

狌（犇）犳（犇）＋狏（犇）犵（犇）＝犈．由于犵（犇）＝０，

犳（犇）＝犃，有狌（犇）犃＝犈．因此，犃非奇异且犃
－１＝

狌（犇）．由定理１可知，犃－１是犉犔犇犮犻狉犮狉矩阵．

推论３　如果犃是非奇异的犉犔犇犮犻狉犮狉 矩阵，则

存在犃－１＝狌（犇）．

证明　由定理６可知，推论显然成立．

推论４　如果犃是奇异的犉犔犇犮犻狉犮狉 矩阵，则存

在犉犔犇犮犻狉犮狉矩阵犎，使得犃
１，｛ ｝２ ＝犃

｛｝犱 ＝犎．

证明　由犃奇异可知（犳（狓），犵（狓））≠１．设

（犳（狓），犵（狓））＝犱（狓），犵（狓）＝犱（狓）犵１（狓），犳（狓）＝

犱（狓）犳１（狓），则（犳１（狓），犵１（狓））＝１．又犵（狓）无重

根，故（犱（狓），犵１（狓））＝１，则（犱（狓）犳１（狓），犵１（狓））＝

１，（犱（狓）犱（狓）犳１（狓），犵１（狓））＝１，即（犱（狓）犳（狓），

２３２
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犵１（狓））＝１．

因此，存在 （ ）狌 狓 ，（ ）狏 狓 ，使得

狌（狓）犱（狓）犳（狓）＋狏（狓）犵１（狓）＝１ （３）

对式（３）两边同乘犳（狓），整理得

犳（ ）（ ）（ ）狓狌 狓犱 狓犳（ ）狓 ＋犳１（ ）（ ）狓狏 狓犵（ ）狓 ＝犳（ ）狓

由犵（ ）犇 ＝０，犳（ ）犇 ＝犃，得

犃狌（ ）犇犱（ ）犇犃＝犃 （４）

对式（３）两边同乘 （ ）（ ）狌 狓犱 狓 ，同理可得

狌（ ）犇犱（ ）犇犃狌（ ）犇犱（ ）犇 ＝狌（ ）犇犱（ ）犇 （５）

　　若犎＝狌（ ）犇犱（ ）犇 ，则犎是犇的多项式，由定

理１可知，犎是犉犔犇犮犻狉犮狉 矩阵，再由式（４）和式（５）

可知，犎＝犃 １，｛ ｝２ ．又

犃犽犎犃＝犃
犽－１（ ）犃犎犃 ＝犃

犽－１犃＝犃
犽

犃犎 ＝犃狌（ ）犇犱（ ）犇 ＝犳（ ）犇狌（ ）犇犱（ ）犇 ＝

狌（ ）犇犱（ ）犇犳（ ）犇 ＝犎犃

故犎＝犃
｛｝犱 ．

５　算法与数值例子

由引理 １ 与推论 ３ 的证明，不难得到求

犉犔犇犮犻狉犮狉矩阵的逆和广义逆的快速算法，其一般步

骤如下：

步骤１　求犳（ ）狓 ，犵（ ）狓 的最大公因式 （ ）犱 狓 ；

步骤２　若 （ ）犱 狓 ＝１，由
犳（ ）狓 １

犵（ ）狓（ ）０ 经过一系
列初等行变换化为

１ （ ）狌 狓

０ （ ）（ ）狊狓
，则犃－１＝狌（ ）犇 ；

步骤３　若 （ ）犱 狓 ≠１，求犵（ ）狓 除以 （ ）犱 狓 的商

式犵１（ ）狓 ，由
犳（ ）（ ）狓犱 狓 １

犵１（ ）狓（ ）０ 经过初等行变化，化
为
１ （ ）狌 狓

０ （ ）（ ）狊狓
，则犃 １，｛ ｝２ ＝犃

｛｝犱 ＝狌（ ）犇犱（ ）犇 ．

例１　已知犃＝

１ －１ １

２ －１ －１

烄

烆

烌

烎－２ ４ －１

，犃是否可

逆？若可逆，求犃－１．

由定义１得犃＝犉犔犇犮犻狉犮２ １，－１，（ ）１ ，犳（ ）狓 ＝

１－狓＋狓２，犵（ ）狓 ＝狓３＋２狓－２，犇＝

０ １ ０

０ ０ １

烄

烆

烌

烎２ －２ ０

．

由于 犳（ ）狓 ，犵（ ）（ ）狓 ＝１，故犃非奇异．

因为

狓２－狓＋１ １

狓３＋２狓－

烄

烆

烌

烎２ ０
→
狓２－狓＋１ １

狓２＋狓－２ －

烄

烆

烌

烎狓
→

　　　
－２狓＋３ 狓＋１

狓２＋狓－２ －
（ ）狓 →

　　　
－２狓＋３ 狓＋１

７ ２狓２＋３狓＋
（ ）５ →

　　　

０ 狓３＋２狓－２

１
２
７
狓２＋

３
７
狓＋

烄

烆

烌

烎
５
７

则

（ ）狌 狓 ＝
２
７
狓２＋

３
７
狓＋

５
７

所以

犃－１＝狌（ ）犇 ＝
２
７
犇２＋

３
７
犇＋

５
７
犈＝

５
７

３
７

２
７

４
７

１
７

３
７

６
７
－
２
７

烄

烆

烌

烎
１
７

即

犃－１＝犉犔犇犮犻狉犮２
５
７
，３
７
，（ ）２７

　　例２　已知犃＝
槡１＋３ １

槡

烄

烆

烌

烎２ ３－１

，求犃 １，｛ ｝２ ．

由定义 １ 可得，犃＝犉犔犇犮犻狉犮２ 槡１＋３，（ ）１ ，

犳（ ）狓 ＝狓 槡＋１＋ ３，犵（ ）狓 ＝狓２＋２狓－２，犇＝

０ １烄

烆

烌

烎２ －２
，则 （ ）犱 狓 ＝ 犳（ ）狓 ，犵（ ）（ ）狓 ＝狓 槡＋１＋３，

故犃奇异且犵１（ ）狓 ＝狓 槡＋１－３．

由步骤３可得

狓２＋２１＋槡（ ）３狓＋４＋ 槡２３ １

狓＋１－槡

烄

烆

烌

烎３ ０
→

　　
１＋ 槡（ ）３３狓＋４＋ 槡２３ １

狓＋１－槡

烄

烆

烌

烎３ ０
→

　　
１

１
１２

狓＋１－槡

烄

烆

烌

烎３ ０

→
１

１
１２

０ 狓＋１－槡

烄

烆

烌

烎３

则

（ ）狌 狓 ＝
１
１２

所以

犃 １，｛ ｝２
＝犃

｛｝犱
＝狌（ ）犇犱（ ）犇 ＝

３３２
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１
１２
犇＋ １＋槡（ ）３［ ］犈 ＝

１＋槡３
１２

１
１２

１
６

槡３－１

烄

烆

烌

烎１２

即

犃 １，｛ ｝２
＝犃

｛｝犱
＝犉犔犇犮犻狉犮２

１＋槡３
１２

，１（ ）
１２

６　结　论

提出了犉犔犇犮犻狉犮狉 矩阵，并验证了它的和、差、

乘积、逆矩阵和伴随矩阵仍为犉犔犇犮犻狉犮狉 矩阵，这充

分说明它具有很强的保结构性，这在实际应用中非

常重要．通过构造的基本 犉犔犇犮犻狉犮狉 矩阵，给出

犉犔犇犮犻狉犮狉矩阵的５种判别方法及它的逆和广义逆

的快速算法．本文给出的算法将矩阵求逆和广义逆

问题转化为多项式计算，降低了问题求解的复杂度，

并且犉犔犇犮犻狉犮狉矩阵在计算存储时可大量减小存储

空间．数值例子表明了算法的可行性．
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