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分数阶犔犪狆犾犪犮犲方程组的山路解

李　青，　魏公明
（上海理工大学 理学院，上海　２０００９３）

摘要：对一类非线性分数阶犔犪狆犾犪犮犲方程组犇犻狉犻犮犺犾犲狋问题非平凡解以及正解的存在性分别进行了研

究．针对非线性分数阶犔犪狆犾犪犮犲方程组在满足犇犻狉犻犮犺犾犲狋边值条件下所具有的特征，通过定义能量空间，

然后在该空间中利用犛狅犫狅犾犲狏嵌入定理、控制收敛定理、犅狉犲狕犻狊犔犲犫引理，证明分数阶方程组的能量泛

函满足犘犪犾犪犻狊犛犿犪犾犲紧性条件，最后利用分数阶犛狅犫狅犾犲狏空间中的山路引理，得出方程组存在非平凡临

界点，也即得出这类非线性分数阶犔犪狆犾犪犮犲方程组犇犻狉犻犮犺犾犲狋问题存在非平凡解的结论．此外，还利用

犖犲犺犪狉犻流形、极小能量法，通过比较能量法得出一类耦合的非线性分数阶犔犪狆犾犪犮犲方程组犇犻狉犻犮犺犾犲狋问

题存在正解需要满足的条件，进而得出这类分数阶犔犪狆犾犪犮犲方程组存在正解的结论．
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１　问题的提出

运用山路引理［１－４］来证明非平凡解的存在性，

是一种很经典的变分方法．本文主要受文献［５］及文

献［６］的启发．文献［５］主要针对满足齐次犇犻狉犻犮犺犾犲狋

边值条件的非局部微分方程 犔犽狌＋犳（狓，狌）＝

０（狓∈Ω）进行了研究．其中

犔犽狌（狓）＝
１
２∫瓗

狀
（狌（狓＋狔）＋

　　狌（狓－狔）－２狌（狓））犓（狔）犱狔
是一个非局部算子．Ω是瓗

狀 中具有犔犻狆狊犮犺犻狋狕边界

的有界开集，犓：瓗狀＼｛｝０ →（０，＋∞）是满足下列性

质的函数：

犪．γ犓∈犔
１（瓗狀），其中γ（狓）＝犿犻狀 狓 ２，｛ ｝１ ；

犫．存在λ＞０使得对于任意的狓∈瓗
狀
＼｛｝０ 有

犓（狓）≥λ 狓 －（狀＋２狊）；

犮．对于任意的狓∈瓗
狀
＼｛｝０ ，犓（狓）＝犓（－狓）．

对 犓 （狓）＝ 狓 －（狀＋２狊），犔犓 即为分数阶

犔犪狆犾犪犮犲算子－（－Δ）狊，即对于方程

（－Δ）狊狌＝犳（狓，狌），狓∈Ω

狌＝０，狓∈瓗
狀
＼

烅
烄

烆 Ω

其中，狊∈（０，１），

－（－Δ）狊狌（狓）＝
１
２∫瓗

狀

狌（狓＋狔）＋狌（狓－狔）－２狌（狓）

狔
狀＋２狊 犱狔

　　本文通过验证该方程能量泛函是否满足犘犪犾犪犻狊

犛犿犪犾犲条件，再应用山路引理得出其存在非平凡解．将

这种方法运用到如下分数阶犔犪狆犾犪犮犲方程组中，即

（－Δ）狊狌＝犳（狌，狏）， 狓∈Ω

（－Δ）狊狏＝犵（狌，狏）， 狓∈Ω

狌＝０，狏＝０， 狓∈瓗
狀
＼

烅

烄

烆 Ω

（１）

　　不论是在纯理论领域，还是实际生活中，这种分

数阶椭圆型算子都有着广泛的应用．它出现在很多

不同的背景之下，比如：障碍问题、最优化、金融学、

相变、层状材料、反常扩散、晶体错位、半透膜、火焰

传播、守恒律、准地转流、多重散射、极小曲面、材料

科学、水波等．文献［７］给出了关于分数阶犛狅犫狅犾犲狏

空间的清晰而全面的介绍，是学习分数阶犔犪狆犾犪犮犲

方程极好的参考资料．

文献［６］研究的是如下耦合的非线性薛定谔方

程组：

－Δ狌＋狌＝ 狌 ２狇－２狌＋

　犫 狏 狇 狌 狇－２狌， 狓∈瓗
狀

－Δ狏＋ω
２狌＝ 狏 ２狇－２狏＋

　犫 狌 狇 狏 狇－２狏， 狓∈瓗
狀

狌（狓）→０，狏（狓）→０， 当 狓 →∞

烅

烄

烆 时

　　通过极小化方法（文献［８－９］）研究其存在正

解．受该文献的启发，在式（１）中取犳（狌，狏）＝

狌 狆０－２狌＋犫（狓）狏 狇 狌 狇－２狌，犵（狌，狏）＝

狏 狇０－２狏＋犫（狓）狌 狇 狏 狇－２狏，本文研究的是如

下耦合的分数阶犔犪狆犾犪犮犲方程组非平凡解的存

在性：

（－Δ）狊狌＝ 狌 狆０－２狌＋

　犫（狓）狏 狇 狌 狇－２狌， 狓∈Ω

（－Δ）狊狏＝ 狏 狇０－２狏＋

　犫（狓）狌 狇 狏 狇－２狏， 狓∈Ω

狌＝０，狏＝０， 狓∈瓗
狀
＼

烅

烄

烆 Ω

（２）

　　假设狊∈（０，１），狀＞２狊，２＜２狇＜狆０，狇０＜２，

２＝
２狀
狀－２狊

，犫（狓）∈犔∞（Ω）且犫（狓）＞０，Ω∈瓗狀

是一个具有犔犻狆狊犮犺犻狋狕边界的有界开集，犡是满足以

下条件的犔犲犫犲狊犵狌犲可测函数犳：瓗
狀
→瓗构成的线

性空间：犳∈犔
２（Ω）且

（狓，狔）!
犳（狓）－犳（狔）

狓－狔
狀＋２槡 狊

∈

　　犔
２（瓗２狀＼（犆Ω×犆Ω），犱狓犱狔）

其中，犆Ω：＝瓗狀＼Ω．

记

犈：＝犡０×犡０＝｛（犳，犵）∈犉：对于几乎处处的

狓∈瓗
狀
＼Ω有（犳，犵）＝（０，０）｝．

其中，

犡０＝｛犳∈犡：对于几乎处处的

狓∈瓗
狀
＼Ω有犳＝０｝

犉：＝犡×犡

因为

犆２０（ ）Ω ×犆２０（ ）Ω 犈 （３）

所以犈和犉非空
［１０］．

问题（２）有一个变分结构，实际上它是如下泛函

犑：犈→瓗的犈狌犾犲狉－犔犪犵狉犪狀犵犲方程：

犑（狌，狏）＝
１
２∫犙

（ ）狌 狓 －狌（ ）狔
２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＋

　
１
２∫犙

（ ）狏 狓 －狏（ ）狔
２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔－

１

狆０∫Ω 狌
狆０犱狓－

　
１

狇０∫Ω 狏
狇０犱狓－

１

狇∫Ω犫（狓）狌狏
狇犱狓

　　可知泛函犑在 狌，（ ）狏 ∈犈上是犉狉é犮犺犲狋可微

的且对于任意的 φ，（ ）ψ ∈犈，有

〈犑′狌，（ ）狏 ，φ，（ ）ψ 〉＝

　∫犙
（ ）狌 狓 －狌（ ）（ ）狔 φ（ ）狓 －φ（ ）（ ）狔

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＋

　∫犙
（ ）狏 狓 －狏（ ）（ ）狔 ψ（ ）狓 －ψ（ ）（ ）狔

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔－

６３２
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　∫Ω 狌
狆０－１φ＋狏狇０－

１（ ）ψ犱狓－　　　　　　

　∫Ω犫（狓）狌
狇－１狏狇φ＋狏狇－

１狌狇（ ）ψ犱狓

则犑的临界点即为问题（２）的解．

因为算子是非局部的，犇犻狉犻犮犺犾犲狋条件定义在

瓗
狀
＼Ω中，而不是简单地在Ω 上．本文证明思路：

在第三部分验证了犑满足山路几何和犘犛紧性条件

后，由山路引理得到方程组（２）的一个非零向量解

（见定理１）．取特殊情况，狆０＝狇０＝２狇，犫（狓）＝犫，

方程组（２）变为

（－Δ）狊狌＝ 狌 ２狇－２狌＋

　犫 狏 狇 狌 狇－２狌， 狓∈Ω

（－Δ）狊狏＝ 狏 ２狇－２狏＋

　犫 狌 狇 狏 狇－２狏， 狓∈Ω

狌＝０，狏＝０， 狓∈瓗
狀
＼

烅

烄

烆 Ω

（４）

第四部分主要证明方程组（４）向量解的两个分量都

是非平凡的，即都是非零的，此时需要对犫作一些

限制（见推论１）．

本文主要结果如下：

定理１　设狊∈（０，１），狀＞２狊，２＜２狇＜狆０，

狇０＜２
，２＝

２狀
狀－２狊

，犫（狓）∈犔∞（Ω），且犫（狓）＞０，

Ω是瓗
狀 中具有犔犻狆狊犮犺犻狋狕边界的有界开集，则方程

组（２）存在山路解 狌，（ ）狏 ∈犈，且 狌，（ ）狏 ≠ ０，（ ）０ ．

推论１　假设方程组（４）中犫＞２狇－１－１，２＜

２狇＜２
，狀＞２狊，狊∈（０，１），则问题（４）存在极小能

量解（狌，狏），其中狌＞０，狏＞０．

２　一些基本的结论

这部分将证明一些有用的结论．

这里，首先介绍一下空间犡和犡０的一些基本

结论．论文中的一些记法如下：

犙＝瓗
２狀
＼σ

其中，σ＝（犆Ω）×（犆Ω）瓗２狀，犆Ω＝瓗狀＼Ω．

空间犉＝犡×犡的范数定义为

犳，（ ）犵
２
犉 ＝ 犳

２
犡＋ 犵

２
犡

其中，

犳
２
犡 ＝ 犳

２
犔
２（Ω）＋

　　∫犙
犳（ ）狓 － （ ）犳狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔 （５）

容易验证 · 犉 是犉 上的一个范数．仅需证明

犳，（ ）犵 犉＝０时，在瓗狀 中几乎处处有 犳，（ ）犵 ＝

０，（ ）０ 成立．

事实 上，由 犳，（ ）犵 犉 ＝０，得 犳 犔
２（Ω）＝

犵 犔
２（Ω）＝０，所以在Ω上有

犪．犲．　犳＝犵＝０ （６）

且

∫犙
犳（ ）狓 － （ ）犳狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＝　　　

∫犙
犵（ ）狓 － （ ）犵狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＝０ （７）

　　由式（７）知，对几乎处处 狓，（ ）狔 ∈犙

犳（狓）＝犳（狔），犵（狓）＝犵（狔）

所以，犳，犵在瓗
狀 上几乎处处为常数，不妨设犳＝

犮∈瓗，犵＝犱∈瓗．

由式（６）可得犮＝０，犱＝０，证毕．

下面，犌＝犎狊（Ω）×犎狊（Ω）表示分数阶

犛狅犫狅犾犲狏空间，并赋予范数

犳，（ ）犵
２
犌 ＝ 犳

２
犎
狊（Ω）＋ 犵

２
犎
狊（Ω）

其中

犳
２
犎
狊（Ω）＝ 犳

２
犔
２（Ω）＋

　　∫Ω×Ω
犳（ ）狓 － （ ）犳狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔 （８）

注意到，式（５）和式（８）并不等价，因为Ω×Ω 严格

包含于犙中．另外 （ ）， · 狆
狆＝ · 狆

狆＋ · 狆
狆 表示

犔狆（ ）Ω ×犔狆（ ）Ω 上的范数．

引理１　犪．若（狌，狏）∈犉，则（狌，狏）∈犌，且

狌，（ ）狏 犌 ≤ 狌，（ ）狏 犉

　　犫．若 （狌，狏）∈犈，则 狌，（ ）狏 ∈犎
狊
瓗（ ）狀 ×

犎狊 瓗（ ）狀 ，且

狌，（ ）狏 犌 ≤ 狌，（ ）狏 犎
狊（瓗

狀）×犎
狊（瓗

狀）＝ 狌，（ ）狏 犉

　　证明　犪．若（狌，狏）∈犉＝犡×犡，则

∫Ω×Ω
（ ）狌 狓 －狌（ ）狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔≤　　　　

∫犙
（ ）狌 狓 －狌（ ）狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＜＋∞

同理

∫Ω×Ω
（ ）狏 狓 －狏（ ）狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＜＋∞

因此，（狌，狏）∈犌＝犎狊（Ω）×犎狊（Ω），

狌，（ ）狏 ２
犌 ＝ 狌 ２

犎
狊（Ω）＋ 狏 ２

犎
狊（Ω）＝ 狌 ２

２＋

　∫Ω×Ω
（ ）狌 狓 －狌（ ）狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＋ 狏 ２

２＋

　∫Ω×Ω
（ ）狏 狓 －狏（ ）狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔≤ 狌 ２

２＋

　∫犙
（ ）狌 狓 －狌（ ）狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＋ 狏 ２

２＋

　∫犙
（ ）狏 狓 －狏（ ）狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＝

７３２
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　 狌 ２
犡＋ 狏 ２

犡 ＝ 狌，（ ）狏 ２
犉

即

狌，（ ）狏 犌 ≤ 狌，（ ）狏 犉

　　犫．由于犈＝｛（狌，狏）∈犉：瓗狀＼Ω 中几乎处处

有（狌，狏）＝（０，０）｝，因此，若（狌，狏）∈犈，则

狌 犔
２（瓗

狀）＝ 狌 犔
２（Ω）＜＋∞

狏 犔
２（瓗

狀）＝ 狏 犔
２（Ω）＜＋∞

且

∫瓗
２狀

（ ）狌 狓 －狌（ ）狔
２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＝　　　　　

∫犙
（ ）狌 狓 －狌（ ）狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＜＋∞

同理

∫瓗
２狀

（ ）狌 狓 －狌（ ）狔
２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＜＋∞

所以 狌，（ ）狏 ∈犎
狊
瓗（ ）狀 ×犎狊 瓗（ ）狀 ．

同时， 狌，（ ）狏 犎
狊（瓗

狀）×犎
狊（瓗

狀）＝ 狌，（ ）狏 犉 及

狌，（ ）狏 犎
狊（Ω）×犎

狊（Ω）≤ 狌，（ ）狏 犎
狊（瓗

狀）×犎
狊（瓗

狀）

即

狌，（ ）狏 犌 ≤ 狌，（ ）狏 犎
狊（瓗

狀）×犎
狊（瓗

狀）＝ 狌，（ ）狏 犉

　　引理２　存在依赖于狀，狊，Ω 的常数犆（狀，狊，

Ω）＞１，使得对于任意的（狌，狏）∈犈，有

∫犙
（ ）狌 狓 －狌（ ）狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＋

　∫犙
（ ）狏 狓 －狏（ ）狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔≤ 狌，（ ）狏 ２

犉 ≤

　 （犆∫犙 （ ）狌 狓 －狌（ ）狔
２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＋

　∫犙
（ ）狏 狓 －狏（ ）狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱 ）狔

从而

狌，（ ）狏 ２
犈 ＝∫犙

（ ）狌 狓 －狌（ ）狔
２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＋

∫犙
（ ）狏 狓 －狏（ ）狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔 （９）

是犈＝犡０×犡０上和式（５）等价的范数．

证明　首先，由式（５）可得

狌，（ ）狏 ２
犉 ≥∫犙

（ ）狌 狓 －狌（ ）狔
２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＋

∫犙
（ ）狏 狓 －狏（ ）狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔

另外，因为Ω 是有界的，且２＜２＝
２狀
狀－２狊

，所以

犔２

（Ω）连续嵌入到犔２（Ω）中，可得

狌 ２
犡 ＝ 狌 ２

犔
２（Ω）＋∫犙

（）狌 狓 －狌（）狔
２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔≤

　 Ω
２－２

２ 狌 ２
犔
２ （Ω）＋∫犙

（ ）狌 狓 －狌（ ）狔
２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔

　　若 狌，（ ）狏 ∈犈＝犡０×犡０，由引理１知 狌，（ ）狏 ∈

犎狊 瓗（ ）狀 ×犎狊 瓗（ ）狀 ，从而狌∈犎狊 瓗（ ）狀 ，由文献

［７］的犜犺犲狅狉犲犿６．５（这里狆＝２），可得

狌 ２
犔
２ （瓗

狀）≤犆∫瓗
２狀

（ ）狌 狓 －狌（ ）狔
２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔

其中，犆是仅依赖于狀，狊的正常数．

因此

狌 ２
犡 ≤（犆 Ω

２－２

２ ＋１）·

　　∫犙
（ ）狌 狓 －狌（ ）狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔

其中，犆是仅依赖于狀，狊的常数，取犆 狀，狊，（ ）Ω ＝

犆 Ω
２－２

２ ＋１＞１，则

狌 ２
犡 ≤犆∫犙

（ ）狌 狓 －狌（ ）狔
２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔

因此

狌，（ ）狏 ２
犉 ＝ 狌 ２

犡＋ 狏 ２
犡 ≤

　 （犆∫犙 （ ）狌 狓 －狌（ ）狔
２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＋

　∫犙
（ ）狏 狓 －狏（ ）狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱 ）狔

　　要证明式（９）是犈 上的范数，只需证明若

狌，（ ）狏 犈＝０，则有 狌，（ ）狏 ＝ ０，（ ）０ 在瓗狀 中几乎

处处成立即可．事实上，由 狌，（ ）狏 犈＝０可得

∫犙
（ ）狌 狓 －狌（ ）狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＝　　　　　

∫犙
（ ）狏 狓 －狏（ ）狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＝０

同本节开始处的说明一样可证瓗
狀 中狌＝狏＝０几

乎处处成立，所以式（９）为犈上的范数．

引理３　（犈， 狌，（ ）狏 犈）是犎犻犾犫犲狉狋空间．

证明　首先对任意 狌，（ ）狏 ∈犈，考虑映射

狌，（ ）狏 !

〈狌，（ ）狏 ，φ，（ ）ψ 〉：＝

　∫犙
（ ）狌 狓 －狌（ ）（ ）狔
狓－狔

狀＋２狊 φ（ ）狓 －φ（ ）（ ）狔 犱狓犱狔＋

　　　∫犙
（ ）狏 狓 －狏（ ）（ ）狔
狓－狔

狀＋２狊 ψ（ ）狓 －ψ（ ）（ ）狔 犱狓犱狔

易知〈·，·〉是犈上的内积，它对应的范数和式（９）

是一致的．

为证明犈是一个犎犻犾犫犲狉狋空间，只需证犈在范

数 （ ）· 犈 下是完备的．为此令 狌犼，狏（ ）犼 为犈中的

犆犪狌犮犺狔列，那么对任意的ε＞０，存在νε，使得犻，犼≥

νε时有

ε≥ 狌犻－狌犼，狏犻－狏（ ）犼
２
犈 ≥　　　　

８３２
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１
犆

狌犻－狌犼，狏犻－狏（ ）犼
２
犉 ＝

　
１
犆
（狌犻－狌犼

２
犡＋ 狏犻－狏犼

２
犡）≥

　
１
犆
狌犻－狌犼

２
犔
２（Ω）＋

１
犆
狏犻－狏犼

２
犔
２（Ω）＝

　
１
犆

狌犻－狌犼，狏犻－狏（ ）犼
２
犔
２（Ω） （１０）

　　因为犔
２（Ω）×犔２（Ω）是完备的，所以存在

（狌∞，狏∞）∈犔
２（Ω）×犔２（Ω），使得当犼→＋∞时，

在犔２（Ω）×犔２（Ω）中有ω犼＝（狌犼，狏犼）→（狌∞，狏∞）

成立．因此，存在一个子列（狌犼犽，狏犼犽）犈，使得在

瓗
狀 中犪．犲．（狌犼犽，狏犼犽）→（狌∞，狏∞）

［１１］．

下证（狌∞，狏∞）∈犈．由犉犪狋狅狌引理和式（１０）中

的第一个不等式（取ε＝１），得

∫犙
狌∞（狓）－狌∞（狔）

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＋

　∫犙
狏∞（狓）－狏∞（狔）

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＝

　∫犙犾犻犿犻狀犳犽→＋∞（
狌犼犽（狓）－狌犼犽（狔）

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＋

　
狏犼犽（狓）－狏犼犽（狔）

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱 ）狔 ≤

　犾犻犿犻狀犳
犽→＋∞

狌犼犽，狏犼（ ）
犽

２
犈 ＝

　犾犻犿犻狀犳
犽→＋∞

狌犼犽－狌ν１＋狌ν１，狏犼犽－狏ν１＋狏ν（ ）
１

２
犈 ＝

　犾犻犿犻狀犳
犽→＋∞

狌犼犽－狌ν１，狏犼犽－狏ν（ ）
１ ＋ 狌ν１，狏ν（ ）

１

２
犈 ≤

　犾犻犿犻狀犳
犽→＋∞

［２ 狌犼犽 －狌ν１，狏犼犽 －狏ν（ ）
１

２
犈＋

　　２ （狌ν１，狏ν１）
２
犈］≤犾犻犿犻狀犳

犽→＋∞

［２（１＋

　 （狌ν１，狏ν１）
２
犈）］≤２（１＋ （狌ν１，狏ν１）

２
犈）＜＋∞

因此，狌∞，狏∞（ ）∈犈．

接下来只需证整个序列在犈 中收敛到（狌∞，

狏∞）．为此，令犻≥νε，由式（１０）的第一个不等式、引

理２及犉犪狋狅狌引理可得

狌犻，狏（ ）犻 － 狌∞，狏∞（ ）２
犈 ＝ （狌犻－狌∞，

　狏犻－狏∞）
２
犈 ≤ 狌犻－狌∞，狏犻－狏∞（ ）２

犉 ＝

　 狌犻－狌∞
２
犡＋ 狏犻－狏∞

２
犡 ＝ 狌犻－狌∞

２
犔
２（Ω）＋

　∫犙
狌犻（狓）－狌∞（狓）－狌犻（狔）＋狌∞（狔）

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＋

　 狏犻－狏∞
２
犔
２（Ω）＋

　∫犙
狏犻（狓）－狏∞（狓）－狏犻（狔）＋狏∞（狔）

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＝

　∫Ω犾犻犿犻狀犳犽→＋∞

（狌犻－狌犼犽
２
＋ 狏犻－狏犼犽

２）犱狓犱狔＋

　∫犙犾犻犿犻狀犳犽→＋∞

（
狌犻（ ）狓 －狌犼犽（狓）－狌犻（狔）＋狌犼犽（狔）

２

狓－狔
狀＋２狊 ＋

　
狏犻（ ）狓 －狏犼犽（狓）－狏犻（狔）＋狏犼犽（狔）

２

狓－狔
狀＋２狊

）犱狓犱狔≤

　犾犻犿犻狀犳
犽→＋∞

狌犻－狌犼犽
２
２＋ 狏犻－狏犼犽（ ）２２ ＋

　犾犻犿犻狀犳
犽→＋∞

（狌犻－狌犼犽
２
犡０＋ 狏犻－狏犼犽

２
犡０
）＝

　犾犻犿犻狀犳
犽→＋∞

狌犻－狌犼犽，狏犻－狏犼犽
２
２＋

　犾犻犿犻狀犳
犽→＋∞

狌犻－狌犼犽，狏犻－狏犼犽
２
犈 ≤

　犾犻犿犻狀犳
犽→＋∞

狌犻－狌犼犽，狏犻－狏犼（ ）
犽

２
犉 ≤

　犆犾犻犿犻狀犳
犽→＋∞

狌犻－狌犼犽，狏犻－狏犼（ ）
犽

２
犈 ≤犆ε

即在犈中当犻→＋∞时，（狌犻，狏犻）→（狌∞，狏∞），引理

得证．

引理４　令 狌犼，狏（ ）犼 为犈中的有界序列，则对

任意的ν∈ １，２［ ） ，存在子列（仍记为 狌犼，狏（ ）犼 ）和

狌∞，狏∞（ ）∈犔ν 瓗（ ）狀 ×犔ν 瓗（ ）狀 ，使得该子列当

犼→＋∞时，在犔ν 瓗（ ）狀 ×犔ν 瓗（ ）狀 中

狌犼，狏（ ）犼 → 狌∞，狏∞（ ）

　　证明　由引理１的犫可知（狌犼，狏犼）∈犎
狊（瓗狀）×

犎狊（瓗狀）．另外，由引理１的犫以及引理２可得

狌犼，狏（ ）犼 犌 ≤ 狌犼，狏（ ）犼 犎
狊（瓗

狀）×犎
狊（瓗

狀）＝

狌犼，狏（ ）犼 犉 ≤犆 狌犼，狏（ ）犼 犈

其中，犆仅依赖于狀，狊和Ω．因为（狌犼，狏犼）在犈中

有界，所以在犌中有界，因此也在犔２（Ω）×犔２（Ω）

中有界，故｛狌犼｝，｛狏犼｝在犔
２（Ω）中有界．

由文献［７］的犆狅狉狅犾犾犪狉狔７．２以及Ω 的条件可

知，对任意的犿∈［１，２）存在狌∞，狏∞∈犔
犿（Ω）和

该序列的一个子列（下标仍记为犼），使得在犔
犿（Ω）

中，当犼→＋∞时，狌犼→狌∞，狏犼→狏∞．因为（狌犼，狏犼）

在瓗
狀
＼Ω中等于０，所以在瓗狀＼Ω中可以定义（狌∞，

狏∞）：＝（０，０）．因此在犔
犿（瓗狀）中，（狌犼，狏犼）→

（狌∞，狏∞）．

３　山路解的存在性

这部分将利用山路引理来找泛函的临界点．因

此，首先需要验证泛函犑的几何特征，并且满足犘犛

紧性条件．

命题１　对泛函犑，存在ρ＞０，β＞０，使得对于

任意满足 （狌，狏）犈＝ρ的（狌，狏）∈犈，有犑（狌，

狏）≥β．

证明　令任意的 狌，（ ）狏 ∈犈，因为犫（狓）∈

犔∞（Ω），所以存在犫＞０，使得犫（狓）≤犫，则

犑 狌，（ ）狏 ＝
１
２∫犙

（ ）狌 狓 －狌（ ）狔
２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＋

９３２
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１
２∫犙

（ ）狏 狓 －狏（ ）狔
２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔－

１

狆０∫Ω 狌
狆０犱狓－

　
１

狇０∫Ω 狏
狇０犱狓－

１

狇∫Ω犫（狓）狌狏
狇犱狓≥

　
１
２∫犙

（ ）狌 狓 －狌（ ）狔
２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＋

　
１
２∫犙

（ ）狏 狓 －狏（ ）狔
２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔－

１

狆０∫Ω 狌
狆０犱狓－

　
１

狇０∫Ω 狏
狇０犱狓－

犫
狇∫Ω 狌狏

狇犱狓＝
１
２

狌，（ ）狏 ２
犈－

　
１

狆０
狌 狆０

狆０－
１

狇０
狏 狇０

狇０－
犫
狇∫Ω 狌狏

狇犱狓

因为

１

狇
犫 狌 狇 狏 狇

≤
１
２狇
犫 狌 ２狇＋ 狏 ２（ ）狇

所以

犑 狌，（ ）狏 ≥
１
２

狌，（ ）狏 ２
犈－

１

狆０
狌 狆０

狆０－

　
１

狇０
狏 狇０

狇０－
犫
２狇∫Ω 狌 ２狇＋ 狏 ２（ ）狇 犱狓＝

　
１
２

狌，（ ）狏 ２
犈－

１

狆０
狌 狆０

狆０－
１

狇０
狏 狇０

狇０－

　
犫
２狇
（狌 ２狇

２狇＋ 狏 ２狇
２狇）≥

１
２

狌，（ ）狏 ２
犈－

　
１

狆０
狌 狆０

狆０－
１

狇０
狏 狇０

狇０－
犫
２狇
（狌 ２

２狇＋ 狏 ２
２狇）狇

因为Ω有界且２＜２狇＜２
，因此犎狊（Ω）连续嵌入

到犔２狇（Ω）中（见文献［５］）．因此存在常数犆１，犆２＞

０，使得

狌 ２
２狇≤犆１ 狌

２
犎
狊（Ω）＝犆 （１ 狌 ２

犔
２（Ω）＋

　∫Ω×Ω
（ ）狌 狓 －狌（ ）狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱 ）狔 ≤犆１ 狌

２
犡·

　 狏 ２
２狇≤犆２ 狏

２
犎
狊（Ω）＝犆 （２ 狏 ２

犔
２（Ω）＋

　∫Ω×Ω
（ ）狏 狓 －狏（ ）狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱 ）狔 ≤犆２ 狏

２
犡

　　由引理２可知，存在犆′，犆″＞０，使得

狌 ２
２狇＋ 狏 ２

２狇≤犆′ 狌，（ ）狏 ２
犉 ≤犆″ 狌，（ ）狏 ２

犈

因为２＜２狇＜狆０，狇０＜２，所以有犔
２（Ω）连续嵌

入到犔狆０（Ω）中、犔２

（Ω）连续嵌入到犔狇０（Ω）中，即

存在仅依赖于狀，狊的正常数犆３，使得

狌 ２
犔狆０（Ω）≤犆３ 狌

２
犔
２（Ω）≤犆３ 狌

２
犔
２（瓗

狀）≤

犆３∫瓗
２狀

（ ）狌 狓 －狌（ ）狔
２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＝犆３ 狌

２

犡０

因此

狌
狆０

犔狆０（Ω）＝（狌
２
犔狆０（Ω））

狆０
２ ≤犆３ 狌

狆０

犡０

同理

狏
狇０

犔狇０（Ω）≤犆３ 狏
狇０

犡０

因为存在常数犆４，使得

狌
狆０

犡０
＋ 狏

狇０

犡０
≤犆４（狌

２
犡０＋

　　 狏
２
犡０
）犿犻狀（

狆０
２
，
狇０
２
）
＝犆４ （狌，狏）犿犻狀（狆０

，狇０
）

犈

成立，所以，存在常数犆，犆＞０，使得

犑 狌，（ ）狏 ≥
１
２

狌，（ ）狏 ２
犈－　　　

　　　犆 （狌，狏）
犿犻狀（狆０

，狇０
）

犈
－犆 （狌，狏）

２狇

犈

　　由２＜２狇＜狆０，狇０ 可知，对于充分小的ρ，可

使得

犻狀犳
（狌，狏）∈犈
（狌，狏） 犈＝ρ

犑 狌，（ ）狏 ≥

　ρ（２ １２－犆ρ犿犻狀（狆０，狇０）－２－犆ρ２狇－ ）２ ：＝β＞０
命题得证．

命题２　存在 狌，（ ）狏 ∈犈，使得 狌，（ ）狏 犈＞

ρ，犑（狌，狏）＜β，且在瓗狀 中几乎处处有狌≥０，狏≥０

成立．其中，ρ，β是命题１中给出的．

证明　选取狌０，狏０∈犡０，使得 狌０ 犡０ ＝１，

狏０ 犡０＝１，且狌０≥０，狏０≥０在瓗
狀 中几乎处处成

立，因此 狌０，狏（ ）０ ２
犈＝２．由式（３）可知这种取法是

合理的．

令狋＞０，有

犑狋狌０，狋狏（ ）０ ＝
１
２∫犙

狋狌０（ ）狓 －狋狌０（ ）狔
２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＋

　
１
２∫犙

狋狏０（ ）狓 －狋狏０（ ）狔
２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔－

　
１

狆０∫Ω 狋狌０
狆０犱狓－

１

狇０∫Ω 狋狏０
狇０犱狓－

　
１

狇
狋２狇∫Ω犫（狓）狌０狏０

狇犱狓＝
１
２
狋２ 狌０，狏（ ）０ ２

犈－

　
１

狆０
狋狆０ 狌０ 狆０

狆０－
１

狇０
狋狇０ 狏０ 狇０

狇０－
１

狇
狋２狇∫Ω犫（狓）·

　 狌０狏０ 狇犱狓≤
１
２
狋２ 狌０，狏（ ）０ ２

犈－

　
１

狆０
狋狆０ 狌０ 狆０

狆０－
１

狇０
狋狇０ 狏０ 狇０

狇０ ＝

　狋
２
－
１

狆０
狋狆０ 狌０ 狆０

狆０－
１

狇０
狋狇０ 狏０ 狇０

狇０

　　不妨假设狆０＜狇０，则有犔狇０（Ω）连续嵌入到

犔狆０（Ω）中，即存在犆′＞０，使得

犆′ 狏０ 狇０
狆０ ≤ 狏０ 狇０

狇０

因此

犑狋狌０，狋狏（ ）０ ≤狋
２
－
１

狆０
狋狆０ 狌０ 狆０

狆０－

０４２
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１

狇０
狋狇０犆′ 狏０ 狇０

狆０　　　　　

当狋→＋∞时，存在常数犆＞０，使得

犑狋狌０，狋狏（ ）０ ≤狋
２
－犆狋狆０（狌０ 狆０

狆０＋ 狏０ 狇０
狆０
）

即狋→＋∞时，犑狋狌，（ ）狋狏 →－∞．

同样，若狇０＜狆０，则

犑狋狌０，狋狏（ ）０ ≤狋
２
－

　犆狋狇０（狌０ 狆０
狇０＋ 狏０ 狇０

狇０
）→－∞

因此，取 狌，（ ）狏 ＝犜 狌０，狏（ ）０ ，其中犜足够大，则该

狌，（ ）狏 满足命题条件．

命题１和命题２给出了山路引理所满足的几何

条件．接下来通过命题３和命题４验证犘犛条件．

命题３　令犮∈瓗，狌犼，狏（ ）犼 是犈中的序列，且

满足当犼→＋∞时，

犑 狌犼，狏（ ）犼 →犮 （１１）

狊狌狆｛〈犑′狌犼，狏（ ）犼 ，φ，（ ）ψ 〉：　　　　

φ，（ ）ψ ∈犈， φ，（ ）ψ 犈 ＝１｝→０ （１２）

则 狌犼，狏（ ）犼 在犈中有界．

证明　令 狌犼，狏（ ）犼 为犈 中的序列．由〈犑′（狌，

狏），（φ，ψ）〉的定义可得

〈犑′狌，（ ）狏 ，φ，（ ）ψ 〉＝

　∫犙
（ ）狌 狓 －狌（ ）（ ）狔 φ（ ）狓 －φ（ ）（ ）狔

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＋

　∫犙
（ ）狏 狓 －狏（ ）（ ）狔 ψ（ ）狓 －ψ（ ）（ ）狔

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔－

　∫Ω
狌狆０－１φ＋狏狇０－

１（ ）ψ犱狓－

　∫Ω
犫（狓）狌狇－１狏狇φ＋狏狇－１狌狇（ ）ψ犱狓

可知

〈犑′狌犼，狏（ ）犼 ，狌犼，狏（ ）犼 〉＝

　∫犙
狌犼（ ）狓 －狌犼（ ）狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＋

　∫犙
狏犼（ ）狓 －狏犼（ ）狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔－

　∫Ω（狌犼
狆０＋ 狏犼

狇０）犱（ ）狓 －

　２∫Ω犫（狓）狌犼狏犼
狇犱狓

　　对任意犼∈犖，由式（１１）～（１２）可知，存在犓＞

０，使得

犑 狌犼，狏（ ）犼 ≤犓 （１３）

〈犑′狌犼，狏（ ）犼 ，
狌犼，狏（ ）犼
狌犼，狏（ ）犼 犈

〉≤犓 （１４）

因此

１
狌犼，狏（ ）犼 犈

〈犑′狌犼，狏（ ）犼 ，狌犼，狏（ ）犼 〉≥－犓

即

　〈犑′狌犼，狏（ ）犼 ，狌犼，狏（ ）犼 〉≥－犓 狌犼，狏（ ）犼 犈 （１５）

　　由式（１３）和式（１５）可得

犑 狌犼，狏（ ）犼 －
１
２狇
〈犑′狌犼，狏（ ）犼 ，狌犼，狏（ ）犼 〉≤

犓 １＋ 狌犼，狏（ ）犼（ ）犈 　　　　　

因为２＜２狇＜狆０，狇０＜２，所以

犑 狌犼，狏（ ）犼 －
１
２狇
〈犑′狌犼，狏（ ）犼 ，狌犼，狏（ ）犼 〉＝　　　　

１
２
－
１
２（ ）狇 狌犼，狏（ ）犼

２
犈＋

１
２狇
－
１

狆（ ）
０
狌犼

狆０
狆０＋

１
２狇
－
１

狇（ ）
０
狏犼

狇０
狇０ ≥

１
２
－
１
２（ ）狇 狌犼，狏（ ）犼

２
犈

因而存在常数犓＞０，使得对任意的犼∈犖，有

狌犼，狏（ ）犼
２
犈 ≤犓 １＋ 狌犼，狏（ ）犼（ ）犈

命题３得证．

命题４　令 狌犼，狏（ ）犼 为犈中的有界序列且满足

命题３中的条件（１２），则存在 狌∞，狏∞（ ）∈犈及某

子列，使得当犼→＋∞时， 狌犼－狌∞，狏犼－狏∞（ ）犈→

０．

证明　由引理３知犈为一个犎犻犾犫犲狉狋空间，所

以是自反的，因为 狌犼，狏（ ）犼 在犈中是有界的，所以存

在子列（仍记为 狌犼，狏（ ）犼 ）以及 狌∞，狏∞（ ）∈犈，使得

对任意的 φ，（ ）ψ ∈犈，当犼→＋∞时，

∫犙
狌犼（ ）狓 －狌犼（ ）（ ）狔 φ（ ）狓 －φ（ ）（ ）狔

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＋

∫犙
狏犼（ ）狓 －狏犼（ ）（ ）狔 ψ（ ）狓 －ψ（ ）（ ）狔

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔→

∫犙
狌∞（ ）狓 －狌∞（ ）（ ）狔 φ（ ）狓 －φ（ ）（ ）狔

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＋

∫犙
狏∞（）狓 －狏∞（）（ ）狔 ψ（）狓 －ψ（）（ ）狔

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔 （１６）

因为

〈犑′狌，（ ）狏 ，φ，（ ）ψ 〉＝

　∫犙
（ ）狌 狓 －狌（ ）（ ）狔 φ（ ）狓 －φ（ ）（ ）狔

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＋

　∫犙
（ ）狏 狓 －狏（ ）（ ）狔 ψ（ ）狓 －ψ（ ）（ ）狔

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔－

　∫Ω 狌
狆０－１φ＋狏狇０－

１（ ）ψ犱狓－

　∫Ω犫（狓）狌
狇－１狏狇φ＋狏狇－

１狌狇（ ）ψ犱狓

由式（１２）可知

〈犑′狌犼，狏（ ）犼 ，
狌犼，狏（ ）犼
狌犼，狏（ ）犼 犈

〉＝ １
狌犼，狏（ ）犼 犈

·

　〈犑′狌犼，狏（ ）犼 ，狌犼，狏（ ）犼 〉＝
１

狌犼，狏（ ）犼 犈

·

１４２
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（　∫犙 狌犼（ ）狓 －狌犼（ ）狔
２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＋

　∫犙
狏犼（ ）狓 －狏犼（ ）狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔－

　∫Ω（狌犼
２狇＋ 狏犼

２狇）犱狓－

　２犫∫Ω 狌犼狏犼
狇犱 ）狓 →０

即

∫犙
狌犼（ ）狓 －狌犼（ ）狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＋

　∫犙
狏犼（ ）狓 －狏犼（ ）狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔→

　∫Ω（狌犼
狆０＋ 狏犼

狇０）犱狓＋

　２∫Ω犫（狓）狌犼狏犼
狇犱狓 （１７）

同样，

〈犑′狌犼，狏（ ）犼 ，
狌∞，狏∞（ ）

狌∞，狏∞（ ）犈
〉＝ １

狌∞，狏∞（ ）犈

·

　〈犑′狌犼，狏（ ）犼 ，狌∞，狏∞（ ）〉＝
１

狌∞，狏∞（ ）犈

·

［　∫犙 狌犼
（）狓 －狌犼（）（ ）狔 狌∞（）狓 －狌∞（）（ ）狔

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＋

　∫犙
狏犼（）狓 －狏犼（）（ ）狔 狏∞（）狓 －狏∞（）（ ）狔

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔－

　∫Ω（狌犼
狆０－１ 狌∞ ＋ 狏犼

狇０－１ 狏∞ ）犱狓－

　∫Ω犫（狓）（狌犼
狇－１ 狏犼

狇 狌∞ ＋

　 狏犼
狇－１ 狌犼

狇 狏∞ ）犱 ］狓 →０ （１８）

　　由引理４，对某子序列，当犼→＋∞时，（狌犼，狏犼）→

（狌∞，狏∞）在犔狇（瓗
狀）×犔狇（瓗狀）中，（狌犼，狏犼）→

（狌∞，狏∞）犪．犲．在瓗
狀 中．

由文献［１１］的 犜犺犲狅狉犲犿犐犞．９可知，存在

（ ）犾狓 ， （ ）犿 狓 ∈犔狇 瓗（ ）狀 ，使得对任意犼∈犖：

狌犼（ ）狓 ≤ （ ）犾狓犪．犲．在瓗
狀 中，

狏犼（ ）狓 ≤ （ ）犿 狓犪．犲．在瓗
狀 中

由控制收敛定理［１２］可得

∫Ω（狌犼
狆０＋ 狏犼

狇０）犱狓＋２∫Ω犫（狓）·

　 狌犼狏犼
狇犱狓→∫Ω（狌∞

狆０＋ 狏∞
狇０）犱狓＋

　２∫Ω犫（狓）狌∞狏∞
狇犱狓 （１９）

∫Ω（狌犼
狆０－１ 狌∞ ＋ 狏犼

狇０－１ 狏∞ ）犱狓＋

　∫Ω犫（狓）（狌犼
狇－１ 狏犼

狇 狌∞ ＋

　 狏犼
狇－１ 狌犼

狇 狏∞ ）犱狓→∫Ω（狌∞
狆０＋

　 狏∞
狇０）犱狓＋２∫Ω犫（狓）狌∞狏∞

狇犱狓 （２０）

　　由式（１６）、式（１８）、式（２０）得

〈犑′狌犼，狏（ ）犼 ，狌∞，狏∞（ ）〉→

　∫犙
狌∞（ ）狓 －狌∞（ ）狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＋

　∫犙
狏∞（ ）狓 －狏∞（ ）狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔－

　∫Ω（狌∞
狆０＋ 狏∞

狇０）犱狓－

　２∫Ω犫（狓）狌∞狏∞
狇犱狓＝０

即

∫犙
狌∞（ ）狓 －狌∞（ ）狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＋

　∫犙
狏∞（ ）狓 －狏∞（ ）狔

２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＝

　∫Ω（狌∞
狆０＋ 狏∞

狇０）犱狓＋

　２∫Ω犫（狓）狌∞狏∞
狇犱狓

由式（１７）和式（１９）得当犼→＋∞

狌犼，狏（ ）犼
２
犈 → 狌∞，狏∞（ ）２

犈

由犅狉犲狕犻狊－犔犲犫引理，可知

（狌犼，狏犼）－（狌∞，狏∞）犈 →０

　　定理１的证明　由命题１～４及山路引理可知，

泛函犑存在临界点（狌，狏）∈犈，并且

犑（狌，狏）≥β＞０＝犑（０，０）

以及 狌，（ ）狏 ≠ ０，（ ）０ ，定理１得证．

４　研究方程组存在正解的条件

特殊地，当狆０＝狇０＝２狇，犫（狓）＝犫时，方程组

（２）变为方程组（４）

（－Δ）狊狌＝ 狌 ２狇－２狌＋

　犫 狏 狇 狌 狇－２狌， 狓∈Ω

（－Δ）狊狏＝ 狏 ２狇－２狏＋

　犫 狌 狇 狏 狇－２狏， 狓∈Ω

狌＝０，狏＝０， 狓∈瓗
狀
＼

烅

烄

烆 Ω
它对应的泛函犑：犈→瓗为

犑 狌，（ ）狏 ＝
１
２∫犙

（ ）狌 狓 －狌（ ）狔
２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔＋

　
１
２∫犙

（ ）狏 狓 －狏（ ）狔
２

狓－狔
狀＋２狊 犱狓犱狔－

２４２
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１
２狇∫Ω 狌

２狇犱狓－
１
２狇∫Ω 狏

２狇犱狓－

　
犫
狇∫Ω 狌狏

狇犱狓

　　为了研究问题（４）存在正解需要满足的条件，首

先给出几个有用的引理．

定义犖犲犺犪狉犻流形为

犖：＝ ω∈犈＼｛｝０ ：〈犐′（ ）ω ，ω〉＝｛ ｝０

　　引理５　对于每一个ω∈犈＼｛｝０ ，存在唯一的

狋
—
（ω）＞０，使得狋

—
（ω）ω∈犖．当狋＝狋

—
（ω）时，犑（狋ω）

在狋≥０上取得最大值．函数

ω!狋
—
（ω）：犈＼｛｝０ !

（０，＋∞）

是连续的，且映射

ω!狋
—
（ω）ω

定义了犈中单位球到犖的一个同胚．

证明　首先证明泛函犑 满足如下的几何

性质：

犪．（０，０）是一个严格极小值点；

犫．对任意ω∈犈＼｛｝０ 及充分大的狋＞０，

有犑（狋ω）＜０．

事实上，如果定义

犉 狌，（ ）狏 ＝
１
２狇

狌 ２狇＋ 狏 ２［ ］狇 ＋
１

狇
犫 狌 狇 狏 狇

则犉满足

犾犻犿
（狌，狏） 犈→０

１
狌，（ ）狏 ２

犈∫Ω犉 狌，（ ）狏 ＝

　　 犾犻犿
（狌，狏） 犈→０

１
狌，（ ）狏 ２

犈∫［Ω １２ 狌，（ ）狏 ２
犈－

　　犑 狌，（ ）］狏 ＝０ （２１）

　　犉（狌，狏）≥
１
２狇

狌 ２狇＋ 狏 ２（ ）狇 （２２）

　　由式（２１）可推出犪成立．由式（２２）可知，对任意

狋＞０，下面的不等式成立

犑 狋狌，（ ）狋狏 ≤
１
２
狋２ 狌，（ ）狏 ２

犈－
狋２狇

２狇∫Ω（狌
２狇＋

　　 狏 ２狇）犱狓＝狋２ ［狇 １
２狋２狇－２

狌，（ ）狏 ２
犈－

　　
１
２狇∫Ω 狌 ２狇＋ 狏 ２（ ）狇 犱 ］狓

因此犫成立．

对任意ω＝ 狌，（ ）狏 ∈犈＼｛｝０ 和狋＞０，令

犵（狋）：＝犑 狋（ ）ω ＝犑 狋狌，（ ）狋狏 （２３）

　　由犪，犫可知存在狋
—

＝狋
—
（ ）ω ＞０，使得

犵（狋
—
）＝犿犪狓

狋＞０
犵（）狋 （２４）

因为犵的每一个正的驻点狋＞０满足

犵′（）狋 ＝狋 狌，（ ）狏 ２
犈－２狇狋

２狇－１

∫Ω犉 狌，（ ）狏 ＝

　　 ｛狋 狌，（ ）狏 ２
犈－狋

２狇－ ［２ 狌，（ ）狏 ２狇
２狇＋

　　２∫Ω犫 狌狏 狇犱 ］｝狓 ＝０ （２５）

因为狇＞１，所以狋
—

＝狋
—
（ ）ω 是狋＞０上唯一使得狋ω∈

犖的点．因此 犖与 犈 中的单位球径向同胚．式

（ ）２５ 表明映射ω!狋
—
（ω）ω是连续的．

记

犮犖：＝犻狀犳
犖
犑（ ）ω

犮１：＝ 犻狀犳
狑∈犈＼｛｝０

犿犪狓
狋≥０
犑 狋（ ）ω

犮：＝犻狀犳
Γ
犿犪狓
［０，１］
犑 γ（）（ ）狋

其中

Γ＝｛γ：［０，１］→犈，γ连续，且

γ（）０ ＝０，犑 γ（）（ ）１ ＜０｝

　　引理６　犮犖＝犮１＝犮．

证明　由引理５可知

犮１＝ 犻狀犳
ω∈犈＼｛｝０

犿犪狓
狋≥０
犑 狋（ ）ω ＝

　　 犻狀犳
犈＼｛｝０

犑（狋
—
（ ）ωω）＝犻狀犳

狕∈犖
犑（）狕 ＝犮犖

因为对充分大的狋，有犑 狋（ ）ω ＜０，所以犮≤犮１．又

因为任意的γ∈Γ与犖相交，故犮≥犮犖．因此结论

得证．

注：事实上，下面的证明只需用到犮≤犮１即可．

推论１的证明　由定理１可知式（４）存在非平

凡解 狌，（ ）狏 ≠ ０，（ ）０ ．

首先证明狌，狏都是非平凡的．若狏≡０，则ω＝

狌０，（ ）０ ，而狌０是下面问题的解：

（－Δ）狊狌＝狌２狇－１， 狓∈Ω

狌＞０， 狓∈Ω

狌＝０， 犪．犲．狓∈瓗
狀
＼

烅

烄

烆 Ω

（２６）

同样，若狌≡０，则ω＝ ０，狏（ ）０ ，狏０ 是下面问题

的解：

（－Δ）狊狏＝狏２狇－１， 狓∈Ω

狏＞０， 狓∈Ω

狏＝０， 犪．犲．狓∈瓗
狀
＼

烅

烄

烆 Ω

接下来只需证明

犮＝犑 狌，（ ）狏 ＜犿犻狀犑
 狌０，（ ）０ ，犑 ０，狏（ ）｛ ｝０

因为狌０是式（２６）的解，所以

狌０
２
犡０ ＝ 狌０

２狇
２狇，狏０

２
犡０ ＝ 狏０

２狇
２狇

３４２
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因此可以得到如下关系：

犆：＝犑 狌０，（ ）０＝狇
－１
２狇

狌０
２狇
２狇＝
狇－１
２狇

狌０
２
犡０
（２７）

　　　　　犑（０，狏０）＝犆＝狇
－１
２狇

狏０
２
犡０
（２８）

另外，由引理６可知

犮＝犑（狌，狏）≤犿犪狓
狋≥０
犑 狋φ，（ ）（ ）ψ ，

 φ，（ ）ψ ∈犈

　　由式（２７）和式（２８）知，只需找到 φ，（ ）ψ ∈犈，

φ≠０且ψ≠０，使得

犮≤犮１≤犿犪狓
狋≥０
犑 狋φ，（ ）（ ）ψ ＜犆

其中，犆由式（２７）定义．

任给 φ，（ ）ψ ∈犈，考虑由式（２３）定义的犵（狋）的

最大值犐φ，（ ）ψ ，这里

犐φ，（ ）ψ ＝犿犪狓
狋＞０
犵（狋）＝

１
２
（１－

１

狇
）·

φ
２
犡０＋ ψ

２
犡（ ）
０

狇

φ
２狇
２狇＋ ψ

２狇
２狇＋２犫 φψ

［ ］狇
狇

１
狇－１

因此可以找到一个 φ，（ ）ψ ，φ≠０且ψ≠０，使得

犮≤犐φ，（ ）ψ ＜犑
 狌０，（ ）０ ＝犆

　　因为 狌０ 是式（２６）的解，所以 （－Δ）狊狌０＝

狌２狇－１０ ，令狋＝
１
犫（ ）＋１

１
２狇－２

＞０，易知 狋狌０，狋狌（ ）０ 是式

（４）的一个解．

取 φ，（ ）ψ ＝ 狋狌０，狋狌（ ）０ ，则

犐狋狌０，狋狌（ ）０ ＝
１
２
（１－

１

狇
）·

狋０狌０
２
犡０＋ 狋０狌０

２
犡（ ）
０

狇

狋０狌０
２狇
２狇＋ 狋０狌０

２狇
２狇＋２犫 狋０

２狌０
２［ ］狇
狇

１
狇－１

＝

　
１－

１

狇

犫＋（ ）１
１
狇－１

狌０
２
犡０ ＝

２犆

犫＋（ ）１
１
狇－１

因此只需证明 ２犆

犫（ ）＋１
１
狇－１
＜犆即可，而当犫＞２狇－１－１

时不等式显然是成立的，推论１得证．
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