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摘要：考虑了噪声对随机犎狅犾犾犻狀犵犜犪狀狀犲狉模型的影响．这种噪声可以理解为海啸、地震、大规模的

传染病等产生的突发的且随机性很强的干扰．首先，证明了该模型的全局正解的存在唯一性．然后，

结合随机比较定理和鞅论等知识找到了种群在时间均值意义下持续存在和随机灭亡的充分条件．

这些结论说明犔犲狏狔噪声对种群的持久性和灭绝性具有显著性的影响，甚至可以使种群的长期动

力学行为发生根本性改变．最后，通过数值模拟直观地验证了犔犲狏狔噪声对种群的影响．
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　　由于生物种群模型理论对于实际应用的重要指 导意义和价值，这方面的研究越来越受到重视．在自
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然环境中存在着大量的不确定的随机因素，这些不

确定的因素对生物种群模型有着明显的影响．因此，

考虑随机生物种群模型能更客观、更全面地了解和

认识生物的发展规律和内在本质．近些年来，许多学

者将确定性的生物种群模型推广到随机的生物种群

模型上，并取得了丰富的研究成果，如环境噪声无论

多么小都可以抑制随机种群模型的爆破，模型解的

长期行为持久性、非持久性、遍历性、平稳分布

等［１－１２］．

文献［１－１２］提到的随机生物种群所受的环境

噪声都是高斯白噪声干扰的结果．高斯白噪声是用

来描述一类比较平稳的、连续的随机干扰．事实上，

在生态生物系统中，由于洪水的泛滥、海啸、大规模

的传染病、地震、大旱、火山爆发、气候变暖、股市震

荡等产生的是突发的、不连续的、随机性很强的干

扰．一旦发生，生物生长的环境就会发生很大的改

变，甚至可以导致种群灭绝．此时，若仅仅用单一的

高斯白噪声来描述这种突发现象，很难真实地反映

种群的变化情况．在生物动力种群中，为了更好地描

述现实世界中的随机现象，可以建立带犔犲狏狔跳的

数学模型来描述这种突变现象．

因此，研究带犔犲狏狔跳的随机生物系统是非常

必要的．近几年，已有学者开始关注这种新的激励对

随机生物系统的影响［１３－１７］．受以上文献的启发，本

文将文献［１８］中的模型推广到带犔犲狏狔跳的随机

犎狅犾犾犻狀犵犜犪狀狀犲狉捕食与被捕食模型中．

１　模型的建立

在文献［１８］中，犓犺犲犾犾犪犳等主要讨论模型

犱狓（狋）

犱狋
＝狓（狋）１－狓（狋）－

犪狔（狋）

α狓（狋）＋β狔（狋）＋（ ）γ
犱狔（狋）

犱狋
＝犫狔（狋）１－

狔（狋）

犽＋狓（狋（ ）
烅

烄

烆 ）

（１）

初值为狓（０）＝狓０＞０，狔（０）＝狔０＞０．其中，狓（狋），

狔（狋）分别表示被捕食者和捕食者在狋时刻的密度，

参数犪，犫，α，β，γ均为正常数．犓犺犲犾犾犪犳等指出模型

（１）存在３个平凡的平衡点

犈０＝（０，０），犈１０＝（０，犽），犈２０＝（１，０）

　　同时，当犪犽＜犽β＋γ时，存在唯一的内部平衡

点犈＝（狓，狔），其中，狓是下面方程的正根

（α＋β）狓２＋（β犽＋γ＋犪－α－β）狓＋

（犪犽－β犽－γ）＝０

且狔
＝狓＋犽．

犕犪狀犱犪犾等
［１２］对模型（１）进行了白噪声干扰，得

到与模型（１）相对应的随机模型

犱狓（狋）＝狓（狋 （）１－狓（狋）－
　　

犪狔（狋）

α狓（狋）＋β狔（狋）＋ ）γ 犱狋＋σ１狓（狋）犱犅１（狋）
犱狔（狋）＝犫狔（狋）１－

狔（狋）

犽＋狓（狋（ ））犱狋＋
　　σ２狔（狋）犱犅２（狋

烅

烄

烆 ）

（２）

式中：σ１，σ２表示噪声强度；犅１（狋），犅２（狋）是定义在

完备的概率空间（Ω，｛犉狋｝狋≥０，犘）上具相互独立的

标准布朗运动；｛犉狋｝狋≥０是Ω 上的一个σ代数且满

足通常条件（即右连续，犉０包含所有零测集）．

文献［２］证明了模型（２）的全局正解存在唯一

性、种群的持续存在性、模型存在平稳分布的条件等

性质．

在模型（２）的基础上，进一步考虑带有犔犲狏狔噪

声的随机模型，具体模型为

犱狓（狋）＝狓（狋－ ［） １－狓（狋）－ 犪狔（狋）

α狓（狋）＋β狔（狋）＋（ ）γ·

　犱狋＋σ１犱犅１（狋）＋∫犢γ１（狌）犖
～（犱狋，犱狌 ］）

犱狔（狋）＝犫狔（狋－ ［） １－ 狔（狋）

犽＋狓（狋（ ））犱狋＋

　σ２犱犅２（狋）＋∫犢γ２（狌）犖
～（犱狋，犱狌 ］

烅

烄

烆
）

（３）

式中：狓（狋－），狔（狋
－）分别是狓（狋），狔（狋）的左极限；

犖
～（犱狋，犱狕）＝犖（犱狋，犱狌）－λ（犱狌）犱狋是补偿性的泊

松随机测度；犖是在（０，＋!

）中的可测子集犢上具

有特征测度λ 的泊松计数测度，即λ（犢）＜!

；

γ犻（·）：犢×Ω→犚是关于特征测度λ有界连续的、

且犉狋是可测的；犅１（狋），犅２（狋）和犖是相互独立的．

结合实际生物意义，本文作如下假设：

１＋γ犻（狌）＞０（犻＝１，２），狌∈犢，对每一个犿＞

０都有犔犿＞０且满足条件犃１和条件犃２．

　　犃１　∫犢 犎犻（狓，狌）－犎犻（狔，狌）
２
λ（犱狌）≤

犔犿 狓－狔
２，犻＝１，２；

犃２　犾狀（１＋γ犻（狌）≤犓犻（犓犻＞０），犻＝１，２．

其中，犎１（狓，狌）＝γ１（狌）狓（狋－），犎２（狔，狌）＝

γ２（狌）狔（狋
－）．

于是

∫犢［犾狀（１＋γ犻（狌）］
２
λ（犱狌）＜犮，犻＝１，２（４）

记犚２＋ ＝ （狓，狔）∈犚
２ 狓≥０，狔≥｛ ｝０ ，犚＋ ＝｛狓∈

６４２
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犚 狓≥０｝．

２　模型（３）全局正解的存在唯一性

由于狓（狋），狔（狋）分别表示被捕食者和捕食者

在狋时刻的密度或种群的大小，根据生物实际意

义，本文感兴趣的是正解．目前还没看到对于种群随

机模型（３）的研究结果，本文主要研究随机模型（３）

的种群动力学性质，如解的全局正解的存在唯一性、

有界性、随机持久及随机灭绝等．

首先，利用变量变换和随机微分方程比较定理、

伊藤公式等证明随机模型（３）的全局正解的存在唯

一性．

定理１　假设条件犃１和犃２成立．对任意初值

狓０＞０，狔０＞０，模型（３）存在唯一的局部正解（狓（狋），

狔（狋））∈犚
２
＋，狋∈［０，τ犲）．

证明　考虑方程

犱狌（狋）＝ １－β１－犲
狌（狋）
－

犪犲狏
（狋）

α犲
狌（狋）
＋β犲

狏（狋）
＋（ ）γ ·

　犱狋＋σ１犱犅１（狋）＋∫犢犾狀（１＋γ１（狌））犖
～（犱狋，犱狌）

犱狏（狋）＝ 犫－β２－
犫犲狏

（狋）

犽＋犲
狌（狋（ ））犱狋＋σ２犱犅２（狋）＋

　∫犢犾狀（１＋γ２（狌））犖
～（犱狋，犱狌

烅

烄

烆
）

（５）

其中

β犻 ＝
σ
２
犻

２
＋∫犢［γ犻（狌）－犾狀（１＋γ犻（狌）］·
λ（犱狌），犻＝１，２

初值为（狌（０），狏（０））＝（犾狀狓０，犾狀狔０）∈犚
２
＋．模型

（５）的系数是局部犔犻狆狊犮犺犻狋狕连续的，则存在唯一的

局部正解（狌（狋），狏（狋））（狋∈［０，τ犲）），其中，τ犲是爆

破时间［１］．利用推广的伊藤公式，可得（狓（狋）＝

犲狌
（狋），狔（狋）＝犲

狏（狋））是模型（３）具有初值狓０＞０，狔０＞

０的唯一局部正解．

定理１证明了模型（３）存在唯一的局部正解．采

用类似于文献［７］的方法，进一步证明此解是全局

的，即证明τ犲＝!

，犪．狊．

由于模型（３）的解为正，可得

犱狓（狋）≤狓（狋
－ ［）（１－狓（狋））犱狋＋

　　σ１犱犅１（狋）＋∫犢γ１（狌）犖
～（犱狋，犱狌 ］）

令

Φ（狋）＝
犲
（１－β１

）狋＋σ１犅１
（狋）＋犽１

（狋）

狓－１０ ＋∫
狋

０
犲
（１－β１

）狊＋σ１犅１
（狊）＋犽１

（狊）犱狊

（６）

则Φ（狋）是

犱Φ（狋）＝Φ（狋－ ［）（１－Φ（狋））犱狋＋σ１犱犅１（狋）＋

∫犢γ１（狌）犖
～（犱狋，犱狌 ］），Φ（０）＝狓０ （７）

的唯一解．其中，犽１（狋）＝∫
狋

０∫犢犾狀（１＋γ１（狌）犖
～（犱狋，

犱狌）．

由随机微分方程比较定理［１９］得

狓（狋）≤Φ（狋），狋∈［０，τ犲），犪．狊．

由模型（３）的第二式可得

犱狔（狋）＝狔（狋－ ［） 犫－ 犫狔（狋）

犽＋狓（狋（ ））犱狋＋

　σ２犱犅２（狋）＋∫犢γ２（狌）犖
～（犱狋，犱狌 ］） ＝

　狔（狋－ ［） 犫－犫狔（狋）犽 ＋
犫狓（狋）狔（狋）

犽（犽＋狓（狋（ ）））犱狋＋

　σ２犱犅２（狋）＋∫犢γ２（狌）犖
～（犱狋，犱狌 ］） ≥

　狔（狋－ ［） 犫－犫狔（狋）（ ）犽
犱狋＋σ２犱犅２（狋）＋

　∫犢γ２（狌）犖
～（犱狋，犱狌 ］）

显然

ψ（狋）＝
犲
（犫－β２

）狋＋σ２犅２
（狋）＋犽２

（狋）

狔
－１
０ ＋∫

狋

０
犲
（犫－β２

）狊＋σ２犅２
（狊）＋犽２

（狊）

犱狊

（８）

是方程

犱ψ（狋）＝ψ（狋－ ［） 犫－犫犽ψ（狋（ ））犱狋＋σ２犱犅２（狋）＋

∫犢γ２（狌）犖
～（犱狋，犱狌 ］），ψ（０）＝狔０ （９）

的唯一解，且狔（狋）≥ψ（狋），狋∈［０，τ犲），犪．狊．

又

　犱狔（狋）≤狔（狋
－ ［） 犫－ 犫狔（狋）

犽＋Φ（狋（ ））犱狋＋

　　　σ２犱犅２（狋）＋∫犢γ２（狌）犖
～（犱狋，犱狌 ］）

则可得

Ψ（狋）＝
犲
（犫－β２

）狋＋σ２犅２
（狋）＋犽２

（狋）

狔
－１
０＋∫

狋

０

犫
犽＋Φ（狊）

犲
（犫－β２

）狊＋σ２犅２
（狊）＋犽２

（狊）

犱狊

（１０）

是方程

犱Ψ（狋）＝Ψ（狋－ ［） 犫－ 犫Ψ（狋）

犽＋Φ（狋（ ））犱狋＋

　σ２犱犅２（狋）＋∫犢γ２（狌）犖
～（犱狋，犱狌 ］），Ψ（０）＝狔０ （１１）

７４２
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的解．其中

犽２（狋）＝∫
狋

０∫犢犾狀（１＋γ２（狌）犖
～（犱狋，犱狌）

　　由随机微分方程比较定理
［１９］得

狔（狋）≤Ψ（狋），狋∈［０，τ犲），犪．狊．

另外

犱狓（狋）≥狓（狋
－ ［） １－狓（狋）－犪狔（狋）（ ）γ

犱狋＋

　　σ１犱犅１（狋）＋∫犢γ１（狌）犖
～（犱狋，犱狌 ］） ≥

　　狓（狋－ ［） １－狓（狋）－犪Ψ（狋）（ ）γ
犱狋＋

　　σ１犱犅１（狋）＋∫犢γ１（狌）犖
～（犱狋，犱狌 ］）

显然

　φ（狋）＝
犲
（１－β１

）狋＋σ１犅１
（狋）＋犽１

（狋）－
犪
γ∫
狋
０Ψ
（狊）犱狊

狓－１０＋∫
狋

０
犲
（１－β１

）狊＋σ１犅１
（狊）＋犽１

（狊）－
犪
γ∫
狊
０Ψ
（狌）犱狌犱狊

（１２）

是方程

犱φ（狋）＝φ（狋－ ［） １－φ（狋）－犪Ψ（狋）（ ）γ
犱狋＋

　σ１犱犅１（狋）＋∫犢γ１（狌）犖
～（犱狋，犱狌 ］），φ（０）＝狓０ （１３）

的解，且满足

狓（狋）≥φ（狋），狋∈［０，τ犲），犪．狊．

　　综合以上结论，可得

φ（狋）≤狓（狋）≤Φ（狋），ψ（狋）≤狔（狋）≤Ψ（狋），

狋∈［０，τ犲），犪．狊．

　　由于φ（狋），Φ（狋），ψ（狋）和Ψ（狋）（狋≥０）都是全

局存在的，故可得定理２．

定理２　任意给定初值狓０＞０，狔０＞０，模型（３）

几乎必然存在唯一正解（狓（狋），狔（狋））∈犚
２
＋（狋≥

０），且存在式（６），（８），（１０），（１２）所定义的函数

Φ（狋），ψ（狋），Ψ（狋），φ（狋）满足

φ（狋）≤狓（狋）≤Φ（狋），ψ（狋）≤狔（狋）≤Ψ（狋），

狋≥０，犪．狊． （１４）

３　模型（３）解的长期行为

现讨论随机模型（３）的持久性．陈兰荪等
［２０］给

出了确定性系统的时间均值意义下的持续存在的定

义．犕犪狀犱犪犾等
［１２］类似地给出了随机意义下的种群

持续的定义．

　　定义１
［１２，２１］

　称种群狓（狋）在时间均值意义下

是持久的，若

犾犻犿犻狀犳
狋→!

　
１
狋∫

狋

０
狓（狊）犱狋＞０，犪．狊．

　　为了方便问题的证明，首先引入几个引理．

引理１
［１６］
　设狓（狋）∈犆（Ω×［０，＋!

），犚＋）．

犪．若存在正常数犜，ρ，ρ０，使得

犾狀狓（狋）≤ρ狋－ρ０∫
狋

０
狓（狊）犱狊＋犉（狋），犪．狊．

　　对所有的狋≥犜 和犾犻犿
狋→!

犉（狋）

狋
＝０，犪．狊．，则

犾犻犿狊狌狆
狋→!

　
１
狋∫

狋

０
狓（狊）犱狊≤

ρ
ρ０
，犪．狊．

犫．若存在正常数犜，ρ，ρ０，σ犻（犻＝１，２），使得

犾狀狓（狋）≥ρ狋－ρ０∫
狋

０
狓（狊）犱狊＋犉（狋），犪．狊．

　　对所有的狋≥犜和犾犻犿
狋→!

犉（狋）

狋
＝０，犪．狊．，则

犾犻犿犻狀犳
狋→!

　
１
狋∫

狋

０
狓（狊）犱狊≥

ρ
ρ０
，犪．狊．

引理２
［１４］
　设犕（狋）（狋≥０）是局部鞅，定义

ρ犕（狋）＝∫
狋

０

犱〈犕〉（狊）
（１＋狊）２

，狋≥０

其中，〈犕〉（狋）＝〈犕，犕〉（狋）．若犾犻犿
狋→!

ρ犕（狋）＜＋!

，

则犾犻犿
狋→!

　
犕（狋）

狋
＝０，犪．狊．

引理３　若１＞β１，犫＞β２成立，则

犾犻犿
狋→!

　
犾狀狔（狋）

狋
＝０，犪．狊．

　　证明　设存在足够大的犜，使得对所有的狋≥

犜时，有
１
２
犲
（１－β１

）狋
≥１成立．于是，当狋≥犜时，由式

（６）得

Φ（狋）＝
犲
（１－β１

）狋＋σ１犅１
（狋）＋犽１

（狋）

狓－１０ ＋∫
狋

０
犲
（１－β１

）狊＋σ１犅１
（狊）＋犽１

（狊）犱狊
≤

　
犲
（１－β１

）狋＋σ１犅１
（狋）＋犽１

（狋）

∫
狋

０
犲
（１－β１

）狊＋σ１犅１
（狊）＋犽１

（狊）犱狊
≤

　
犲
（１－β１

）狋＋σ１犅１
（狋）＋犽１

（狋）

犲
［σ１犿犻狀
０≤狊≤狋

犅１
（狊）＋ 犿犻狀

０≤狊≤狋
犽１
（狊）］

∫
狋

０
犲
（１－β１

）狊犱狊
＝（１－β１）·

　
犲
（１－β１

）狋＋σ１犅１
（狋）＋犽１

（狋）

犲
［σ１ 犿犻狀
０≤狊≤狋

犅１
（狊）＋ 犿犻狀

０≤狊≤狋
犽１
（狊）］（犲

（１－β１
）狋
－１）

≤２（１－β１）·

　
犲
（１－β１

）狋＋σ１犅１
（狋）＋犽１

（狋）

犲
［σ１ 犿犻狀
０≤狊≤狋

犅１
（狊）＋ 犿犻狀

０≤狊≤狋
犽１
（狊）］犲

（１－β１
）狋 ＝２（１－β１）·

　犲 σ１
［犅１
（狋）－ 犿犻狀

０≤狊≤狋
犅１
（狊）］＋犽１

（狋）－ 犿犻狀
０≤狊≤狋

犽１
（狊｛ ｝）
≤２（１－β１）·

　犲 σ１
［犅１
（狋）－ 犿犻狀

０≤狊≤狋
犅１
（狊）］＋犽１

（狋）－ 犿犻狀
０≤狊≤狋

犽１
（狊｛ ｝） （１５）

由式（１５）可以得到如下不等式成立：

８４２
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∫
狋

犜

犫
犽＋Φ（狊）

犲
（犫－β２

）狊＋σ２犅２
（狊）＋犽２

（狊）

犱狊≥∫
狋

犜

犫犲
（犫－β２

）狊＋σ２犅２
（狊）＋犽２

（狊）

犽＋２（１－β１）犲 σ１
［犅１
（狊）－ 犿犻狀

０≤狌≤狊
犅１
（狌）］＋犽１

（狊）－ 犿犻狀
０≤狌≤狊

犽１
（狌｛ ｝）犱狊≥

　　∫
狋

犜

犫犲
（犫－β２

）狊＋σ２犅２
（狊）＋犽２

（狊）

［犽＋２（１－β１）］犲 σ１
［犅１
（狊）－ 犿犻狀

０≤狌≤狊
犅１
（狌）］＋犽１

（狊）－ 犿犻狀
０≤狌≤狊

犽１
（狌｛ ｝）犱狊≥

犫
犽＋２（１－β１）

·

　　∫
狋

犜
犲
｛ σ１ ［ 犿犻狀

０≤狌≤狊
犅１
（狌）－ 犿犪狓

０≤狌≤狊
犅１
（狌）］＋ 犿犻狀

０≤狌≤狊
犽１
（狌）－ 犿犪狓

０≤狌≤狊
犽１
（狌）｝犲

（犫－β２
）狊＋σ２犅２

（狊）＋犽２
（狊）

犱狊≥
犫

犽＋２（１－β１）
·

　　犲
｛ σ１ ［ 犿犻狀

０≤狌≤狊
犅１
（狌）－ 犿犪狓

０≤狌≤狊
犅１
（狌）］＋ 犿犻狀

０≤狌≤狊
犽１
（狌）－ 犿犪狓

０≤狌≤狊
犽１
（狌）｝犲犿犻狀

０≤狌≤狊
σ２犅２

（狌）＋ 犿犻狀
０≤狌≤狊

犽２
（狌）

∫
狋

犜
犲
（犫－β２

）狊

犱狊＝

　　
犫

［犽＋２（１－β１）］（犫－β２）
犲
｛ σ１ ［ 犿犻狀

０≤狌≤狊
犅１
（狌）－ 犿犪狓

０≤狌≤狊
犅１
（狌）］＋ 犿犻狀

０≤狌≤狊
犽１
（狌）－ 犿犪狓

０≤狌≤狊
犽１
（狌）｝·

　　犲
犿犻狀

０≤狌≤狊
σ２犅２

（狌）＋ 犿犻狀
０≤狌≤狊

犽２
（狌）（犲

（犫－β２
）狋

－犲
（犫－β２

）犜
） （１６）

　　将式（１６）与式（１０）结合，可推出

１
Ψ（狋）

≥犲
｛－（犫－β２

）（狋－犜）－σ２
（犅２
（狋）－犅２

（犜））－（犽２
（狋）－犽２

（犜））｝·

［　　
１

狔（犜）
＋

犫（犲
（犫－β２

）狋

－犲
（犫－β２

）犜
）

［犽＋２（１－β１）］（犫－β２）
·

　　犲
｛ σ１ ［ 犿犻狀

０≤狌≤狊
犅１
（狌）－ 犿犪狓

０≤狌≤狊
犅１
（狌）］＋ 犿犻狀

０≤狌≤狊
犽１
（狌）－ 犿犪狓

０≤狌≤狊
犽１
（狌）｝·

　　犲
犿犻狀

０≤狌≤狊
σ２犅２

（狌）＋ 犿犻狀
０≤狌≤狊

犽２
（狌）］≥犓（狋）犌（狋）

其中

犓（狋）＝
犫犲

（犫－β２
）犜＋σ２犅２

（犜）＋犽２
（犜｛ ｝） （１－犲 －（犫－β２

）（狋－犜｛ ｝） ）
［犽＋２（１－β１）］（犫－β２）

犌（狋）＝犲 σ１
［犿犻狀
０≤狌≤狊

犅１
（狌）－ 犿犪狓

０≤狌≤狊
犅１
（狌）］＋ 犿犻狀

０≤狌≤狊
犽１
（狌）－ 犿犪狓

０≤狌≤狊
犽１
（狌｛ ｝） ·

犲犿犻狀
０≤狌≤狊

σ２犅２
（狌）＋ 犿犻狀

０≤狌≤狊
犽２
（狌）犲－σ２ 犿犪狓

０≤狌≤狊
犅２
（狌）－ 犿犪狓

０≤狌≤狊
犽２
（狌）

因此，可得

犾狀Ψ（狋）

狋
≤－
犾狀犓（狋）

狋
－
犾狀犌（狋）

狋
（１７）

　　根据式（４）可知

〈犽犻（狋），犽犻（狋）〉＝狋∫犢［犾狀（１＋γ犻（狌）］
２·

　　λ（犱狌）＜犮狋，犻＝１，２

由引理２得

犾犻犿
狋→＋!

犽犻（狋）

狋
＝０，犻＝１，２，犪．狊． （１８）

又

犾犻犿
狋→＋!

犅犻（狋）

狋
＝０，犻＝１，２，犪．狊．

　　结合以上结论可推出

　犾犻犿
狋→＋!

犾狀犓（狋）

狋
＝０，犾犻犿

狋→＋!

犾狀犌（狋）

狋
＝０，犪．狊．（１９）

将式（１９）带入到式（１７），得

犾犻犿狊狌狆
狋→!

　
犾狀狔（狋）

狋
≤犾犻犿狊狌狆

狋→!

　
犾狀Ψ（狋）

狋
≤０，犪．狊．（２０）

　　现证明犾犻犿犻狀犳
狋→!

　
犾狀狔（狋）

狋
≥０，犪．狊．对式（９）应用

伊藤公式

犱犾狀ψ（狋） ［＝ 犫－β２－
犫
犽
ψ（狋（ ］）犱狋＋

　　σ２犱犅２（狋）＋∫犢犾狀（１＋γ２（狌））犖
～（犱狋，犱狌 ］）

上式两端同时从０～狋积分，并且两端同除以狋，得

狋－１犾狀ψ（狋）＝狋－１犾狀ψ（０）＋（犫－β２）－狋－１
犫
犽
·

∫
狋

０
ψ（狊）犱狊＋狋－１σ２犅２（狋）＋狋－１犽２（狋） （２１）

　　由式（１８）可知，对于任意ε＞０，都存在犜，使得

　－ε／２≤狋
－１犾狀ψ（０）≤ε／２，

　　　－ε／２≤狋
－１犽２（狋）≤ε／２，狋≥犜 （２２）

成立．

将式（２２）代入式（２１），可得

　狋－
１犾狀ψ（狋）≤犫－β２＋ε－

　　狋－
１犫
犽∫

狋

０
ψ（狊）犱狊＋狋－１σ２犅２（狋），狋≥犜 （２３）

　狋－
１犾狀ψ（狋）≥犫－β２－ε－

　　狋－
１犫
犽∫

狋

０
ψ（狊）犱狊＋狋－１σ２犅２（狋），狋≥犜 （２４）

令ε充分小，使得犫－β２－ε＞０，由引理１得到

犽（犫－β２－ε）

犫
≤犾犻犿犻狀犳

狋→!

　
１
狋∫

狋

０
ψ（狊）≤

　　犾犻犿狊狌狆
狋→!

　
１
狋∫

狋

０
ψ（狊）≤

犽（犫－β２＋ε）

犫
，犪．狊．

　　由于ε的任意性，可得

犾犻犿
狋→!

　
１
狋∫

狋

０
ψ（狊）＝

犽（犫－β２）

犫
，犪．狊． （２５）

　　注意到犾犻犿
狋→＋!

狋－１犾狀ψ（０）＝０，犾犻犿
狋→＋!

狋－１犅２（狋）＝

０，犾犻犿
狋→＋!

狋－１犽２（狋）＝０．再结合式（２１），可得

犾犻犿
狋→＋!

狋－１犾狀ψ（狋）＝０，犪．狊．

　　由定理１的证明过程可知

犾犻犿
狋→＋!

狋－１犾狀狔（狋）≥犾犻犿
狋→＋!

狋－１犾狀ψ（狋）＝０，犪．狊．

联立式（２０），得

犾犻犿
狋→!

　
犾狀狔（狋）

狋
＝０，犪．狊． （２６）

９４２
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　　引理４　若１＞β１＋
犪
β
成立，则

犾犻犿
狋→!

　
犾狀狓（狋）

狋
＝０，犪．狊．

　　证明　注意到

犱狓（狋）≤狓（狋
－ ［）（１－狓（狋））犱狋＋

　　σ１犱犅１（狋）＋∫犢γ１（狌）犖
～（犱狋，犱狌 ］）

犱狓（狋）≥狓（狋
－ ［） １－狓（狋）－犪（ ）β 犱狋＋

　　σ１犱犅１（狋）＋∫犢γ１（狌）犖
～（犱狋，犱狌 ］）

　　利用伊藤公式，得

犾狀狓（狋）≤犾狀狓０＋（１－β１）狋－

　　∫
狋

０
狓（狊）犱狊＋σ１犅１（狋）＋犽１（狋）

犾狀狓（狋）≥犾狀狓０＋ １－β１－
犪（ ）β 狋－

　　∫
狋

０
狓（狊）犱狊＋σ１犅１（狋）＋犽１（狋）

进一步可得

１
狋
犾狀狓（狋）≤

１
狋
犾狀狓０＋（１－β１）－

　　
１
狋∫

狋

０
狓（狊）犱狊＋σ１

犅１（狋）

狋
＋
犽１（狋）

狋

１
狋
犾狀狓（狋）≥

１
狋
犾狀狓０＋ １－β１－

犪（ ）β －

　　
１
狋∫

狋

０
狓（狊）犱狊＋σ１

犅１（狋）

狋
＋
犽１（狋）

狋

　　结合引理１、式（８）以及文献［７］中的结论，可得

如下结论：当１＞β１成立时，有

犾犻犿狊狌狆
狋→!

　
犾狀狓（狋）

狋
≤０

犾犻犿狊狌狆
狋→!

　
１
狋∫

狋

０
狓（狊）犱狊≤１－β１，犪．狊．

　　若满足１＞β１＋
犪
β
，则犾犻犿犻狀犳

狋→!

　
犾狀狓（狋）

狋
≥０，

犾犻犿犻狀犳
狋→!

　
１
狋∫

狋

０
狓（狊）犱狊≥１－β１－

犪
β
，犪．狊．从而得

犾犻犿
狋→!

　
犾狀狓（狋）

狋
＝０，犪．狊．

定理３　若１＞β１，犫＞β２ 成立．设（狓（狋），

狔（狋））是模型（３）具有初值（狓０，狔０）∈犚
２
＋的正解，则

犾犻犿
狋→!

　
１
狋∫

狋

０

狔（狊）

γ＋α狓（狊）＋β狔（狊）
犱狊＝

１－β１
犪
，犪．狊．

犾犻犿
狋→!

　
１
狋∫

狋

０

狔（狊）

犽＋狓（狊）
犱狊＝

犫－β２
犫

，犪．狊 （２７）

　　证明　令犞（狓（狋））＝犾狀狓（狋），狓（狋）∈（０，

＋!

）．对模型（３）的２个方程两边从０～狋积分，得

∫
狋

０

狔（狊）

γ＋α狓（狊）＋β狔（狊）
犱狊＝－

犾狀狓（狋）－犾狀狓０
犪

－

　　∫
狋

０
狓（狊）犱狊＋

１－β１
犪
狋＋
σ１犅１（狋）

犪
＋
犽１（狋）

犪

∫
狋

０

狔（狊）

犽＋狓（狊）
犱狊＝－

犾狀狔（狋）－犾狀狔（０）

犫
＋

　　
犫－β２
犫
狋＋
σ２犅２（狋）

犫
＋
犽２（狋）

犫

且

１
狋∫

狋

０

狔（狊）

γ＋α狓（狊）＋β狔（狊）
犱狊＝－

犾狀狓（狋）－犾狀狓０
狋犪

－

　　
１
狋∫

狋

０
狓（狊）犱狊＋

１－β１
犪

＋
σ１犅１（狋）

狋犪
＋
犽１（狋）

狋犪

１
狋∫

狋

０

狔（狊）

犽＋狓（狊）
犱狊＝－

犾狀狔（狋）－犾狀狔（０）

犫狋
＋

　　
犫－β２
犫

＋
σ２犅２（狋）

犫狋
＋
犽２（狋）

犫狋

　　由引理３和引理４与犾犻犿
狋→＋!

狋－１犅犻（狋）＝０，

犾犻犿
狋→＋!

狋－１犽犻（狋）＝０，犻＝１，２，可得

犾犻犿
狋→!

　
１
狋∫

狋

０

狔（狊）

γ＋α狓（狊）＋β狔（狊）
犱狊＝

１－β１
犪
，犪．狊．

犾犻犿
狋→!

　
１
狋∫

狋

０

狔（狊）

犽＋狓（狊）
犱狊＝

犫－β２
犫

　　定理３的结论说明，模型（３）的犔犲狊犾犻犲犌狅狑犲狉项

在时间均值意义下是稳定的．

定理４　假设β＞犪．如果１＞β１＋
犪
β
成立，设

（狓（狋），狔（狋））是模型（３）具有初值（狓０，狔０）∈犚
２
＋的

正解，则

１－β１－
犪
β
≤犾犻犿犻狀犳

狋→!

　
１
狋∫

狋

０
狓（狊）犱狊≤

　　犾犻犿
狋→!

　
１
狋∫

狋

０
狓（狊）犱狊≤犾犻犿狊狌狆

狋→!

１
狋∫

狋

０
狓（狊）犱狊≤

　　１－β１，犪．狊．

　　证明　定义犞（狓（狋））＝犾狀狓（狋），应用伊藤公

式，得

犾狀狓（狋）＝犾狀狓０＋（１－β１）狋－∫
狋

０
狓（狊）犱狊－

　　∫
狋

０

犪狔（狊）

α狓（狊）＋β狔（狊）＋γ
犱狊＋σ１犅１（狋）＋犽１（狋）

且

１
狋
犾狀狓（狋）＝

１
狋
犾狀狓０＋（１－β１）－

１
狋∫

狋

０
狓（狊）犱狊－

　
１
狋∫

狋

０

犪狔（狊）

α狓（狊）＋β狔（狊）＋γ
犱狊＋σ１

犅１（狋）

狋
＋
犽１（狋）

狋

进一步可得

０５２
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１
狋
犾狀狓（狋）≤

１
狋
犾狀狓０＋（１－β１）－

　　
１
狋∫

狋

０
狓（狊）犱狊＋σ１

犅１（狋）

狋
＋
犽１（狋）

狋

１
狋
犾狀狓（狋）≥

１
狋
犾狀狓０＋ １－β１－

犪（ ）β －

　　
１
狋∫

狋

０
狓（狊）犱狊＋σ１

犅１（狋）

狋
＋
犽１（狋）

狋

　　当狋充分大时，由引理１以及犾犻犿
狋→＋!

狋－１犽１（狋）＝

０，可得

１－β１－
犪
β
≤犾犻犿犻狀犳

狋→!

　
１
狋∫

狋

０
狓（狊）犱狊≤

　　
１
狋∫

狋

０
狓（狊）犱狊≤犾犻犿狊狌狆

狋→!

　
１
狋∫

狋

０
狓（狊）犱狊≤

　　 １－β１，犪．狊．

　　定理５　假设β＞犪．如果１＞β１＋
犪
β
，犫＞β２成

立，设（狓（狋），狔（狋））是模型（３）具有初值（狓０，狔０）∈

犚２＋的正解，则模型（３）在时间均值意义下具有持

久性．

证明　显然，由定理４可得

犾犻犿犻狀犳
狋→!

　
１
狋∫

狋

０
狓（狊）犱狊≥１－β１－

犪
β
＞０（２８）

　　现只需证明犾犻犿犻狀犳
狋→!

　
１
狋∫

狋

０
狔（狊）犱狊＞０即可．

定义犞（狔（狋））＝犾狀狔（狋），应用伊藤公式，得

犱犾狀狔（狋）＝ 犫－β２－
犫狔（狋）

犽
＋
犫狓（狋）狔（狋）

犽（犽＋狓（狋（ ）））·
　犱狋＋σ２犱犅２（狋）＋∫犢犾狀（１＋γ２（狌））犖

～（犱狋，犱狌） （２９）

　　对式（２９）两端从０～狋积分，可得

犾狀狔
（狋）

狔（０）
≥（犫－β２）狋－

犫
犽∫

狋

０
狔（狊）犱狊＋

σ２犅２（狋）＋犽２（狋）

令狋充分大，并结合式（１８）和引理１的犫，可得

犾犻犿犻狀犳
狋→!

　
１
狋∫

狋

０
狔（狊）犱狊≥

犽（犫－β１）

犫
＞０ （３０）

由式（２８）和式（３０）可知结论成立．

由于狓－１－犾狀狓≥０，狓＞０，则可以推出

β犻 ＝
σ
２
犻

２
＋∫犢［γ犻（狌）－犾狀（１＋γ犻（狌）］λ（犱狌）＝

　　
σ
２
犻

２
＋∫犢［１＋γ犻（狌）－１－

　　犾狀（１＋γ犻（狌）］λ（犱狌）≥
σ
２
犻

２
，犻＝１，２

　　若令γ犻＝０，犻＝１，２，则可以得到文献［１２］中的

定理５．１的结论．

现给出与以上结论相反的结果．前面主要讨论

的是种群的持久性，现给出种群灭绝所需要的条件．

定理６　设（狓（狋），狔（狋））是模型（３）具有初值

（狓０，狔０）∈犚
２
＋的正解，则有下列结论成立：

犪．若１－
犪
β
＜β１，犫＜β２，则犾犻犿

狋→!

狓（狋）＝

０，犾犻犿
狋→!

　狔（狋）＝０，犪．狊．

　　犫．若１－
犪
β
＜β１，犫＞β２，则犾犻犿

狋→!

狓（狋）＝０，

犾犻犿
狋→!

　
１
狋∫

狋

０
狔（狊）犱狊＝

犽（犫－β１）

犫
，犪．狊．

犮．若１－
犪
β
＞β１，犫＜β２，则

犾犻犿犻狀犳
狋→!

　
１
狋∫

狋

０
狓（狊）犱狊＞０，犾犻犿

狋→!

狔（狋）＝０，犪．狊

　　证明　犪．对所有狋≥０，利用伊藤公式，得

　犱犾狀狔（狋）＝ 犫－β２－
犫狔（狋）

犽＋狓（狋（ ））犱狋＋
　　σ２犱犅２（狋）＋∫犢犾狀（１＋γ２（狌））犖

～（犱狋，犱狌） （３１）

对式（３１）两端同时从０～狋积分，可得

犾狀狔（狋）－犾狀狔０＝（犫－β２）狋－

　　∫
狋

０

犫狔（狊）

犽＋狓（狊）
犱狊＋σ２犅２（狋）＋犽２（狋）

进一步化简，得

　
１
狋
犾狀狔

（狋）

狔０
≤（犫－β２）＋σ２犅２（狋）＋犽２（狋） （３２）

又当狋充分大时

犾犻犿
狋→＋!

犽２（狋）

狋
＝０，犾犻犿

狋→＋!

犅２（狋）

狋
＝０，犪．狊．

故当犫＜β２时，由式（３２）得

犾犻犿
狋→!

　狔（狋）＝０，犪．狊．

　　利用同样的方法可证得

犾犻犿
狋→!

　狓（狋）＝０，犪．狊．

　　犫．由犪的结论易知犾犻犿
狋→!

狓（狋）＝０．因此，当狋充

分大时，可以取任意小的ε＞０，使得

犾狀狔（狋）－犾狀狔０≤（犫－β２）狋－

　　
犫

犽＋ε∫
狋

０
狔（狊）犱狊＋σ２犅２（狋）＋犽２（狋）

犾狀狔（狋）－犾狀狔０≥（犫－β２）狋－

　　
犫

犽－ε∫
狋

０
狔（狊）犱狊＋σ２犅２（狋）＋犽２（狋）

成立，应用引理１，可得

（犽－ε）（犫－β１）

犫
≤犾犻犿犻狀犳

狋→!

　
１
狋∫

狋

０
狔（狊）犱狊≤

　　犾犻犿狊狌狆
狋→!

　
１
狋∫

狋

０
狔（狊）犱狊≤

（犽＋ε）（犫－β１）

犫
，犪．狊．

　　由于ε的任意性，可得

１５２
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犾犻犿
狋→!

　
１
狋∫

狋

０
狔（狊）犱狊＝

犽（犫－β１）

犫
，犪．狊．

　　犮．由定理４和犪得

犾犻犿犻狀犳
狋→!

　
１
狋∫

狋

０
狓（狊）犱狊≥１－β１－

犪
β
＞０，

犾犻犿
狋→!

狔（狋）＝０，犪．狊．

　　从以上结论可知，确定性模型和只有犅狉狅狑狀白

噪声干扰的随机模型中种群是持续存在的．但是，在

犔犲狏狔噪声干扰下可以导致种群灭绝．

４　数值模拟和例子

利用犈狌犾犲狉方法
［２１］对文中的主要结论进行数值

模拟分析．在图１～４中，绿线表示确定性模型（１）的

解，蓝线表示只有犅狉狅狑狀白噪声的随机模型（２）的

解，红线表示带有犔犲狏狔噪声的随机模型（３）的解．

图中参数均取为

犪＝３，α＝４，β＝４，γ＝２，犫＝０．３，犽＝１；

σ１＝０．１，σ２＝０．２

初值为狓０＝０．４，狔０＝０．２．

通过计算可得犈 ＝（狓，狔）＝（０．５５３１，

１．５５３１）．现通过例子来讨论犔犲狏狔噪声对种群的

影响．

例１　取γ１＝０．４，γ２＝０．３，且由参数取值可得

β１＝
σ
２
１

２
＋∫犢［γ１（狌）－犾狀（１＋γ１（狌）］·

　　λ（犱狌）＝０．０６８５，
犪
β
＝０．７５

β２＝
σ
２
２

２
＋∫犢［γ２（狌）－犾狀（１＋γ２（狌）］·

　　λ（犱狌）＝０．０５７６

１－β１－
犪
β
＝１－０．８１８５＝０．１８１５＞０

犫－β２＝０．３－０．０５７６＝０．２４２４＞０

显然满足

犾犻犿犻狀犳
狋→!

　
１
狋∫

狋

０
狓（狊）犱狊≥１－β１－

犪
β
＞０，犪．狊．

犾犻犿
狋→!

　
１
狋∫

狋

０
狔（狊）犱狊＝

犽（犫－β１）

犫
，犪．狊．

　　如图１所示，此时狓（狋），狔（狋）在时间均值意义

下是持续存在的，这与在犅狉狅狑狀白噪声的影响结果

相同，只是由于犔犲狏狔噪声的存在使得模型（３）的解

围绕内部平衡点犈＝（狓，狔）的振幅变大．

图１　犪＝３，α＝４，β＝４，γ＝２，犫＝０．３，犽＝１；σ１＝０．１，σ２＝０．２，γ１＝０．４，γ２＝０．３

犉犻犵．１　犪＝３，α＝４，β＝４，γ＝２，犫＝０．３，犽＝１；σ１＝０．１，σ２＝０．２，γ１＝０．４，γ２＝０．３

　　例２　取γ１＝１．２，γ２＝１．０，简单计算可得

β１＋
犪
β
＝１．１６６５＞１，β２＝０．３２６９

０．０２＋０．３０６９＞犫＝０．３

　　与例１的结论相反，且满足定理６的犪的条件，

此时狓（狋），狔（狋）均趋于灭绝．图２验证了此结论．

如图２所示，尽管在犅狉狅狑狀白噪声干扰下狓（狋），

狔（狋）是持续存在的，但对于模型（３）来说，解趋于０．

例３　取γ１＝１．２，γ２＝０．３，使得满足定理６的

犫的条件，图３验证了定理６的犫的结论，即当条件

１＜β１＋
犪
β
，犫＞β２成立时，有犾犻犿

狋→!

狓（狋）＝０，

犾犻犿
狋→!

　
１
狋∫

狋

０
狔（狊）犱狊＝

犽（犫－β１）

犫
，犪．狊．成立．如图３

所示，直观地显示了狓（狋）具有非持久性，而狔（狋）在

时间均值意义下具有持久性．

例４　取γ１＝０．１，γ２＝１．０，使满足定理６的犮
的条件，则结论是

犾犻犿犻狀犳
狋→!

　
１
狋∫

狋

０
狓（狊）犱狊≥１－β１－

犪
β
＞０，

犾犻犿
狋→!

狔（狋）＝０，犪．狊．

２５２
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也就是说，狓（狋）具有持久性，而狔（狋）具有非持久 性，即狔（狋）最终将灭绝，如图４所示．

图２　犪＝３，α＝４，β＝４，γ＝２，犫＝０．３，犽＝１；σ１＝０．１，σ２＝０．２，γ１＝１．２，γ２＝１．０．

犉犻犵．２　犪＝３，α＝４，β＝４，γ＝２，犫＝０．３，犽＝１；σ１＝０．１，σ２＝０．２，γ１＝１．２，γ２＝１．０．

图３　犪＝３，α＝４，β＝４，γ＝２，犫＝０．３，犽＝１；σ１＝０．１，σ２＝０．２，γ１＝１．２，γ２＝０．３

犉犻犵．３　犪＝３，α＝４，β＝４，γ＝２，犫＝０．３，犽＝１；σ１＝０．１，σ２＝０．２，γ１＝１．２，γ２＝０．３

图４　犪＝３，α＝４，β＝４，γ＝２，犫＝０．３，犽＝１；σ１＝０．１，σ２＝０．２，γ１＝０．１，γ２＝１．０．

犉犻犵．４　犪＝３，α＝４，β＝４，γ＝２，犫＝０．３，犽＝１；σ１＝０．１，σ２＝０．２，γ１＝０．１，γ２＝１．０．
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